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Šis mokyklinės matematikos žinynas yra autoriaus ilgo ir kruopštaus darbo rezultatas. Jis skirtas pagrindinių ir 
vidurinių mokyklų bei gimnazijų moksleiviams. Knygoje glaustai ir aiškiai išdėstyta visų mokyklinio matematikos kurso 
skyrių teorinė medžiaga, kuri iliustruota tipinių uždavinių išsamiu sprendimu. Leidinys padės įtvirtinti per pamokas įgytas 
žinias, pakartoti išeitą medžiagą, prisiminti užmirštą formulę, apibrėžimą, teiginį ar sprendimo metodą. 

Žinynas bus ypač naudingas baigiamųjų klasių moksleiviams. Baigiant pagrindinę ar vidurinę mokyklą svarbus 
pasidaro klausimas, kaip pakartoti per kelis metus įgytas žinias. Dauguma moksleivių jau nebeturi senų užrašų ir vadovėlių. 
Todėl jiems yra gerai turėti knygą, kurioje būtų glaustai ir aiškiai išdėstyta visų ankstesnių mokyklinės matematikos 
vadovėlių medžiaga. 

Šia knyga moksleiviai galės sėkmingai pasinaudoti ir mokydamiesi kurį nors mokyklinės matematikos skyrių, nes joje 
be teorinės šio skyriaus medžiagos jie ras ir daug išspręstų tipinių uždavinių. 

Autorius nuoširdžiai dėkoja pirmajai šio leidinio skaitytojai, Šiaulių miesto S.Šalkauskio vidurinės mokyklos 
matematikos mokytojai ekspertei Petrei Grebeničenkaitei, kuri ištaisė pastebėtas klaidas, pateikė daug vertingų pastabų. 


Autorius 


I DALIS. SKAIČIAI. SKAICIAVIMAI. ALGEBRA 
1 SKYRIUS. SKAICIU TEORIJOS ELEMENTAI 
1.1. NATÜRALIEJI SKAICIAI 


Skaičius 1, 2, 3, 4, 5,..., vartojamus skaičiuojant ar 
numeruojant, skaičiais. Aibė 
(1; 2; 3; 4; 5; ...) vadinama natūraliųjų skaičių aibe ir žymima raide 


vadiname natūraliaisiais 


N. Taigi N=(1; 2; 3; 4; 5; ...). Jeigu п – natūralusis skaičius, tai 
rašome ne N. 


Bet kuriuos du skirtingus natüraliuosius skaičius galima palyginti: 
vienas jų yra mažesnis, kitas didesnis. Vienetas yra mažiausias natūralusis 
skaičius, o didžiausio natūraliojo skaičiaus nėra – kad ir kokį didelį 
natūralųjį skaičių imtume, pridėję vienetą gausime dar didesnį. Sudėdami 
ir daugindami natūraliuosius skaičius visada gauname natūraliuosius 
skaičius. 


Įprastinėje skaičiavimo sistemoje natūralieji skaičiai sudaromi iš 
dešimties skaitmenų: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Vienas ir tas 
pats skaitmuo gali turėti skirtingą reikšmę priklausomai nuo to, kurią vietą 
jis užima skaičiaus užraše. Kitaip sakant, kurio nors skaičiaus kiekvieno 


skaitmens vertė priklauso nuo skyriaus, kuriame tas skaitmuo parašytas, 
t.y. priklauso nuo jo pozicijos. 


1 pavyzdys. Užrašykime natūralųjį skaičių 4273 (keturi tūkstančiai 
du šimtai septyniasdešimt trys). Šiame skaičiaus užraše skaitmuo 3 reiškia 
vienetus (3 - 1=3), skaitmuo 7 reiškia dešimtis (7 - 10= 70), skaitmuo 
2 reiškia šimtus (2-100=200), skaitmuo 4 reiškia tūkstančius 
(4 - 1000 = 4000). 


2pavyzdys. Užrašykime natūralųjį skaičių 2795864 (du milijonai 
septyni šimtai devyniasdešimt penki tūkstančiai aštuoni šimtai 
šešiasdešimt keturi). 


Šiuo atveju skaitmuo 4 reiškia vienetus: 4 - 1= 4, 
skaitmuo 6 reiškia dešimtis: 6 - 10 =60; 

skaitmuo 8 reiškia šimtus: 8 - 100 = 800; 

skaitmuo 5 reiškia tūkstančius: 5 - 1000 = 5000; 

skaitmuo 9 reiškia dešimtis tūkstančių: 9 - 10000 = 90000; 
skaitmuo 7 reiškia šimtus tūkstančių: 7 - 100000 = 700000; 
skaitmuo 2 reiškia milijonus: 2 - 1000000 = 2000000 . 


Skaičiai 1, 10, 100, 1000, 10000, 100000, 1000000 ir t.t. 
vadinami skyrių vienetais. Kiekvienas tolesnio skyriaus skaičius 
gaunamas, padauginus prieš jį esantį skaičių iš pagrindinio skaičiaus 10. 
Todėl mūsų vartojama skaičiavimo sistema vadinama dešimtaine sistema. 

Skyrių vienetai turi pavadinimus. Skyrių vienetai ir jų žymenys 
surašyti lentelėje: 


Skyrių vienetai 


Skaitmenimis užrašyto 
skaičiaus pavyzdys 


1000 -107 
10000 =10 


10000000 =107 
100000000 =103 


Šimtas milijonų 


Milijardas 1000000000 = 10? 


Šimtas milijardų 100000000000 =10!! 
Trilijonas 1000000000000 = 10!2 


Dešimt trilijonu 10000000000000 = 10? 


Kiekvienas natūralusis skaičius gali būti užrašytas skyrių suma, t.y. 


suma, kurios kiekvienas dėmuo yra skaitmuo, padaugintas iš dešimties 
atitinkamo laipsnio. 


3 pavyzdys. Skaičiaus 92 pirmasis skaitmuo reiškia devynis šimtus, o 
antrasis skaitmuo 2 — du vienetus: 
92=9-10+2. 


Taigi skaičių 92 sudaro devynios dešimtys ir du vienetai. 


4 pavyzdys. Skaičiaus 564 pirmasis skaitmuo 5 reiškia penkis 
šimtus, antrasis skaitmuo 6 – šešias dešimtis, o trečiasis skaitmuo 4- 
keturis vienetus: 

564=5-100+6-10+4. 

Taigi skaičių 564 sudaro penki šimtai, šešios dešimtys ir keturi 

vienetai. 


5 pavyzdys. Skaičiaus 8327 pirmasis skaitmuo 8 reiškia aštuonis 
tūkstančius, antrasis skaitmuo 3- tris šimtus, trečiasis skaitmuo 2 — dvi 
dešimtis, o ketvirtasis 7 — septynis vienetus: 

8327=8-1000+3-100+2-10+7. 


Vadinasi skaičių 8327 sudaro aštuoni tūkstančiai, trys šimtai, dvi 
dešimtys ir septyni vienetai. 
Taigi skaitmenų eilė a,a, ,...a,ag dešimtainėje skaičiavimo 


ka 


sistemoje reiškia skaičių a, -10* *a, 4-10 7 a, 107 ag. 


Norėdami pabrėžti, kad tokia skaitmenų eilė nėra sandauga, kartais 
brėžiame virš jos brūkšnį ir rašome: 


а,а, a ay. 
Taigi a,a a,a5 =a, 10% «a, ,-10 7 4. ea, 10 +а 
8! аа, ,...a109 =a, k-1 vta, 0: 


Atskiru atveju, kai natūralusis skaičius yra dviženklis, tai 


ajdg-d| 10! жад: 
kai natūralusis skaičius yra triženklis, tai 
азана - a; 10? a, 10 «ag 7a; 100a, 10a, ; 
kai natūralusis skaičius yra keturZenklis, tai 
4,454,0g - d; 10? +a, 10? +a, 10! «a, = 
=a;-1000+a,-100+a,-10+a5 ir tt. 


Daugiaženklių skaičių skaitmenys skirstomi į skyrius bei klases, 
suteikiant jiems atitinkamus pavadinimus: 


Vienetų klasė 


Tūkstančių dešimtys 
Tūkstančių šimtai 


Tūkstančių klasė 


Milijonų šimtai 


Toliau eina trilijonų, kvadrilijonų,  kvintilijonų,  sekstilijonų, 
septiljonų, oktiljonų, nonilijonų, decilijonų, undecinilijonų ir t.t. klasės. 


Milijonų klasė 


Milijardų klasė 


Aukštesniųjų klasių vienetams pavadinti vartojami lotynų kalbos 
skaitvardžiai: 


milijonas — 1000000 =10*, 
milijardas — 1000000000 = 107, 
trilijonas — 1000000000000 = 1012, 
kvadrilijonas — 1000000000000000 = 105, 
kvintilijonas — 10!5, 

sekstilijonas — 10?! 4 

septilijonas — 102, 

oktilijonas — 1027, 

nonilijonas — 1030, 

decilijonas — 1033, 

undecilijonas — 1039 ir t.t. 


Taigi kiekviena trijų skaitmenų grupė, skaičiuojant iš dešinės, sudaro 
klasę. 


Skaidydami skaičius, vadovaujamės tokia taisykle: skaitomą skaičių 
suskirstome į klases iš dešinės į kairę po tris skaitmenis kiekvienoje 
(aukščiausioje klasėje gali būti du ar net vienas skaitmuo) ir kiekvieną 
klasę skaitome atskirai, pradėdami aukščiausiąja ir baigdami žemiausiąja 
(iš kairės į dešinę), kartu pasakydami kiekvienos klasės pavadinimą. 
Pateiksime keletą pavyzdžių. 


6 pavyzdys. Norėdami perskaityti skaičių 4625000 suskirstome jį į 
klases iš dešinės į kairę po tris skaitmenis kiekvienoje (tai žymi tarpeliai 
tarp atitinkamų klasių): 

milijonų tūkstančių vienetų 
klasė klasė klasė 
4 625 000. 


Skaičių skaitome taip: keturi milijonai šeši šimtai dvidešimt penki 
tūkstančiai. 


7 pavyzdys. Norėdami perskaityti skaičių 72130400859 suskirstome 
Ji į klases iš dešinės į kairę po tris skaitmenis kiekvienoje: 
milijardų milijonų tūkstančių vienetų 
klasė klasė klasė klasė 
72 130 400 859. 


Skaičių skaitome taip: septyniasdešimt du milijardai šimtas trisdešimt 
milijonų keturi šimtai tūkstančių aštuoni šimtai penkiasdešimt devyni. 


8 pavyzdys. Norėdami perskaityti skaičių 2140504324761 
suskirstome jį į klases iš dešinės į kairę po tris skaitmenis kiekvienoje: 
trilijonų milijardų milijonų tūkstančių vienetų 
klasė klasė klasė klasė klasė 
2 140 504 324 761. 
Skaičių skaitome taip: du trilijonai šimtas keturiasdešimt milijardų 
penki šimtai keturi milijonai trys šimtai dvidešimt keturi tūkstančiai 
septyni šimtai šešiasdešimt vienas. 
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Pateiksime dar keletą didelių skaičių pavyzdžių iš realaus gyvenimo: 


9 pavyzdys. Žmogaus širdis per gyvenimą suplaka apie du milijardus 
penkis šimtus milijonų kartų. 


10 pavyzdys. Per mėnesį žmogus įkvepia apie šešis šimtus 
keturiasdešimt septynis tūkstančius aštuonis šimtus penkiasdešimt kartų. 


11 pavyzdys. Kiekvieną dieną žmogaus kraujyje atsiranda apie šimtą 
septyniasdešimt du milijardus aštuonis šimtus milijonų naujų raudonųjų 
kraujo kūnelių. 


1.2. NATŪRALIŲJŲ SKAIČIŲ DALUMAS 
1.2.1. Dalumo sąvoka. Dalyba su liekana 


Sakoma, kad natūralusis skaičius m dalijasi 15 natūraliojo skaičiaus л, 
jei galima rasti tokį natūralųjį skaičių k, kad būtų teisinga lygybė 
m=n-k. 


Skaičius k vadinamas dalmeniu, skaičius m — daliniu, o n — dalikliu. 


Pavyzdžiui, skaičius 12 dalijasi iš 3, nes galime rasti tokį skaičių 4, 
kad būtų teisinga lygybė 12=3-4. 


Jei natūralusis skaičius m nesidalija iš natūraliojo skaičiaus n (t.y. kai 
nėra tokio natūraliojo skaičiaus k, kad m = n: k ), tai kalbama apie dalyba 
su liekana. 

Pavyzdžiui, dalydami skaičių 57 iš skaičiaus 16, gauname dalmenį 
3 ir liekaną 9, t.y. 57=16-3+9. 

Suformuluosime dalybos su liekana teoremą. 

Dalybos su liekana teorema. Kokie bebūtų natūralieji skaičiai m ir n 
(m > n) visada galima rasti tokius vienintelius natūraliuosius skaičius p ir 
r (т< п), kad būtų teisinga lygybė 

m=n-p+r. (1) 


Skaičius r vadinamas liekana, o p — nepilnuoju dalmeniu. 
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Jei r=0, tai sakoma, kad skaičius m dalijasi iš skaičiaus m be 
liekanos. 


1 pavyzdys. Rasime išraišką natūraliųjų skaičių, kuriuos dalydami iš 
4 gauname liekaną 3. Užrašysime pirmuosius penkis tokius natūraliuo- 
sius skaičius. 

Sprendimas. Pasinaudoję (1) lygybe, gauname, kad bendroji visų 
tokių skaičių išraiška yra m=4p+3; čia pe М. Šią išraišką gauname į 
(1) lygybę įrašę reikšmes 7-4 ir r=3. 

Į gautąją formulę įrašę p=1, gauname m - 4:143- 7; 

įrašę p=2, gauname m=4-2+3=11; 
įrašę p=3, gauname m=4-3+3=15; 
įrašę p=4, gauname m=4-4+3=19; 
įrašę p=5, gauname m=4-5+3=23 irtt.. 

Vadinasi, pirmieji penki natūralieji skaičiai, kuriuos dalydami iš 
4 gauname liekaną 3, yra tokie: 7; 11; 15; 19; 23. 

2 pavyzdys. Rasime skaičiaus 1358 dalybos iš skaičiaus 12 nepilnąjį 
dalmenį ir liekaną. 


Sprendimas. Dalijame kampu: 1358 12 


Pasinaudoję (1) lygybe, galime 2 
parašyti: 1358=12-113+2; ёа Q 
nepilnasis dalmuo уга skaičius 
113, o liekana - skaičius 2. 


1.2.2. Dalumo požymiai 


Kartais net neatliekant natüraliojo skaičiaus т dalybos iš natūraliojo 
skaičiaus п galima atsakyti į klausimą: dalijasi т iš n be liekanos ar 
ne? Atsakyti į šį klausimą padeda įvairūs dalumo požymiai. 


e Sumos dalumo teorema. Jeigu kiekvienas dėmuo dalijasi iš to paties 
skaičiaus, tai ir suma dalijasi iš to paties skaičiaus. 


Pavyzdžiui, suma 112 +3758 -13910-- 7534 - 556 dalijasi iš 2, nes 
kiekvienas dėmuo 112, 3758, 13910, 7534 ir 556 dalijasi iš 2. 

Tačiau kartais yra klaidingai galvojama, kad jeigu kiekvienas sumos 
dėmuo nesidalija iš kurio nors skaičiaus, tai ir suma nesidalija iš to 
skaičiaus. 

Pavyzdžiui, suma 43+15 dalijasi 15 2, nors nei 43, nei 15 nėra 
skaičiaus 2 kartotiniai. Beje, jei visi dėmenys, išskyrus vieną, dalijasi iš 
kurio nors skaičiaus, tai suma nesidalija iš to skaičiaus. Pavyzdžiui, suma 
12+932+64+ 26 nesidalija iš 4, nes vienas dėmuo 26 nesidalija iš 4. 
e Sandaugos dalumo teorema. Jeigu bent vienas sandaugos daugi- 
namasis dalijasi iš kurio nors skaičiaus, tai ir sandauga dalijasi iš to skaičiaus. 

Pavyzdžiui, net  nesudauginus galima teigti, kad sandauga 
1297-46-31-285 dalijasi iš 5, nes 285 dalijasi iš 5. 
€ Natūralusis skaičius dalijasi iš 2 tada ir tik tada, kai jo paskutinis 
skaitmuo dalijasi iš 2, t.y., kai skaičiaus paskutinis skaitmuo yra 0, 2, 4, 6, 
8 (dalumo iš 2 požymis). 

Natūralusis skaičius, turintis ne mažiau kaip tris skaitmenis, dalijasi iš 
4 tada ir tik tada, kai iš 4 dalijasi dviženklis skaičius, sudarytas iš 
paskutinių dviejų skaičiaus skaitmenų (dalumo iš 4 požymis). 

Pavyzdžiui, skaičius 172532 dalijasi iš 4 be liekanos, nes skaičius 
32 dalijasi iš 4. 
€ Natūralusis skaičius dalijasi iš 5 tada ir tik tada, kai jo paskutinis 
skaitmuo yra 0 arba 5 (dalumo iš 5 požymis). 


e Natūralusis skaičius dalijasi iš 10 tada ir tik tada, kai jo paskutinis 
skaitmuo 0 (dalumo iš 10 požymis). 
€ Natūralusis skaičius dalijasi iš 3 tada ir tik tada, kai jo skaitmenų suma 
dalijasi iš 3 (dalumo iš 3 požymis). 

Pavyzdžiui, skaičius 35412 dalijasi iš 3, nes iš 3 dalijasi šio skaičiaus 
skaitmenų suma 3+5+4+1+2=15. Skaičius 28571 nesidalija iš 3, nes 
šio skaičiaus skaitmenų suma (2 + 8 + 5 + 7 + 1) lygi 23, о 23 nesidalija iš 3. 


€ Natūralusis skaičius dalijasi iš 9 tada ir tik tada, kai jo skaitmenų suma 
dalijasi iš 9 (dalumo iš 9 požymis). 

Pavyzdžiui, skaičius 2538 dalijasi iš 9, nes iš 9 dalijasi šio skaičiaus 
skaitmenų suma 2+5+3+8=18. Skaičius 18456 nesidalija iš 9, nes šio 
skaičiaus skaitmenų suma (1+8+4+5+6) lygi 24, o 24 nesidalija iš 9. 

Pastabos: 

1) Iš I dalijasi visi skaičiai. 

2) Nulis dalijasi iš visų skaičių (dalmuo visada yra lygus nuliui, t.y. 


0 
570) 

3) Dalyba iš nulio negalima, t.y. reiškinys Л neturi skaitinés 
reikšmės. 


Išspręsime keletą uždavinių. 


1 pavyzdys. Įrodysime natūraliojo skaičiaus dalumo iš 3 požymį 
keturženklio skaičiaus atveju. 

Įrodymas. Bet kurį keturženklį natūralųjį skaičių galime užrašyti 
pavidalu 

abcd =1000a+100b+10c+d =(999a+a)+(99b+6)+(9c+c)+d= 
=(9991+99b+9c)+(a+b+c+d). 

Skaičiai 9, 99, 999 dalijasi iš 3, todėl ir suma 999a 99b +9с 
dalijasi iš 3. Taigi suma (999a +99b+9c)+(a+b+c+d) dalysis iš 3 
tada ir tik tada, kai skaitmenų suma a-- b * cd dalysis iš 3. 

Dalumo iš 3 požymis keturženklio natūraliojo skaičiaus atveju 
įrodytas. 

2 pavyzdys. |rodysime natūraliojo skaičiaus dalumo iš 4 požymį 
penkiaženklio skaičiaus atveju. 

Įrodymas. Bet kurį penkiaženklį natūralųjį skaičių galime užrašyti 
pavidalu. 

abcde =10000-a+1000-b+100-c+10-d +e. 

Kadangi skaičiai 10000, 1000 ir 100 dalijasi iš 4, tai, pasinaudoję 
sandaugos dalumo teorema, gauname, kad sandaugos 10000-a, 1000.5 
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ir 100-с taip pat dalijasi 15 4. Bet tada, pasinaudoje sumos dalumo 
teorema, gauname, kad ir suma 10000-4+1000-5+100 -c dalijasi iš 4. 
Vadinasi, jeigu dviženklis skaičius 10-4-е dalijasi iš 4, tai ir 
penkiaženklis skaičius abcde dalijasi 15 4, o jeigu 10-d «e nesidalija 


iš 4, tai ir skaičius abcde nesidalija iš 4. 


3 pavyzdys. Nustatysime, ar dalijasi skaičius 35-10!7 24-105 +19 
iš 9. 

Sprendimas. Pastebėkime, kad skaičiaus 35-10! «24-105 +19 
dešimtainiame užraše yra tiktai skaitmenys 3; 5; 2; 4; 1; 9 ir daug 
nulių. 

Vadinasi, šio skaičiaus skaitmenų suma 3+5+2+4+1+9 lygi 24. 
Kadangi skaičius 24 nesidalija iš 9, tai pasinaudoję dalumo iš 3 požymiu, 
gauname, kad ir pats skaičius 35 - 107 424-105 +19 nesidalija iš 9. 

Atsakymas. Nesidalija. 


4 pavyzdys. Nustatysime, ar dalijasi skaičius 75- 10? +46-107 +14 
iš 3. 

Sprendimas. Pastebékime, kad skaičiaus 75-10? +46-107 +14 
dešimtainiame užraše yra tiktai skaitmenys 7; 5; 4; 6; 1, 4 ir daug nu- 
lių. Vadinasi, šio skaičiaus skaitmenų suma 7+5+4+6+1+4 lygi 27. 

Kadangi skaičius 27 dalijasi iš 3, tai, pasinaudoję natūraliojo 
skaičiaus dalumo iš 3 požymiu, gauname, kad ir pats skaičius 
75-10'9 +46-107 +14 taip pat dalijasi iš 3. 

Atsakymas. Dalijasi. 


1.2.3. Natūraliųjų skaičių skaidymas pirminiais 
dauginamaisiais 
Pagrindinė aritmetikos teorema. Kiekvieną sudėtinį natūralųjį 
skaičių galima vieninteliu būdu išskaidyti pirminiais dauginamaisiais (į 
dauginamųjų užrašymo tvarką neatsižvelgiama). 
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1 pavyzdys. Išskaidykime pirminiais dauginamaisiais skaičius 540, 
378, 630 ir 285. 


540 | 2 378 | 2 630 | 2 285 | 3 
270 | 2 189 | 3 315 | 3 95 | 5 
135 | 3 63 | 3 105 | 3 19 119 
45 (3 21 | 3 35 | 5 1 
15 13 7 17 7 | 7 

515 1 1 


Taigi 540-2-2.3-3.3-.5- 22.3.5, 378-2.3.3.3.7-22.3) 7, 
630-2-3-3-5-7-2-32-5-7, 285-3-5-19. 
1.2.4. Kelių natūraliųjų skaičių bendrasis daliklis ir kartotinis 


Jei natūralusis skaičius m dalijasi iš natüraliojo skaičiaus л, tai 
skaičius n vadinamas skaičiaus т dalikliu. Jau rašėme, kad tokiu atveju 
yra natūralusis skaičius k, su kuriuo teisinga lygybė т = n-k. 


Iš lygybės m = m-1 aišku, kad skaičius m dalijasi iš 1 ir iš m. Todėl 
kiekvienas natūralusis skaičius, išskyrus 1, turi ne mažiau kaip du 
daliklius. 

Kelių duotųjų natūraliųjų skaičių bendruoju dalikliu vadinamas 
natūralusis skaičius, iš kurio dalijasi kiekvienas duotasis skaičius. 


1 pavyzdys. Imkime du skaičius 28 ir 42. 

Surašykime skaičiaus 28 daliklius: 
1,2,4,7, 14, 28. 

Surašykime skaičiaus 42 daliklius: 
1,2,3,6, 7, 14,21, 42. 

Bendrieji dalikliai уга: 1, 2, 7, 14. 

Kelių natūraliųjų skaičių bendruoju dalikliu visada yra skaičius 1, t.y. 
bendrasis daliklis visada egzistuoja. Kelių natūraliųjų skaičių bendrųjų 
daliklių skaičius nėra didesnis nei kurio nors iš jų daliklių skaičius. 
Vadinasi, bendrųjų daliklių skaičius visada baigtinis. 


Dviejų natūraliųjų skaičių a ir b didžiausiuoju bendruoju dalikliu 
(DBD) vadinamas didžiausias natūralusis skaičius, iš kurio dalijasi abu 
duotieji skaičiai a ir b; žymime DBD (a, b). 

Nagrinėtame pavyzdyje DBD(28,42)=14. 

Jei skaičiai а ir b yra tokie, kad DBD(a,b)= 1, tai juos vadiname 
tarpusavy pirminiais. 

Pavyzdžiui, skaičiai 15 ir 22 yra tarpusavy pirminiai, nes 
DBD(15,22) =1. 

Apibrėžimus galima apibendrinti ir daugiau nei dviejų natūraliųjų 
skaičių atvejui. 

Ф Kelių natūraliųjų skaičių DBD radimo taisyklė: 

1. Skaičius išskaidome pirminiais dauginamaisiais. 

2. Iš visų skaidinių išrenkame tiktai tuos dauginamuosius, kurie įeina į 
visų skaičių skaidinius; dauginamuosius imame su mažiausiu (iš turimų) 
laipsnio rodikliu. 

3. Randame išrinktųjų dauginamųjų sandaugą, kuri ir yra duotųjų 
skaičių DBD. 

Pastaba. Jei kuris nors dauginamasis neįeina į bent vieno iš skaičių 
skaidinį, tai į sandaugą jo nerašome. 

2 pavyzdys. Raskime skaičių 126 ir 540 didžiausiąjį bendrąjį daliklį 
(DBD). 

Skaičius išskaidome pirminiais dauginamaisiais: 


126 | 2 540 | 2 
63 13 270 | 2 
21| 3 135 | 3 

7 17 45 13 
1 15 (3 
515 


Tada 126 - 2.3.3.7 -2.3)-7, o 540-2-2-3-3-3-5-22-3"-5. 
Iš gautųjų sandaugu išrenkame bendruosius dauginamuosius; juos 
imame su mažiausiu (iš turimų) laipsnio rodikliu. 


Taigi DBD(126 , 540) = 2.3? - 18. 

Dauginamojo 5 nerašome, nes jis neįeina į skaičiaus 126 skaidinį; 
skaičius 7 neįeina į skaičiaus 540 skaidinį, todėl jo taip pat nerašome. 

Sprendžiant praktinio turinio uždavinius, dažnai tenka ieškoti kelių 
skaičių didžiausiojo bendrojo daliklio. Išnagrinėkime keletą tokių 
uždavinių. 


3 pavyzdys. Konkurso prizams buvo nupirkti 24 kalendoriukai, 36 
knygos ir 48 rašikliai. Kokį didžiausią komplektų skaičių galima sudaryti 
taip, kad kiekviename komplekte būtų po vienodą skaičių kalendoriukų, 
knygų ir rašiklių? Kiek tada kalendoriukų, kiek knygų ir kiek rašiklių bus 
kiekviename komplekte? 

Sprendimas. Didžiausias komplektų skaičius lygus skaičių 24, 36 ir 
48 didžiausiajam bendrajam dalikliui. Rasime šį didžiausią bendrąjį 
daliklį. Pirmiausiai skaičius 24, 36 ir 48 išskaidome pirminiais 
dauginamaisiais: 


24 2 36 2 48 2 
12 2 18 | 2 24 2 
6 2 9 | 3 12 2 
3-1:3 з 13 6 2 

1 3 13 


Taigi 24=2.2.2.3=22.3, 36-2-2-3-3-22-32, 
48=2.2.2.2.3=2*.3. 
Tada DBD(24;36;48)-2?.3-12. 


Vadinasi, galime sudaryti daugiausiai 12 komplektu. Kiekviename 
komplekte bus 2 kalendoriukai (24:12 = 2), 3 knygos (36:12-3) ir 4 


rašikliai (48:12 = 4). 
Atsakymas. 12 komplektu; 2 kalendoriukai, 3 knygos, 4 rašikliai. 
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4pavyzdys. Šventės metu pirmokams buvo po lygiai išdalyta 87 
balionai ir 58 lipdukai. Kiek šventėje dalyvavo pirmokų? 

Sprendimas. Rasime skaičių 87 ir 58 bendrąjį didžiausią daliklį. 
Skaičius 87 ir 58 išskaidome pirminiais dauginamaisiais: 


87 3 58 2. 
29 29 29 | 29 
1 1 


Taigi 87 23.29 ir 58- 2.29. 
Tada DBD(87;58)= 29. Kadangi kitų bendrų daliklių (mažesnių už 


29) skaičiai 87 ir 58 neturi, tai šventėje dalyvavo 29 pirmokai. 
Atsakymas. 29 pirmokai. 


5 pavyzdys. Iš 156 obuolių, 234 mandarinų ir 390 saldainių buvo 
padarytas didžiausias galimas skaičius vienodų kalėdinių dovanėlių 
vaikams (kiekvienoje dovanėlėje buvo po vienodą skaičių obuolių, 
mandarinų ir saldainių). 

a) Kiek dovanėlių buvo padaryta? 

b) Kiek obuolių, mandarinų ir saldainių buvo kiekvienoje dovanėlėje? 

Sprendimas. Didžiausias dovanėlių skaičius yra lygus skaičių 156, 
234 ir 390 didžiausiam bendrajam dalikliui. 

Rasime šį didžiausią bendrąjį daliklį. Skaičius 156, 234 ir 390 
išskaidome pirminiais dauginamaisiais: 


156 2 390 2 234 2 
78 2 195 | 3 117 
39 | 3 65 5 39 
13 13 13 13 13 13 
1 1 1 


Taigi 1562 2-2.3.13- 2? 3.13, 390=2-3-5-13, 
234-2.3.3.13- 2.3? 13. 
Tada DBD(156;234;390)=2-3-13= 78. 
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Vadinasi, iš 156 obuolių, 234 mandarinų ir 390 saldainių galima 
padaryti daugiausiai 78 dovanėles. Kiekvienoje dovanėlėje buvo 2 
obuoliai (156:78=2), 3 mandarinai (234:78=3) ir 5 saldainiai 
(390:78 = 5). 

Atsakymas. a) 78 dovanėlės; b) 2 obuoliai, 3 mandarinai іг 5 
saldainiai. 


Skaičiaus a kartotiniu vadinamas skaičius, kuris dalijasi iš a (be 
liekanos). 
Kiekvienas skaičius turi be galo daug kartotinių. 


Visi skaičiai a, 2a,3a,4a,...,na,... yra skaičiaus a kartotiniai. 


Pavyzdžiui, skaičiaus 4 kartotiniai yra šie skaičiai: 
4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, ... . Akivaizdu, kad jų yra be galo daug. 
Skaičių a ir b bendruoju kartotiniu vadinamas bet kuris skaičius c, 
kuris dalijasi iš tų skaičių. Taigi, jei skaičius c yra skaičių a ir b 
bendrasis kartotinis, tai c dalijasi iš a ir c dalijasi iš b. 


5 pavyzdys. Imkime du skaičius 8 ir 12. Surašykime jų kartotinius: 

skaičiaus 8 kartotiniai: 8, 16, 24, 32, 40, 48, ... 

skaičiaus 12 kartotiniai: 12, 24, 36, 48, 60, 72, ... 

Jų bendrieji kartotiniai yra 24, 48, ... 

Du natūralieji skaičiai turi be galo daug bendrųjų kartotinių. 

Kelių natūraliųjų skaičių a ir 5 mažiausiuoju bendruoju kartotiniu 
(MBK) vadinamas mažiausias natūralusis skaičius, kuris dalijasi iš 


kiekvieno duotojo skaičiaus, t.y. mažiausias iš visų bendrųjų kartotinių; 
žymime МВК(а , b). 


Pavyzdžiui, skaičių 8 ir 12 mažiausiasis bendrasis kartotinis yra 
skaičius 24, t.y. MBK(8;12)= 24. 

Kelių natūraliųjų skaičių MBK radimo taisyklė: 

1. Skaičius išskaidome pirminiais dauginamaisiais. 


2. Iš visų skaidinių išrenkame tuos dauginamuosius, kurie įeina | bent 
vieną duotųjų skaičių skaidinį, dauginamuosius imame su didžiausiu (iš 
turimų skaidiniuose) rodikliu. 


3. Randame išrinktų dauginamųjų sandaugą, kuri ir yra duotųjų 
skaičių MBK. 


6 pavyzdys. Rasime skaičių 126 ir 540 mažiausiąjį bendrąjį kartotinį 
(MBK). Šių skaičių DBD jau ieškojome. Skaičius 126 ir 540 buvome 
išskaidę pirminiais dauginamaisiais: 

126 22.3.7, 540 = 2.3.5, 

Tada MBK(126 , 540) = 2? -3° -5-7 = 3780. 

Sprendžiant praktinio turinio uždavinius, dažnai tenka ieškoti kelių 
skaičių mažiausiojo bendrojo kartotinio (MBK). Išnagrinėsime keletą 
tokių uždavinių. 


7 pavyzdys. Raskime, kokio mažiausio ilgio stačiakampio formos lentą 
reikia paimti, kad supjaustę ją skersai į 45 cm ir 60 cm ilgio gabalus, 
negautume atliekų. 

Sprendimas. Mažiausias lentos ilgis lygus skaičių 45 ir 60 ma- 
žiausiam bendrajam kartotiniui. Randame skaičių 45 ir 60 mažiausią 
bendrąjį kartotinį. Šiuos skaičius išskaidome pirminiais dauginamaisiais: 


45 | 3 60 | 2 
15 | 3 30 | 2 
5 5 15 13 
1 5 5 


Taigi 45-3-3-5-32-5 ir 60-2-2-3-5-22-3-5. 
Tada МВК(45:60)-22-32-5-180. 
Vadinasi, ieškomasis mažiausias lentos ilgis lygus 180 cm, ty. 


1 m 80 cm. 
Atsakymas. 180 cm. 


8 pavyzdys. Raskime, kiek mažiausiai mandarinų turi būti dėžėje, kad 
juos galima būtų išdalyti po lygiai ir 24, ir 28 vaikams. 
Sprendimas. Mažiausias mandarinų skaičius lygus skaičių 24 ir 28 


mažiausiajam bendrajam kartotiniui. Rasime jį. Skaičius 24 ir 28 
išskaidome pirminiais dauginamaisiais: 


24 2 28 | 2 
12 2 14 | 2 
6 2 7 7 
313 Ї 
1 


Taigi 24-2.2.2.3-2).3 ir 28-2-2-7-22-7. 
Tada МВК(24:28)-27-3-7-168. 


Vadinasi, mažiausias mandarinų skaičius lygus 168. 
Atsakymas. 168 mandarinai. 


Dviejų natūraliųjų skaičių a ir b mažiausiasis bendrasis kartotinis 
yra lygus tų skaičių sandaugai, padalytai iš jų didžiausiojo bendrojo 
daliklio, t.y. 

_ ab 

МВК(а,5)- DBD(a,b) 

Si lygybė rodo, kaip surasti kelių skaičių МВК, jei žinome tų skaičių BDB. 
Pavyzdžiui, jei žinome, kad DBD(300 , 315) 215, 


tai MBKQ00,315)- 200-315 — 300-315 


DBDQ00,31) 7 15 — 5300. 


1.2.5. Lyginiai ir nelyginiai skaičiai 


Jei skaičius dalijasi iš 2, tai jis vadinamas lyginiu. 

Taigi skaičiai 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, ... yra lyginiai. 

Bet kurį lyginį skaičių galima užrašyti pavidalu: 

n=2k, kur k=1,2,3,4,... 

Pagal šią formulę, kai k=1,tai n=2;kai 4-2, tai п= 4; kai 
k=3, tai n=6 irtt. 


Jei skaičius nesidalija iš 2, tai jis vadinamas nelyginiu. Taigi skaičiai 
1, 3, 5,7,9, 11, 13,... уга nelyginiai. Bet kurį nelyginį skaičių galima 
užrašyti pavidalu: 

п-2К-1, kur k=1,2,3,4,... 

Pagal šią formulę, kai k=1, tai n=1; kai k=2, tai n=3; kai 
k=3, tai n=5 irtt. 

1.2.6. Pirminiai ir sudėtiniai skaičiai 

Jei skaičius turi tik du daliklius (vienetą ir patį save), tai jis vadinamas 
pirminiu. 

Pavyzdžiui, skaičiai 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 yra pirminiai. Pirminių 
skaičių yra be galo daug. 

Jei skaičius turi daugiau kaip du daliklius, tai jis vadinamas sudėtiniu. 

Pavyzdžiui, skaičiai 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15 yra sudėtiniai. Sudėtinių 
skaičių yra be galo daug. 

Skaičiaus 1 nepriskiriame nei prie pirminių, nei prie sudėtinių skaičių. 


1.3. SVEIKIEJI SKAIČIAI 


Du skaičiai, kurie vienas nuo kito skiriasi tik ženklu, vadinami 
priešingaisiais skaičiais. 

Natūralieji skaičiai 1,2,3,4,5,... kitaip vadinami teigiamaisiais 
sveikaisiais skaičiais. Natüraliesiems priešingi skaičiai –1, —2, —3, 4, ... 
vadinami neigiamaisiais sveikaisiais skaičiais. Skaičius 0 taip pat 
laikomas sveikuoju skaičiumi. Taigi, sveikieji skaičiai, — tai natūralieji 
skaičiai, natūraliesiems skaičiams priešingi skaičiai ir skaičius 0. 

Sveikųjų skaičių aibę žymėsime 

Z25(..:23;-2;915;051:2:35...] 

Jei a ir b yra sveikieji skaičiai, tai jų suma a+b , skirtumas a-b ir 
sandauga a-b yra taip pat sveikieji skaičiai. 

Bet kokiam skaičiui a teisingos lygybės: 

a+0=a, a-0=0, a-1=a. 

Sveikuosius skaičius galime vaizduoti atitinkamais skaičių tiesės 
taškais: 
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-5 -4 -3 -2 -l 0 1 2 3 4 5 
Veiksmų su neigiamaisiais skaičiais taisyklės: 
1) -(-a)-a; 3) -a-(-b)= ab; 5) -a:b = -(a:b); 
2) a-(-b)--ab; 4)a:(—b)--(a:b);  6)-a:(-b)-a:b. 
Visose savybese a ir b yra natüralieji skaičiai. 


1.4. RACIONALIEJI SKAICIAI 


Jeigu sveikąjį skaičių a dalysime iš sveikojo skaičiaus b, 950, tai 
sveikąjį skaičių gausime tik tuomet, kai skaičius a yra skaičiaus b 
kartotinis, t.y. kai a =b-c, kur c — taip pat sveikasis skaičius. Jei a nėra 


sveikojo skaičiaus b, 520 kartotinis, tai dalybos rezultatą užrašome 
a 


santykiu b reiškiančiu racionalųjį skaičių. 


Kai aeZ, o beN, tai santykį T vadiname paprastąja 


trupmena. Skaičių a vadiname trupmenos skaitikliu, o b- vardikliu. 
Dažniausiai racionalusis skaičius užrašomas  nesuprastinama 
paprastąja trupmena, t.y. trupmena, kurios skaitiklis ir vardiklis neturi 


didesnių už vienetą bendrųjų daliklių. Kai trupmena s reiškia didesnį už 


vienetą racionalųjį skaičių, tai ji užrašoma išskiriant sveikąją dalį. 
Kai paprastosios trupmenos skaitiklis yra neigiamas skaičius, tai minuso 
ženklą rašome prieš trupmeną. Bet kokį sveikąjį skaičių a taip pat galima 
užrašyti paprastąja trupmena = Vadinasi, sveikieji skaičiai taip pat yra 
racionalieji skaičiai, juos galima užrašyti  trupmenomis su 
vardikliais, lygiais 1. 

Kiekvieną racionalųjį skaičių galima užrašyti vienintele nesu- 


prastinama trupmena т" aeZ, Бє М. 


Kadangi bet kurią paprastąją trupmena galima išreikšti dešimtaine 
trupmena (baigtine arba begaline periodine), tai kiekvienas racionalusis 


skaičius yra išreiškiamas kuria nors baigtine dešimtaine trupmena 
arba kuria nors begaline periodine dešimtaine trupmena ir 
atvirkščiai, kiekviena baigtinė dešimtainė trupmena arba begalinė 
periodinė dešimtainė trupmena išreiškia kurį nors racionalųjį skaičių. 


Racionalieji skaičiai žymimi tiesėje atitinkamais taškais (1 pav.). 


-3 -2 -1 0 Ї 2 3 
—— — 
За La, dob ээ 
2 4 24 42 4 2 
1 pav. 
Racionaliųjų skaičių aibę žymėsime 
к КЕЕ оа.) 
О= |...-3;- 2,5; 15:0:4514:- 


Sveikųjų skaičių aibė yra racionaliųjų skaičių aibės poaibis, t.y. Z C O. 
Jeigu r ir s — racionalieji skaičiai, tai jų suma r-- s, skirtumas ”-5, 
sandauga r-s ir dalmuo = kai 5 + 0, taip pat yra racionalieji skaičiai. 


Racionaliojo skaičiaus a sveikąja dalimi [a] vadinamas didžiausias 
sveikasis skaičius s, ne didesnis už a, ty. [a]- s, kai s<a<s+1. 
Sveikojo skaičiaus sveikoji dalis yra pats skaičius. 


Pavyzdžiui, [-1]=-1; ЕЗ [0]-0; ВЕ: 1-1; 
[/2 |-1: [23]=2. 

Racionaliojo skaičiaus a ir jo sveikosios dalies skirtumas a- [a] 
žymimas (a) ir vadinamas skaičiaus a trupmenine dalimi. 

Sveikojo skaičiaus trupmeninė dalis lygi nuliui. 


(-11--1-(-0-0: 
{0,4} -04-0-04, 


Pavyzdžiui, (-1,2)=-1,2-(-2) = 08; 
(-03)--03-1-4)-07:  (0]-0; 
(13) 213-1203. 


1.5. PAPRASTOSIOS TRUPMENOS 


1.5.1. Paprastosios trupmenos sąvoka. Mišrieji skaičiai. 


Paprastoji trupmena - tai pavidalo 5 skaičius, kai a — natūralusis 
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19” 


skaičius, o b — sveikasis skaičius (950). Pavyzdžiui, skaičiai 3, 


4123 17 223 та ра rastosios trupmenos. 
4725 8 19: УТАРАР р 


Skaičius a vadinamas trupmenos skaitikliu, o b — vardikliu. 


, : a T€ Pm : 

Jei 5-1, tai tada T AY kiekvieną natūralųjį skaičių galima 
išreikšti paprastąja trupmena, kurios vardiklis lygus 1. Paprastosios 
trupmenos yra dviejų rūšių: 


1. Taisyklingosios, kurių a < b (skaitiklis mažesnis už vardiklį). 


ЭГ 1 3з 1 98 Эрс” А 
Pavyzdžiui, trupmenos T $19 101 yra taisyklingosios. 
Bet kuri taisyklingoji trupmena zu ir išreiškia kurią nors vieneto 


dalį arba keletą lygių vieneto dalių. Vardiklis rodo į kiek lygių dalių 
vienetas padalytas, o skaitiklis — kiek šių dalių paimta. 


2. Netaisyklingosios, kurių a > b (skaitiklis didesnis už vardiklį, arba 
jam lygus). 
17 1 223 


ЯГ 9 5 БОЛН . 
Pavyzdžiui, trupmenos 35089 15° 19 уга netaisyklingosios. 


Bet kuri netaisyklingoji trupmena 594. Kiekviena netaisyklingaja 
trupmena galima išreikšti natüraliojo skaičiaus іг taisyklingosios 
trupmenos suma (arba natūraliuoju skaičiumi, kai skaitiklis yra vardiklio 


kartotinis, pavyzdžiui, E -8). 
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a 


Natūraliojo skaičiaus 4 ir taisyklingosios trupmenos Е: suma 4+ b 


b 
rašome be sudéties Zenklo: 


S wis бй, 542.52 
Apg74t*y: Pavyzdžiui, 5&7 =5-у. 
Skaičių, kurio pavidalas уга Aš vadiname mišriuoju. 


Pavyzdžiui, skaičiai 5 2 


3 СТ 
3° 182 уга misrieji. 


Kiekvienas mišrusis skaičius Aš susideda iš dviejų dalių: 
sveikosios, lygios А ir trupmeninés, lygios e 


Pavyzdžiui, mišriojo skaičiaus 53 sveikoji dalis lygi 5, o trupmeniné 


: „2 
dalis lygi 3: 

Kiekviena netaisyklingaja trupmena galima parašyti kaip mišruji 
skaičių (arba kaip natūralųjį skaičių) remiantis taisykle: 

Jei trupmenos skaitiklis dalijasi iš vardiklio be liekanos, tai trupmena 
lygi natūraliajam skaičiui (dalmeniui). 

Jei trupmenos skaitiklis dalijasi iš vardiklio su liekana, tai mišriojo 
skaičiaus sveikoji dalis lygi nepilnajam dalmeniui, trupmeninės dalies 
skaitiklis lygus liekanai, o vardiklis lieka nepakitęs. 


Pavyzdžiui, netaisyklingąją trupmeną B paversime mišriuoju 


skaičiumi. 48 dalijame iš 5 (su liekana): 48— 5-9 +3. Gauname nepilnąjį 
dalmenį 9 ir liekaną 3. Vadinasi, B = 93 Я 
Teisingas іг atvirkščias teiginys: kiekvieną mišrųjį skaičių galima 
išreikšti netaisyklingąja trupmena pagal taisyklę: 
а Ab+a 
A pt 
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Trupmenos vardiklį dauginame iš sveikojo skaičiaus; prie gautos 
sandaugos pridedame skaitiklį; gautą sumą imame trupmenos skaitikliu, o 
vardiklį paliekame nepakeistą. 


3 8-543 43 
1 pavyzdys. Bye = = 


1.5.2. Lygiosios trupmenos. Pagrindiné trupmenos 
savybé. Trupmenu prastinimas 


Dvi trupmenos ч ir > yra lygios, kai ad = bc. Rašome: 
a c : = 
БОА? kai ad = bc . 


Pavyzdžiui, trupmenos M ir s lygios, nes 4.18-9.8. 

Pagrindinė trupmenos savybė: Jeigu trupmenos skaitiklį ir vardiklį 
padauginsime ar padalysime iš to paties natūraliojo skaičiaus, tai gausime 
jai lygią trupmena: 


аас. ү g. a:e 
b bc b bic? 
Pavyzdžiui 3 3.5 15. 16 16:8 2 


47155720 24 24:8 3 

Trupmenos skaitiklio ir vardiklio dauginimas iš to paties skaičiaus c 
vadinamas trupmenos stambinimu, o dalijimas iš to paties skaičiaus — 
prastinimu. 

Trupmeną galime suprastinti, kai skaitiklis ir vardiklis nėra tarpusavy 
pirminiai skaičiai, t.y. , kai DBD(a , b) I. 

Trupmeną, kurios skaitiklis ir vardiklis yra tarpusavy pirminiai 
skaičiai, vadiname nesuprastinamąja trupmena. 
13 5 
2” 4* 22 
DBD (1 ,2)= DBD(3,4)= DBD (15 ,22)=1. 

Pagrindinis trupmenos prastinimo tikslas — pakeisti trupmeną jai lygia 
nesuprastinamaja trupmena. 


Pavyzdžiui, trupmenos yra nesuprastinamosios, nes 


1.5.3. Тгиртепц bendravardiklinimas 


Kelių trupmeny bendravardiklinimu vadiname tokį ju pertvarkyma, 
kai visas trupmenas pakeičiame joms lygiomis trupmenomis (pritaikę 
pagrindinę trupmenos savybę) ir, be to, tokiomis, kad gautųjų trupmenų 
vardikliai būtų vienodi. 

3 39 27.17 175 85 

l pavyzdys: pui у= ду up 7 457 

Subendravardiklinti kelias trupmenas galima labai paprastai. Tam 
reikia kiekvienos trupmenos skaitiklį ir vardiklį padauginti iš likusių 
trupmenų vardiklių sandaugos. Bendrasis visų trupmenų vardiklis bus visų 


duotųjų trupmenų vardiklių sandauga. 
2 pavyzdys. Subendravardiklinkime trupmenas i 2, 
Sprendimas. 
3 3.7.6 3.42 126. 
5.5.1.6 5.42 210” 
S 249-7... 5535. 175 


2 _ 2-5. 1 
7 17.5.6 7-30 210” 


6 6.5.7 6.35 210 

Trupmenas subendravardiklinti galima daugeliu būdų, bet dažniausiai 
imame mažiausiąjį bendrąjį vardiklį, kuris lygus trupmenų vardiklių 
mažiausiajam bendrajam kartotiniui (MBK). 

Trupmenų bendravardiklinimo (imant mažiausiąjį bendrąjį 
vardiklį) algoritmas: 

1) randame trupmenų vardiklių mažiausiąjį bendrąjį kartotinį; 

2) dalijant mažiausiąjį bendrąjį kartotinį iš kiekvienos trupmenos 
vardiklio, randame papildomuosius daugiklius; 

3) kiekvienos trupmenos skaitiklį ir vardiklį padauginame iš 
atitinkamo papildomojo daugiklio. 


3 pavyzdys. Subendravardiklinkime (imdami mažiausiąjį bendrąjį var- 
diklį) trupmenas i i i : 
Sprendimas. 
1) randame trupmenų vardiklių mažiausiąjį bendrąjį kartotinį: 


МВК(8,6,5)-120. 
2)randame trupmenu papildomuosius daugiklius 120:8-15, 
120:6-20, 120:5= 24. 
3) kiekvienos trupmenos skaitiklį ir vardiklį padauginame 15 
atitinkamo papildomo daugiklio: 
3.15 45. 5.20 100. 2.24 48 


8.15 120" 6.20 120” 5-24 120" 


1.5.4. Paprastųjų trupmenų palyginimas 


Iš dviejų trupmenų su 
vienodais skaitikliais 
didesnė yra ta, kurios 
vardiklis уга та- 
268115. 


Pavyzdžiai 


a 
c Uupmenų 


skaitikliai vienodi, 0 

vardikliai skirtingi. 
Jei b<c, tai g. = 

c 


b 


m k trupmenų Iš dviejų trupmenų su 
n' n vienodais vardikliais 
vardikliai vienodi, o didesné yra ta, kurios 
skaitikliai skirtingi. skaitiklis yra didesnis. 

Jei m<k, ta 


Jei reikia palyginti dvi trupmenas su skirtingais skaitikliais ir vardik- 
liais, tai pirmiausia trupmenas subendravardikliname, o po to taikome 
trupmenų su vienodais vardikliais palyginimo taisyklę (žr. lentelę). 

7 11 


1 pavyzdys. Palyginkime trupmenas 24 ir 30 Trupmenas su- 
bendravardikliname (kuriuo nors büdu): 

7.30 210. 11-24 264 Taiei 210 „264 

24-30 720" 3024 720° “Е! 720 720 
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1.6. DESIMTAINÉS TRUPMENOS 
1.6.1. Dešimtainės trupmenos sąvoka 


Trupmena, kurios vardiklis yra kuris nors dešimties laipsnis 
(10, 100, 1000 ir t.t.), vadinama dešimtaine. Dešimtainės trupmenos 


bendras pavidalas уга — T , kur m ir n — natüralieji skaičiai. 


3 42 1 574 Pa Wd 
10' 100° 1000° 10000 "Р Yr 
dešimtainės. Dešimtainės trupmenos vardiklio skaidinyje уга tik 
dauginamieji 2 ir 5, parašyti vienodą skaičių Капу: 10=2-5, 


100 = 22.52, 1000-2 2.5? irtt. 


Pavyzdžiui, trupmenos 


Nesuprastinamą trupmeną galima pakeisti dešimtaine tada ir tik tada, kai 
jos vardiklio skaidinyje nėra kitų pirminių dauginamųjų, išskyrus 2 ir 5. 

Pavyzdžiui, trupmena d galime pakeisti dešimtaine, nes ji yra 
nesuprastinama ir vardiklio skaidinyje 40-2-2-2-5 yra tik 2 ir 5. Šią 
trupmeną keičiame dešimtaine, skaitiklį ir vardiklį daugindami iš 25: 

SEM LN 
40 40-25 1000" 

Taigi dešimtaine trupmena galima paversti kiekvieną paprastąją 
trupmeną, kurios vardiklis yra kurio nors dešimties laipsnio daliklis arba, 
kitaip sakant, jeigu paprastosios trupmenos vardiklio kuris nors kartotinis 
yra lygus dešimties laipsniui. 


Pavyzdžiui, paprastąją trupmeną E galima išreikšti dešimtaine, nes 
jos vardiklis yra skaičiaus 100 daliklis, arba, kitaip sakant, vienas iš jos 
vardiklio kartotinių (25-4) lygus 100. Šią trupmeną keičiame dešimtaine, 
skaitiklį ir vardiklį daugindami iš 4: 

Sud LOO 
25 25.4 100' 

Pastaba. Norėdami trupmena pakeisti dešimtaine pirmiausia turime 

įsitikinti ar ji yra nesuprastinama. 
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Nesuprastinamos trupmenos paversti dešimtaine negalima, jei jos 
vardiklio skaidinyje yra bent vienas pirminis skaičius, nelygus 2 ir 5. 


1 pavyzdys. Nesuprastinamos trupmenos Š pakeisti dešimtaine 


Ї 
neįmanoma, nes jos vardiklio skaidinyje 15 = 3:5 yra pirminis skaičius 3. 


2 pavyzdys. Suprastinamos trupmenos 5 vardiklio skaidinyje 
(15 = 3-5) yra pirminis skaičius 3, bet negalima teigti, kad ta trupmena 
nepakeičiama dešimtaine. Kai suprastinę gauname 8, isitikiname, kad 

ааа б E 
trupmena 15 galima pakeisti dešimtaine: 152525210: 

Dešimtaines trupmenas susitarta rašyti be vardiklių. Jei trupmenos 

skaitiklyje yra tiek skaitmenų, kiek vardiklyje nulių, tai po sveikosios 


dalies dedamas kablelis, o po jo rašomas skaitiklis. 


3 pavyzdys. 555 =5,3 („5 sveiki 3 dešimtosios“); 


КД = 8,35 („8 sveiki 35 šimtosios“); 


— g 60 sveikų 3 dešimtosios“); 


оң 

1000 

Jei dešimtainės trupmenos skaitiklis turi mažiau skaitmenų negu 

vardiklis nulių, tai prieš pirmąjį skaitiklio skaitmenį parašome tiek nulių, 
kiek skaitikliui trūksta skaitmenų. 


Q0. 3 _ 003 
реи. 51007 51007 907: 10001000 


Imkime dešimtainę trupmena 5,379. 
379 300-- 7049 300 70 9 


= 0,274 („O sveikų 274 tūkstantosios“). 


== = 0,003. 


Tada 5379 = 51000 5+ 7 "999-2 * 1000 * 1000 ` 1000: 
aer M p 2 9. 
io 100 * 1000: 


Vadinasi, trupmena 5379 sudaro 5 vienetai, 3 dešimtosios, 7 
šimtosios ir 9 tūkstantosios. Apskritai dešimtainėje trupmenoje po kablelio 
pali būti bet kiek skyrių: dešimtosios, šimtosios, tūkstantosios, 
dešimttūkstantosios ir t.t. 


1.6.2. Dešimtainių trupmenų savybės 


1. Jeigu prie dešimtainės trupmenos iš dešinės prirašysime vieną ar 
kelis nulius, tai gausime jai lygią trupmeną. 

1 pavyzdys. 9,235 = 92350 =9,23500 ir t.t. 

Iš tikrųjų trupmena 9,235 galima parašyti taip: 


„235 _ o 2350 „23500 2350 _ 
9,235 =91000 10000 100000° 2% 710000 - 22350. o 
23500 | 


2. Jeigu dešimtainė trupmena baigiasi vienu ar keliais nuliais, tai juos 
galima atmesti — gausime jai lygią trupmeną. 

2 pavyzdys. 1) 0,00750 = 0,0075; 2) 0,038500= 0,0385. 

(Nulių, esančių ne pabaigoje trupmenos, atmesti negalima). 

3. Jei dešimtainėje trupmenoje kablelį perkelsime per vieną, du, tris ir 
t.t. skaitmenis į dešinę, tai trupmena padidės atitinkamai 10, 100, 1000 ir 
t.t. kartų. 

3 pavyzdys. Skaičius 12,023 padidės 10 kartų, jei parašysime 120,23; 
100 kartų, jei parašysime 12023; 1000 kartų, jei parašysime 12023 ir t.t. 

4. Jei dešimtainėje trupmenoje kablelį perkelsime per vieną, du, tris ir 
t.t. skaitmenis į kairę, tai trupmena sumažės atitinkamai 10, 100, 1000 ir 
t.t. kartų. 

4 pavyzdys. Skaičius 13212 sumažės 10 kartų, jeigu parašysime 
13,212; 100 kartų, jeigu parašysime 1,3212; 1000 kartų, jeigu parašysime 
0,3212 irt.t. 


1.6.3. Aritmetiniai veiksmai su dešimtainėmis trupmenomis 


Aritmetinių veiksmų su dešimtainėmis trupmenomis taisyklės ir jų 


taikymo pavyzdžiai pateikti lentelėse. 


Sudėtis ir atimtis 


Taisyklė Pavyzdys 


Sudėties taisyklė: 

Sudedant dešimtaines trupmenas rei- 
kia: 

1) surašyti dėmenis vieną po kitu taip, 
kad kablelis būtų po kableliu ir 
atitinkamų skyrių skaitmenys - vienas 
po kitu (dėmenyse suvienodinti 
parašytų po kablelio skaitmenų skaičių 
galima vietoje trūkstamų skaitmenų 
trupmenos gale prirašant nulių); 

2) sudėti kaip natūraliuosius skaičius; 
3) gautoje sumoje rašyti kablelį po 
dėmenų kableliais, t.y. atskirti iš 
dešinės tiek skaitmenų, kiek jų turi po 
kablelio vienas dėmuo. 


Atimties taisyklė: 
Atimant iš didesnės dešimtainės 
trupmenos mažesnę, reikia: 


1) suvienodinti turinio іг atėminio 
skaitmenų po kablelio skaičius (vietoje 
trūkstamų skaitmenų prirašant nulių); 


2) parašyti atėminį po turiniu taip, kad 
kablelis būtų po kableliu; 

3)atimti мепа iš kitos Кар 
natūraliuosius skaičius neatsižvelgiant 
į kablelį; 


4) gautajame skirtume rašyti kablelį po 
turinio ir atėminio kableliais. 


а) Sudėsime dešimtaines 
trupmenas 423,472 ir 25,13. 
Sprendimas. 
„423 „472 
25,130 
448,602 
b) sudėsime dešimtaines 
trupmenas: 2314,1 , 120,234 ir 
16,2531 


Sprendimas. 


2314,1000 
+ 120,2340 
16,2531 


2450,5871 


а) Atimsime desimtaines 
trupmenas 
536,12 ir 81,472. 
Sprendimas. 
536,120 
© 81,472 
454,648 
b) Atimsime i$ dešimtainės 
trupmenos 49756,3 trupmena 
1142,876. 
Sprendimas. 
49756,300 
^ 1142,876 
48613,424 
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Daugyba 


Daugybos taisyklé: 

Norint padauginti vieną dešimtainę 
trupmeną iš kitos, reikia: 

1)jas sudauginti kaip natūraliuosius 
skaičius, nekreipiant dėmesio į kab- 
lelius; 

2) gautoje sandaugoje atskirti kableliu 
iš dešinės tiek skaitmenų, kiek jų yra po 
kablelio abiejuose dauginamuosiuose. 
Jei  sandaugoje gauname mažiau 
skaitmenų negu reikia atskirti kableliu, 
tai priekyje prirašome trūkstamus 
nulius. 


Trupmenų daugybos iš 10, 100, 1000 
ir t.t. taisyklė: 

Norint padauginti dešimtainę trupmeną 
i$ 10,100, 1000 ir tt, reikia toje 
trupmenoje perkelti kablelį per 1, 2, 3 ir 
t.t. skaitmenis į dešinę. 


Dešimtainės trupmenos dalybos 
iš natūraliojo skaičiaus taisyklė: 


Dešimtainė trupmena dalijama iš 
natūraliojo skaičiaus, kaip 
natūralusis skaičius iš natūraliojo, 
ty. neatsižvelgiant į esančius 
kablelius; dalmenyje padedamas 
kablelis prieš nukeliant pirmąjį 
skaitmenį po kablelio į pirmąją 
gautąją liekaną arba, kitaip sakant, 
kai baigiama dalyti sveikoji dalis. 


Pavyzdžiai. 
1) Sudauginkime dešimtaines 


0,09816 


х 025 


1075 
* 430 


0,5375 
13,895 -10 = 138,95 
123,214 :100 = 123214 
1,74213-1000 = 1742/13 
28,3 -10000 = 283000. 


Pastaba. Jeigu dalinio sveikoji 
dalis mažesnė už daliklį, tai 
padaliję gauname nulį sveikų. 


Dešimtainės trupmenos dalybos 
iš dešimtainės trupmenos tai- 
syklė: 

Norint padalyti dešimtainę trup- 
meną iš dešimtainės trupmenos, 
reikia dalinyje ir daliklyje perkelti 
kablelį į dešinę per tiek skaitmenų, 
kiek jų yra po kablelio daliklyje, 
po to dalyti iš natūraliojo skaičiaus. 


Dešimtainės trupmenos dalybos 
iš 10, 100, 1000 ir t.t. taisyklė: 
Norint padalyti dešimtainę trup- 
meną iš 10, 100, 1000 ir t.t. reikia 
toje trupmenoje perkelti kablelį per 
1, 2, 3 ir t.t. skaitmenis į kairę. 


Pastaba. Jeigu trupmenos pra- 
džioje trūksta skaitmenų, tai iš 
kairės prirašome nulių tiek, kiek 
reikia. 


Pavyzdys. Dešimtainę trupmeną 32,64 
padalykime iš dešimtainės trupmenos 
1,6. 

Sprendimas. Trupmenoje kableli per- 
kėlę į dešinę per vieną skaitmenį (tiek 
yra skaitmenų po kablelio daliklyje), 
gauname trupmeną 326,4 ir 16. 


.3264 |6 


32 20,4 


8312:10= 8312; 
1342,54:100= 13,4254; 
4,3 : 1000 = 0004,3 : 1000 = 0,0043; 


627,21: 100000 = 
= 000627,2 1 : 100000 = 0,0062721. 


1.6.4. Begalinės dešimtainės trupmenos 


Anksčiau nagrinėtas dešimtaines trupmenas vadiname baigtinėmis. 
Baigtinės trupmenos turi baigtinį dešimtainių ženklų po kablelio skaičių: 


Qy 6,6, «6; + 


Dešimtainės trupmenos, kurios po kablelio turi be galo daug 
skaitmenų, vadinamos begalinėmis dešimtainėmis trupmenomis. Jų 
bendra išraiška yra tokia: s,K k, k, k,...; čia s— sveikasis skaičius; 


kiy ky; Бйз 


. — skaitmenys (0 <, «10, kai i=1,2,3,4,... ), 


arba, kitaip sakant, dešimtainiai Zenklai. 


1.6.5. Periodinės dešimtainės trupmenos 


Begaliné dešimtainė trupmena, kurioje, pradedant tam tikru skyriumi, 
kuris nors skaitmuo (arba skaitmenų grupė) pradeda kartotis, vadinama 
begaline periodine dešimtaine trupmena. 

Pavyzdžiui, begalinės dešimtainės trupmenos 0,3333..., 

32424 24...; 0,214123123123... yra periodinės. 

Skaičiaus dešimtainėje išraiškoje po kablelio besikartojanti skaitmenų 
grupė (skaitmuo) vadinama periodu, o grupėje esančių skaitmenų skaičius 
vadinamas periodo ilgiu. Kad begalinės dešimtainės periodinės trupmenos 
išraiška būtų trumpesnė įprasta periodą rašyti vieną ir jį suskliausti. 

Pateiktuose pavyzdžiuose begalines dešimtaines periodines trupmenas 
taip rašome: 0,(3); 3,(24); 0,214(123). 


1.6.6. Periodinių dešimtainių trupmenų 
reiškimas paprastosiomis 

Periodines dešimtaines trupmenas išreikšti paprastosiomis galima 
keliais būdais. 

1. Periodinių trupmenų reiškimo paprastosiomis taisyklės: 

1 taisyklė: Periodinė dešimtainė trupmena lygi tokiai paprastajai 
trupmenai, kurios skaitiklyje yra periodas, o vardiklyje — skaičius, 
išreikštas skaitmeniu 9, pakartotų tiek kartų, kiek skaitmenų yra periode. 


ас2 24:18 42. 
1 pavyzdys. 1)0,(2)= 95 2)1,(18) = 10) = Hi : 
Em 2284 
3) 23,(102) = 23009 = 23533 š 


2 taisyklė: Mišrioji periodinė dešimtainė trupmena yra lygi tokiai 
paprastajai trupmenai, kurios skaitiklis lygus skaičiaus ligi antrojo periodo 
ir skaičiaus, esančio prieš pirmąjį periodą, skirtumui, o vardiklis yra skai- 
čius, išreikštas skaitmeniu 9, pakartotu tiek kartų, kiek skaitmenų yra 
periode, ir su tiek nulių gale, kiek skaitmenų yra tarp kablelio ir pirmojo 
periodo. 


31-3 19. 
90.90" 
„3312-33 „3279 „1093“ 
2) 23302) = ao = 29900 3300 
зу ugisp- 121-1, 12130 (1233. 


99990 99990 9999, 
-.341232-12 412360 „206 
4) 312872) =3— 55550 ^ 199900 = 1665: 


2. Begalinés periodinės dešimtainės trupmenos vertimas papras- 
tąja, naudojant nykstamosios geometrinės progresijos sumos formulę 
du is. 
1-4 


2 pavyzdys. 1) 0,2(1) = 


3 pavyzdys. Periodinę dešimtainę trupmena 0,(23) išreikšime papras- 
tąja trupmena. 
Sprendimas. Duotąją trupmeną galime užrašyti taip: 


_ 23 23 23 
0,023) = 0,232323... = 5, + T0000 1000009 ^" О 


Pastarosios lygybės dešinėje pusėje esantys dėmenys sudaro nyksta- 


23. 23 , 23 


maja geometrine progresija 100° 10000 > 1000000:`° kurios pirmasis 


narys 6, = „o vardiklis q= 0; 
todėl jos suma ((1) lygybės dešinioji pusė) yra 


23 
s- ..10 _23 


БИР _23 
91 1779 . Майіпаѕі 0,03) = су. 


4 pavyzdys. Periodinę dešimtainę trupmena 0,6(7) išreikšime paprastąja. 


ЖЭ ЭРЭЛ: T 
100 1000 10000 `” 


Pastarosios lygybės dešinėje pusėje esančios sumos visi dėmenys, 


Sprendimas. 0,6(7)= 2 2 


pradedant nuo Wr sudaro nykstamaja geometrinę progresija, kurios 
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pirmasis narys уга b, = 22 „0 vardiklis g = 5 . Šios progresijos suma 


100 

4 NUM 
..5 100 7 inasi -5 
Sel E S Vadinasi, 0,6(7) = 56 - 

10 


3. Panagrinékime dar viena büda, kaip begaline periodine deSim- 
tainę trupmena galima užrašyti paprastąja. 
5 pavyzdys. Užrašykime begalinę periodinę dešimtainę trupmeną 
paprastąja: a) 0,(7); b) 0,2(5): с) 023(4); d) 0,(41); e) 0,4(35). 
Sprendimas. а) Pažymėkime х -0,(7). Padauginę abi lygybės 
x = 0,(7) puses iš 10 gausime lygybę 
10x = 7,(7) = 7+0,(7). 
Iš šios lygybės panariui atimkime pirmąją lygybę : 
10x-x=7+0,(7)-0,(7)=7, ty. 9x=7. 


Iš čia gauname, kad x= 3 : 


b) Pazymékime x = 0,2(5). Tuomet 10х = 2,(5), (1) 
100x = 25, (5). Q) 
Iš (2) lygybės panariui atimkime (1) lygybę: 
100x-10x = 25,(5)- 2,(5), ty. 90х = 23. 
Iš čia gauname: x= 5) š 
c) Pažymėkime х = 0,23(4). Tuomet 100x = 23, (4), 
1000x = 234, (4). 
1000х-100х--234,(4)-23,(4), ty. 900х= 211. 
15 бїа gauname: х= zs : 
d) Pažymėkime х = 0,(41). Tuomet 100х = 41,(41). Iš šios lygybės 
panariui atimkime lygybę x = 0,(41). Gausime: 
100х-х-41,41)-0,(41), ty. 99x- 4l. 
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: 41 

Iš čia gauname: х= 99 

e) Pažymėkime х = 0,4(35). Padaugine abi lygybės puses iš 10 
gausime lygtį 10x = 4,(35). 

Šią lygybę dauginkime iš 100: 1000x = 435, (35). 

Atimkime iš jos anksčiau gautąją: 

1000х-10х = 435,(35)-4,(35) ty. 990x = 431. 
431 


Taigi *- 990 Р 


1.7. IRACIONALIEJI SKAICIAI 


Kiekvieną racionalųjį skaičių atitinka kuris nors skaičių tiesės taškas. 
Tačiau atvirkščias teiginys jau nėra teisingas, t.y. skaičių tiesėje уга be 
galo daug taškų, kurių neatitinka joks racionalusis skaičius. Vadinasi, 
racionaliųjų skaičių neužtenka skaičių tiesės taškams žymėti. 

C 1 B Pavyzdžiui, jei koordinačių 
tiesės atkarpa OA lygi istriZainei 

| kvadrato, kurio kraštinės ilgis lygus 
vienetui, tai joks racionalusis skai- 
У2 čius koordinačių tiesėje neatitinka 

0 ра! 4 taško А (2 pav.). 

Iš geometrijos kurso žinome, kad kvadrato įstrižainės kvadratas pagal 
Pitagoro teoremą yra ОВ? = ОА? = OC? + СВ? = V +P = 2. 

Vadinasi, ОА = ОВ = 42. Tačiau skaičius V2 , atitinkantis koordi- 
načių tiesės tašką A, nėra racionalusis, nes jo negalima užrašyti paprastąja 
nesuprastinama trupmena, t.y. negalima išreikšti begaline periodine 
dešimtaine trupmena arba baigtine dešimtaine trupmena. 

Galima įrodyti, kad nėra tokių racionaliųjų skaičių, kurių kvadratai 
būtų lygūs 3, 5, 7, 10, 11 ir pan., t.y., kad lygtys x^ =3, х? =5, x! - 7, 
x!-10, x!-11 ir pan. neturi šaknų racionaliųjų skaičių aibėje. 

Skaičius V2 : 43 š 45 ,... galima išreikšti begalinémis neperiodinėmis 
dešimtainėmis trupmenomis, t.y. 


42 -14142135.., V3 =1,7320508..., 45 = 22360679... . 
Skaičius, kuriuos galima išreikšti begalinémis neperiodinémis 
dešimtainėmis trupmenomis, vadiname iracionaliaisiais. 
Iracionaliesiems skaičiams priešingi skaičiai -43 ; -45 » -47 ? 
-410 , ... taip pat уга iracionalieji. Iracional.eji skaičiai gaunami ne tik 
traukiant šaknis. Jais išreiškiami ilgiai atkarpų, nebendramačių su ilgio 
vienetu. Skaičius л = 3145926535... taip pat yra iracionalusis. Dauguma 
logaritminių, trigonometrinių funkcijų reikšmių yra iracionalieji skaičiai. 
Iracionaliuju skaičių aibę žymėsime /. 


1.8. REALIEJI SKAIČIAI 
1.8.1. Realiųjų skaičių aibės sudarymo schema 


Nubraižykime realiųjų skaičių aibės sudarymo schemą: 


Realieji skaičiai 
Racionalieji skaičiai Iracionalieji skaičiai 
Trupmeniniai skaičiai Sveikieji skaičiai 


Natūraliesiems skai- 
čiams priešingi nulis (0) 

Realieji skaičiai — tai racionalieji skaičiai ir iracionalieji skaičiai. 
Kitaip sakant, realieji skaičiai, tai skaičiai, kurie išreiškiami dešimtainėmis 
trupmenomis (baigtinėmis, begalinėmis periodinėmis arba begalinėmis 
neperiodinėmis). 

Kiekvieną realųjį skaičių atitinka vienintelis koordinačių tiesės taškas 
ir atvirkščiai — kiekvienas koordinačių tiesės taškas atitinka vienintelį 
realųjį skaičių; norint šį skaičių rasti, reikia išmatuoti atstumą nuo 
atskaitos pradžios iki to taško ir prieš rastąjį skaičių parašyti ženklą „+“, 


Natūralieji 


skaičiai 


jeigu taškas уга į dešinę nuo atskaitos pradžios arba ženklą „—“, jeigu 
taškas yra į kairę nuo atskaitos pradžios. 

Realiųjų skaičių aibę žymėsime R. 

Du realiuosius skaičius galima sudėti, atimti, dauginti, dalyti vieną iš 
kito (negalima dalyti tik iš nulio). 

Jeigu a ir b — realieji skaičiai, tai jų suma a+ b, skirtumas a-b, 
sandauga a-b ir dalmuo » kai b 0, taip pat yra realieji skaičiai. 

Jeigu skaičius iracionalusis, tuomet užrašydami jį dešimtaine trup- 
mena negalime nei surašyti visų ženklų po kablelio, nei nurodyti periodo. 

Todėl skaičiavimuose vietoj iracionaliojo skaičiaus x naudojamas jo 
artinys — racionalusis skaičius a, apytiksliai lygus šiam skaičiui (x = a). 
Jeigu a< x, tai a vadinamas artiniu su trūkumu; jei a > x — artiniu su 
pertekliumi. 

Realiojo skaičiaus x artinio a absoliučiąja paklaida vadinamas 
skaičių x ir a skirtumo modulis, ty. |x—a|. Tikslios absoliučios 
paklaidos reikšmės dažniausiai nežinome, tačiau galime nustatyti skaičių 
h>0, kurio ji neviršija. Tada sakome, kad artinio tikslumas yra A. 


Teisingos nelygybės |x-a|« A arba a-h<x<a+h. 


1.8.2. Realiųjų skaičių palyginimas 


Skaičius a didesnis už skaičių b (rašome a > 5), kai skirtumas a Б 
yra teigiamasis skaičius. 


Skaičius a mažesnis už skaičių b (rašome a < b ), kai skirtumas a — b 
yra neigiamasis skaičius. 


1 pavyzdys. Palyginkime du skaičus i ir 0,77. 


Sprendimas. Sudarykime skirtuma E 0,77 ir raskime to skirtumo reikšmę: 


3.05.J..12,3-100-77-4 300-308. -8.. 1 
4 " 4 100 400 "20400 400 50" 


Skirtumas yra neigiamas skaičius, todėl i «077. 
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2 pavyzdys. Palyginkime skaičius E ir 028. 


2201 _ 1 28 100-84 16 4 
Sprendimas. ч 02853710) 30300157 
DR 
3 


Skirtumas -L _ 0.28 teigiamas skaičius, todėl i 028 . 

Kiekvienas teigiamasis skaičius yra didesnis už nulį. Kiekvienas 
neigiamasis skaičius mažesnis už nulį ir mažesnis už bet kurį 
teigiamąjį skaičių. 

Geometriškai nelygybė a«b (а> Б) reiškia, kad taškas a yra 
koordinačių tiesėje į kairę (dešinę) nuo taško 5 (3 pav.). 


a<b > 
а З рау. b 


Taip pat dažnai vartojami ir negriežtųjų nelygybių ženklai: <, >; 


užrašas a € b reiškia, kad arba a< b, arba a=b ; užrašas a > b reiškia, 
kad arba a» b,arba a=b. 


Nelygybes a>b ir c>d vadiname to paties ženklo (>) 
nelygybėmis; nelygybes a>b ir c<d vadiname priešingų ženklų 


nelygybėmis. Jeigu skaičiai a, b,c yra tokie, kad a<b ir b<c, tai 
rašome: a<b<c. 
1.8.3. Koordinačių tiesė 

Nubrėžkime tiesę, pažymėkime joje tašką O , kurį laikysime atskaitos 
pradžia (4 pav.). Toje pačioje tiesėje pažymėkime dar vieną tašką К, 
nesutampantį su tašku O, ir, tarkime, kad atkarpos OK ilgis lygus 1. 
Pasirinkime taip pat tiesės kryptį, pavyzdžiui, iš kairės į dešinę; kryptį 
žymi rodyklė (4 pav.). 

Apibrėžimas. Tiesė, kurioje nurodyta atskaitos pradžia, vienetinė 
atkarpa ir kryptis, vadinama koordinačių tiese. 


O K 
- —— — — ——— Y 
0 4 pav. l 
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Kiekvieną natūralųjį skaičių ar trupmeną atitinka vienas koordinačių 
tiesės taškas. 


Pavyzdžiui, jei nuo taško O pasirinktąja kryptimi atidėsime vienetinę 
atkarpą OK keturis kartus, tai gausime tašką 4 , kuris atitinka skaičių 4 
(5 pav.); jei nuo taško O pasirinktąja kryptimi atidėsime vienetinę atkarpą 


OK penkis kartus, po to dar - atkarpos OK dalį, tai gausime 


tašką B , kuris atitinka mišrųjį skaičių 5 (5 рау.). 


B Ai O K А B 
I F AT n FU. x A — n ——i— 
l 4 0 1 4 1 
= F 57 
5 pav. 


Sakykime, koordinačių tiesės tašką M atitinka tam tikras skaičius a . 
Ji vadiname to taško koordinate, ir rasome M (a) (6 pav.). 
M, (-а) М(а) 


0 
6 рау. 


Pavyzdžiui, taškų K, A, В(5 pav.) koordinates galima nurodyti 
taip: К(1), 4(4), 855) 
Taško O koordinate laikomas skaičius 0. 


Apibrėžimas. Taško M,, simetriško taškui M atskaitos pradžios 
O atžvilgiu, koordinate vadiname skaičių -a (6 pav.). 


Pavyzdžiui, nuo taško O atidėję vienetinę atkarpą OK keturis kartus 
kryptimi, priešinga pasirinktajai, gausime tašką А, simetrišką taškui А 
atskaitos pradžios О atžvilgiu. taško А, koordinatė yra skaičius 
-4(„minus 4“) (5 pav.). Analogiškai taško В|, simetriško taškui В, 
1 


koordinate laikome skaičių —5 2 


Rašome 4(-4) ir B (51). Skaičiai 4 ir -4; Sl ir -54 


vadinami priešingaisiais. 
Apibrėžimas. Skaičiai, kuriuos atitinka taškai, esantys koordinačių 
tiesėje nuo nulio pasirinktąją kryptimi, vadinami teigiamaisiais. 
Pavyzdžiui, skaičiai 1; 4; 5 уга teigiamieji skaičiai. 


Apibrėžimas. Skaičiai, kuriuos atitinka taškai, esantys koordinačių 
tiesėje пио nulio priešinga  pasirinktajai kryptimi, vadinami 
neigiamaisiais. 

Pavyzdžiui, skaičiai -4; -55 yra neigiamieji. 

Skaičiaus 0 nepriskiriame nei prie teigiamuju, nei prie neigiamųjų; 


skaičių 0 atitinkantis taškas O koordinačių tiesėje skiria taškus, kurių 
koordinatės teigiamos, nuo taškų, kurių koordinatės neigiamos. 


Pasirinktoji koordinačių tiesės kryptis vadinama teigiamąja (paprastai 
ji eina į dešinę), o jai priešinga kryptis — neigiamąja. 
1.8.4. Skaitinių nelygybių savybės 


Bet kuriems realiesiems skaičiams a, b, c, d teisingos tokios 
savybės: 

1) Jei a>b,tai b<a. 

2)Jei a» b ir b>c,tai a»c. 

Pavyzdžiui, jei 4>3 ir 3>2,tai 4>2. 

3)Jei a>b,tai a+c>b+c. 

Pavyzdžiui, jei 4> 2 „tai 4+(-3)>2+(-3) ir 4+3>2+3. 

4)Jei a»b ir c -teigiamasis skaičius (с> 0), tai ac>bc, t.y. 
jeigu teisingos nelygybés abi puses padauginsime 15 to paties teigiamojo 
skaičiaus, tai gausime teisingą nelygybę. 


Pavyzdžiui, jei teisingos nelygybės 4>2 abi puses padauginsime iš 
teigiamojo skaičiaus 3, tai gausime teisingą nelygybę 4-3>2-3, arba 
12>6. 

5)Jei a>b ir c —neigiamasis skaičius (c <0), tai ac<bc, t.y. 
jeigu teisingos nelygybės abi puses padauginsime iš to paties neigiamojo 
skaičiaus ir pradinės nelygybės ženklą pakeisime priešingu, tai gausime 
teisingą nelygybę. 

Pavyzdžiui, jei 4 » 2 „tai 4-(-3)<2-(-3), arba -12«-6. 

6) Каі a>b ir c>d,tai a+c>b+d , t.y. jeigu panariui sudėsime 
dvi teisingas to paties ženklo nelygybes, tai gausime teisingą nelygybę. 


Pavyzdžiui, jei 4>2 ir 3>1, tai 4+3> 2+1, arba 7>3; 
jei -2>-4 ir -1>-3, tai -2«(-1)» -4« (-3) , arba -3>-7; 
jei 2>-4 ir 3»-5, tai 2+3>-4+(-5), arba 5>-9. 


7)Jei a, b, c, d —-teigiamieji skaičiai ir a>b, с>а, tai 
ac>bd (jeigu panariui sudauginsime teisingas to paties ženklo 
nelygybes, kurių kairiosios ir dešiniosios pusės yra teigiamieji skaičiai, tai 
gausime teisingą nelygybę). 


Pavyzdžiui, jei 4>2 ir 3>1,tai 4-3>2-1,arba 12>2. 


: „1 1 
8)Jei a>b>0 , tai "x 


Pavyzdžiui, jei 4» 2 „tai 1*1 : 

9) a>b>0,0 n – bet kuris natūralusis skaičius, teisinga nelygybė 
a">b". 

Pavyzdžiui, kai 4>2 „tai 4 2? , 4? 2 2? ги. 

10)Jei a>1, о т, n —natüralieji skaičiai, tokie, kad тэл, tai 
a">a". 


Pavyzdžiui, jei a=2, m=4 ir n=3 „tai 2*>27. 
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П) Је 0«a«1,0 m, n – natūralieji skaičiai, tokie, kad m >n , tai 
а" <a". 


Pavyzdžiui, jei a=} (aišku, kad 0<3<1),0 т=4 ir n-3,ty. 


‚үтү Лү 
m>n,tai (5) <í) = 
1.8.5. Skaičių intervalai 


Sakykime , koordinačių tiesėje pažymėti du skaičiai a ir b tokie, 
kad a<b. Aibę visų skaičių x, tenkinančių nelygybės a<x<b, 
žymime (a;b) ir vadiname atviruoju intervalu . 

Aibe visų skaičių x, kurių kiekvienas tenkina nelygybės a<x<b, 
žymime [a; b] ir vadiname atkarpa, arba uždaruoju intervalu. 

Aibę visų skaičių x, tenkinančių nelygybės a<x<b, žymime 
[a; Б), о aibę visų x , tenkinančių nelygybes a < x < b , Zymime (a; b]. 

Skaičių intervalus [a; 6) ir (a; b] vadiname pusatviriais intervalais. 

Atvirasis, uždarasis ir abu pusatviriai intervalai — tai baigtiniai 
skaičių intervalai. 

Yra ir begalinių skaičių intervalų. 

Aibę visų skaičių x, tenkinančių nelygybę x 2a, žymime [а; + оо) 
ir vadiname spinduliu; 

Aibę visų skaičių x, tenkinančių nelygybę x»a, žymime 
(a;+0) ir vadiname atviruoju spinduliu. Ženklą +оо skaitome: „plius 
begalybė“. 

Spinduliu taip pat vadiname ir aibę skaičių x , tenkinančių nelygybę 
x<b; žymime (-%; b]. 

Atviruoju spinduliu taip pat vadiname ir aibę skaičių x , tenkinančių 
nelygybę x«b; zymime (-9;5). Ženklą -œ skaitome: „minus 
begalybė“. 
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Praktikoje dažniausiai atvirasis intervalas, uždarasis intervalas, 
pusatviris intervalas, spindulys vadinami vienu bendru pavadinimu 
„(skaičių) intervalas“. 


Visos minėtos intervalų rūšys, jų geometrinis vaizdavimas ir 
žymėjimas pateikti lentelėje (7 pav.). 


Intervalų 
rūšys 


Intervalas 


Geometrinis vaizdas Žymėjimas Nelygybė 


Atkarpa 


Pusatviris 
intervalas 


Pusatviris 
intervalas 


Spindulys 


= ж рай 


Atvirasis 
spindulys 


Atvirasis 
spindulys 


7 pav. 


1.8.6. Realiojo skaičiaus modulis ir jo savybės 


Apibrėžimas. Realiojo skaičiaus a moduliu vadiname patį tą 
skaičių, kai a>0, ir priešingąjį skaičių -a , kai а<0. Skaičiaus a 
modulį žymime |a | . Pagal apibrėžimą 

(а- ie kai a 20, 
-a, kai a«0. 

Bet kurio skaičiaus a modulis visada yra neneigiamas skaičius, t.y. 

(4| 20. 


Pavyzdžiui, |2| - 2, nes а-2»0, 
|-45|2-(-45)2 45, nes a=-45<0; |-5|2-(-5)55, nes 
10|-0, čia a=0; [1-231|2x-231, nes 
1-231»0;(x2344.); |2-nx|--Q-m)-n-2, nes 2-1<0. 


а--5«0, 


e Geometriškai |a| reiškia koordinačių tiesės taško А, kurio 
koordinatė yra skaičius a , atstumą nuo koordinačių pradžios taško О. 

Pavyzdžiui, |-3| geometriškai reiškia, kad taškas 4(-3) yra nutolęs 
nuo koordinačių pradžios taško O atstumu, lygiu 3 vienetams; |3| 
reiškia, kad taškas B(3) nutolęs nuo koordinačių pradžios taško atstumu, 
lygiu 3 vienetams (8 pav.). 


A(-3) О B(3) 
ОА -|-3|-3 OB =|3|=3 
8 pav. 
e Modulių savybės: 
a|.. lal 

1. |a| 3 0 5. ^" 85227 

2. |а| = |-а| 6. |а+Ь|<|а|+|Ь| 

3. |a|? =a? 7. |a - b|2 |a|- |^] 
4. |ab|= la]-|Pl 8. (4-8 41-18 


1.8.7. Atstumo tarp dviejų koordinačių tiesės taškų formulė 


e Atstumas tarp dviejų koordinačių tiesės taškų A(a) ir B(b) (9 pav.) 
apskaičiuojamas pagal formulę АВ = |a — 5| ; 
čia a- taško А koordinatė, b —taško B koordinatė. 


Жа) а<ь  B(a) 
9 pav. 


1 pavyzdys. Rasime atstumą tarp dviejų koordinačių tiesės taškų 
A(-3) ir B(5) (10 pav.) 
A(-3) B(5) 


-3 
0 10 рау. S 


Sprendimas. AB =|-3-5|=|-8|=-(-8)=8. 

2 pavyzdys. Raskime visus tokius taškus x, kurie tenkina a) lygtį 
|x-2|=5;b) nelygybę |х+2|<5. 

Sprendimas. a) Lygčiai tinka tokie taškai x, kurių. atstumas nuo 


taško 2 lygus 5 mastelio vienetams. Tai taškai —3 ir 7 (11 pav.). 
|-3-2|=5 |2-7|=5 


-3 0 2 7 
11 pav. 


Vadinasi, lygtis |x —2|= 5 turi du sprendinius: —3 ir 7. 
b) Nelygybei tinka tokie taškai x, kurie nutolę nuo taško —2 atstu- 


mu, mažesniu už 5 arba lygiu 5 . Tai intervalo [- 7;3] taškai (12pav.). 
5 5 


-7 0 3 


12 pav. 
1.8.8. Teigiamojo realiojo skaičiaus standartinė išraiška 
Kiekvieną teigiamąjį realųjį skaičių a galima išreikšti standartine 

išraiška: a=a,-107; čia 1<а «10, on- sveikasis skaičius; rodiklis n 

vadinamas skaičiaus eile. 

Norint skaičių a užrašyti standartine išraiška reikia: 

1) kablelį padėti taip, kad sveikojoje dalyje būtų vienas reikšminis 
skaitmuo; 

2) gautąjį skaičių padauginti iš tokio dešimties laipsnio, kad rezultato 

kablelis grįžtų į tą vietą, kurioje jis buvo skaičiuje a. 

Pavyzdžiai. 1) 1528 = 1,528 -10°; 2) 100,35 = 1,0035 -10° ; 
3) 0,0083 = 8,3-10; 4) 0,0508 = 5,08-10°; 5) 0,0000037 = 37-10 °. 
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1.8.9. Skaičių apvalinimas 


Apvalindami skaičių iki kurio nors skyriaus, visus po to skyriaus 
einančius skaitmenis keičiame nuliais, o jeigu tie skaitmenys yra po 
kablelio, tai juos atmetame. 

Jeigu pirmas po to skyriaus esantis skaitmuo yra didesnis negu 5 arba 
lygus 5, tai apvalindami paskutinį likusį skaitmenį padidiname vienetu, t.y. 
apvaliname su pertekliumi. 

Jeigu pirmas po to skyriaus esantis skaitmuo yra mažesnis negu 5, tai 
apvalindami paskutinio skaitmens nekeičiame, t.y. apvaliname su trūkumu. 


1 pavyzdys. Skaičių 263,485 suapvalinkime: 
a) iki šimtų; b) iki dešimčių; 
d) iki dešimtųjų; e) iki šimtųjų. 


€) iki vienetų; 


Sprendimas. a) Po šimtų skaitmens (jis lygus 2) eina dešimčių 
skaitmuo (jis lygus 6 ). Kadangi dešimčių skaitmuo 6 yra didesnis už 5, 
tai apvalindami duotąjį skaičių šimtų skaitmenį 2 padidinsime vienetu, be 
to, visus skaitmenis, esančius iki kablelio, pakeisime nuliais, o skaitmenų, 
esančių po kablelio, iš viso nerašysime. Taigi duotąjį skaičių suapvalinę iki 
šimtų gauname: 

263,485 = 300. 


b) Šiuo atveju po dešimčių skaitmens (jis lygus 6 ) einantis vienetų 
skaitmuo (jis lygus 3) yra mažesnis negu 5, todėl duotąjį skaičių 
apvalindami iki dešimčių skaitmens 6 nekeisime, be to, skaitmenį 3, 
esantį iki kablelio, pakeisime nuliu, o skaitmenų, esančių po kablelio iš 
viso nerašysime. Taigi duotąjį skaičių suapvalinę iki dešimčių, gauname: 

263,485 = 260. 

с) Po vienetų skaitmens (jis lygus 3) einantis dešimtųjų skaitmuo (jis 
lygus 4) yra mažesnis negu 5, todėl duotąjį skaičių apvalindami iki 
vienetų skaitmens 3 nekeisime, o likusių skaitmenų, esančių po kablelio, 
iš viso nerašysime. Taigi duotąjį skaičių suapvalinę iki vienetų, gauname: 

263,485 = 263. 
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d) Po dešimtųjų skaitmens (jis lygus 4) eina 8 šimtosios, todėl 
apvalindami duotąjį skaičių iki dešimtųjų padidinsime 4 dešimtąsias 
vienetu, o likusių skaitmenų nerašysime. Taigi duotąjį skaičių suapvalinę 
iki dešimtųjų gauname: 

263,485 = 263,5. 

e) Po šimtųjų skaitmens (jis lygus 8) eina 5 tūkstantosios, todėl 
apvalindami duotąjį skaičių iki šimtųjų padidinsime šimtųjų skaitmenį 
vienetu, o likusio skaitmens nerašysime. Taigi duotąjį skaičių suapvalinę 
iki šimtųjų, gauname: 

263,485 = 263,49. 
Atsakymas. a) 300; b) 260; c) 263; d) 263,5; e) 263,49. 


2 pavyzdys. Skaičių 3578,2489 suapvalinkime: 
a) iki tūkstančių: 3578,2489 = 4000; 
b) iki šimtų: 3578,2489 = 3600; 
€) iki dešimčių: 3578,2489 = 3580; 
d) iki vienetų: 3578,2489 = 3578; 
e) iki dešimtųjų: 35782489 = 3578,2; 
f) iki šimtųjų: 35782489 = 3578,25; 
g) iki tükstantuju: 35782489 = 3578249. 

Skaičiaus reikšminiais skaitmenimis vadiname visus jo skaitmenis, 
išskyrus pradžioje esančius nulius. 

Pavyzdžiui, skaičius 54,3002 turi visus šešis reikšminius skaitmenis; 
skaičius 0,1049 — keturis reikšminius skaitmenis: 1, 0, 4, 9; skaičius 
0,0002 - vieną reikšminį skaitmenį 2. 

Apvalindami skaičių iki nurodyto reikšminių skaitmenų skaičiaus 
apvaliname tą skaičių iki skyriaus, atitinkančio paskutinį reikšminį 
skaitmenį. (Reikšminiai skaitmenys skaičiuojami nuo pirmo iš kairės 
nelygaus nuliui skaitmens.) 

Pavyzdžiai. Apvalinkime skaičius palikdami tris reikšminius skaitmenis: 

0,0042187 = 0,00422; | 1«3,415..« 314; 0,60082 = 0,601 ; 

785926 = 786000; 84239 = 84200. 


1.8.10. Dviejų skaičių santykis 


Dviejų skaičių a ir b dalmuo vadinamas tų skaičių santykiu, dalinys — 
pirmuoju santykio nariu (pirmuoju skaičiumi), daliklis — antruoju santykio 
a 
F 
Dviejų teigiamuju skaičių a ir b santykis rodo: 


nariu (antruoju skaičiumi). Rašome a:b arba 


1) kiek kartų pirmasis škaičius didesnis už antrąjį (jei santykis u 
didesnis už vienetą); 

2) jog tie skaičiai lygūs (jei šių skaičių santykis lygus vienetui); 

3) kurią antrojo skaičiaus dalį sudaro pirmasis (jei santykis £ 
mažesnis už vienetą). 


Jei Z =k, tai a=bk. 
b 
1 pavyzdys. Nustatysime, kiek kartų skaičius 39,62 yra didesnis už 
skaičių 2,83. 
Sprendimas. Randame skaičių 39,62 ir 2,83 santykį: 
39,62 _ 
283 ` 
Taigi skaičius 39,62 yra 14 kartų didesnis už skaičių 2,83. 


14. 


1.8.11. Proporcija 


Tegul a, b, c, d- realieji skaičiai, kurių nė vienas nelygus O ir tokie, 
a c 


kad santykiai b ir d yra nelygüs. 
Dvieju santykiu lygybé M vadinama proporcija. Skaičiai a ir d 


vadinami kraštiniais proporcijos nariais, b ir с- viduriniais 
proporcijos nariais. 


Proporcija galima ir taip užrašyti a:b = c:d. 


a 
b 

1. Proporcijos kraštinių narių sandauga lygi jos vidurinių narių san- 
daugai, t.y. ad = bc. Ši savybė vadinama pagrindine proporcijos savybe. 


Jei duota proporcija a:b=c:d (arba —= 5 ), tai: 


2. Kraštinius proporcijos narius galima sukeisti vietomis, t.y. 
d:b=c:a. 


3. Vidurinius proporcijos narius galima sukeisti vietomis, t.y. 
a:c=b:d. 


4. Galima tuo pačiu metu sukeisti vietomis ir kraštinius, ir vidurinius 
proporcijos narius, t.y. d:c=b:a. 


5. Kiekvienas kraštinis proporcijos narys lygus vidurinių narių san- 


daugai, padalytai iš kito kraštinio nario, t.y. a = = , de be, 
6. Kiekvienas vidurinis proporcijos narys lygus kraštinių narių 
sandaugai, padalytai iš kito vidurinio nario, t.y. b = s „ C a, 


Nežinomąjį proporcijos narį galima nesunkiai rasti iš proporcijos 
sudarius lygtį ir remiantis pagrindine proporcijos savybe. 

Išnagrinėsime keletą uždavinių, kuriuos spręsdami taikysime 
pagrindinę proporcijos savybę. 

: : is. 26 

1 pavyzdys. Raskime x iš lygybės 43:5= 2:55. 

Sprendimas. Reikia rasti duotosios proporcijos nežinomą narį x. 
Pasinaudoję proporcijos pagrindine savybe, duotąją lygybę galime pakeisti 
tokia lygybe: 


42.36 14 27 š 
2.49.x.9: ihid re- T. 3 7 19. 
45 37x 2; ба х= 2 = 2 => 
Taigi x=9. 
Atsakymas. 9. 
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4 303 nari. 


2 pavyzdys. Raskime nežinomą proporcijos х: 29^ i 


Sprendimas. Duotosios proporcijos kraštiniai nariai yra x ir 2, о 


viduriniai - 22 ir 3-7. 

Kadangi proporcijos kraštinių narių sandauga lygi jos vidurinių narių 
sandaugai (pagrindinė proporcijos savybė), tai duotąją lygybę galime 
pakeisti tokia lygybe: 


2 4 :43. л 
* 3725 HD iš čia 
24.33. 22 36 22-36 
х=-9 0.9 N 2U Ва ла 
2 2 20-27 1 
3 3 3 3 
Taigi nežinomas proporcijos narys x lygus 12. 
Atsakymas. 12. 
14 ox 
3 pavyzdys. Raskime x iš lygybės 945^ m 
4 


Sprendimas. Jei duota lygybé = tai a-d=b-c. 


222 
b d' 
Taigi duotaja lygybe galime pakeisti tokia lygybe: 


14. Jo 7045 x; iš Čia 
TAN AS 3 
r= 49. 10 49 10 49. 7 3.20 3:20 20 
0,45 45 5 5 79 19 a 
100 20 20 


Sprendžiant uždavinius dažnai tenka sudaryti proporciją ir iš jos rasti 
ieškomąjį (nežinomą) dydį. 
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4 pavyzdys. 18 m? ploto grindims nudažyti reikia 3,6 kg dažų. 
Raskime, kiek tokių dažų reikėtų 14 m? kambario grindims nudažyti? 
Sprendimas. Uždavinio sąlygą sutrumpintai galime parašyti taip: 
18 m? — 3,6 kg 


14m? - x kg. 


Kiek kartų 14 m? kambarys yra mažesnis už 18 m? kambarį, tiek 
kartų mažiau nei 3,6 kg reikės dažų. Todėl galime sudaryti proporciją: 

18:14=3,6: x. 

Proporcijos kraštinių narių sandauga yra lygi vidurinių narių 
sandaugai , todėl gauname lygybę 

18-x=14-3,6; iš čia x= 123,6 


= 2,8 (kg). 


Taigi 14 m? kambario grindims nudažyti reikės 2,8 kg dažų. 
Atsakymas. 2,8 kg. 


1.9. AIBĖS 


Aibės sąvoka yra viena iš pirminių, padedanti apibrėžti kitas 
matematikos sąvokas. Аірё – tai tam tikrą savybę turinčių objektų 
rinkinys, visuma. Aibę sudarantys objektai yra vadinami jos elementais. 
Aibės žymimos didžiosiomis raidėmis. Mažosiomis raidėmis žymimi aibių 
elementai. 

Jeigu а yra aibės 4 elementas, tai rašome ає A; jeigu nėra, tai 
rašome ає 4. Kartais aibė gali neturėti nei vieno elemento. Aibę, 
neturinčią nei vieno elemento, vadiname tuščia ir žymime ženklu Ø. Jeigu 
aibės elementų kiekis baigtinis, tai tokia aibė vadinama baigtine; jeigu 
aibės elementų yra be galo daug — sakome, kad tai begalinė aibė. 

Dvi aibės yra lygios, kai jos sudarytos iš tų pačių elementų. 

Su aibėmis galime atlikti veiksmus. Lengviausia juos paaiškinti 
piešiniais, kurie aibes vaizduoja plokštumos figūromis, o jų elementus — 
taškais. Tokie piešiniai matematikoje vadinami Veno diagramomis. 


13 paveiksle aibės A ir B yra pavaizduotos plokštumos figūromis — 
skrituliais: aibė 4 pavaizduota vertikaliai užbrūkšniuota figūra, aibė В – 
horizontaliai užbrūkšniuota figūra, be to, atveju a) aibės turi bendrų 
elementų, o atveju b) – neturi. 


13 pav. 


Aibé, sudaryta iš visų elementų, kurie įeina bent į vieną iš aibių A, B, 
vadinama šių aibių sąjunga ir žymima AU B. 

Nuspalvinkime diagramomis pavaizduotų aibių sąjungas (14 pav.). 
Kai aibės 4 ir B turi bendrų elementų, tai šių aibių sąjunga yra 
nuspalvintoji vientisa plokštumos dalis (14 pav., a) atvejis); kai aibės А ir 
B neturi bendrų elementų, tai šių aibių sąjungą vaizduoja dvi atskiros 
nuspalvintos plokštumos dalys (14 pav., b) atvejis). 


AUB | 


14 рау. b) 


1 pavyzdys. Skaičių aibių 4-(1;3) ir B=(3;4;5) sąjunga yra 
aibė 408-(1;3;4;5]. 

Aibė, sudaryta tik iš tų elementų, kurie įeina ir į aibę А, ir į aibę B, 
vadinama šių aibių sankirta ir žymima Arm В; jeigu nėra elementų, 
įeinančių į abi aibes, tai tų aibių sankirta yra tuščioji aibė. Diagramoje 
Ar^B vaizduojanti figūra nuspalvinta (15 pav., a) atvejis). Kai aibės A 
ir В neturi bendrų elementų, tai nėra Ко spalvinti, t.y. sankirta yra tuščioji 
aibė (15 pav., b) atvejis). 


2 pavyzdys. Skaičių aibių 4-[(1;2;3;4) ir B=(3;4;5;6) 
sankirta уа aibė  40B-(3;4); aibių 4={5;6;7) ir 
8-11:2:3:4:8:9| sankirta yra tuščia aibė, ty. AN B = Ø. 


Ас\В=@ 


15 рау. 


Jei visi aibés B elementai jeina ir | 
aibe A, tai sakoma, kad aibé В уга aibés А 
poaibis, ir Zymima B c А (16 pav.). 


3 pavyzdys. Skaičių aibė В = { 2; 4) 
yra skaičių aibės 4={1;2;3;4) 
poaibis, ty. BC A. 


Aibė, sudaryta iš tų aibės А elementų, kurie nepriklauso aibei B, 
vadinama aibių A ir B skirtumu ir žymima AB. 


17 paveiksle pavaizduotose diagramose aibių skirtumą 418 
vaizduojanti figūra yra užbrūkšniuota: atveju a) aibės A ir B neturi 
bendrų elementų; atveju b) aibės А ir B turi bendrų elementų; atveju c) 


„2 
‚ ® 
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4 pavyzdys. Jei A=(1;2;3), о B=(3;4;5), tai A\B={1;2}; 


5 pavyzdys. Jei 
А\В= {с,а}. 


A-(a,bc,d), о B-íLa2,b), tai 


6 pavyzdys. Jeigu Z- sveikųjų skaičių aibė, o N — natūraliųjų skaičių 
aibė, tai ZV N = (0, -1,-2,-3, ...]. 


Kartais tenka nagrinėti įvairias vienos rūšies elementų aibes, kurios 
laikomos tam tikros universaliosios, arba pagrindinės, aibės poaibiais. 


7 pavyzdys. Racionaliųjų skaičių ir iracionaliųjų skaičių aibės yra 
pagrindinės realiųjų skaičių aibės poaibiai, arba lyginių ir nelyginių 
natūraliųjų skaičių aibės yra pagrindinės aibės, sudarytos iš natūraliųjų 
skaičių, poaibiai. 

Aibės А papildiniu vadiname aibę, sudarytą iš tų pagrindinės aibės 
elementų, kurie neįeina į 4. Aibés A papildinį Zymime 4 (18 pav.). 


No 


8 pavyzdys. Jei skaičių aibių universaliaja, arba pagrindine aibe laiky- 
sime realiųjų skaičių aibę R, tai racionaliųjų skaičių aibės papildinys iki 
pagrindinės realiųjų skaičių aibės yra iracionaliųjų skaičių aibė. 


mefl 
18 pav. 


9 pavyzdys. Jeigu universaliąja, arba pagrindine aibe laikysime plokš- 
tumos trikampių aibę, tai lygiakraščių trikampių aibės Æ papildinys A iki 
pagrindinės aibės yra visų nelygiakraščių trikampių aibė. 

Išspręskime dar keletą uždavinių, kuriuose reikia ieškoti kelių aibių 
sąjungos, sankirtos ar skirtumo. 
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10 pavyzdys. Duotos dvi skaičių aibės: A — natūraliųjų skaičių, 
skaičiaus 3 kartotinių ir mažesnių už 20, aibė; B — natūraliųjų skaičių, 
skaičiaus 4 kartotinių ir mažesnių už 20, aibė. Raskime AUB, 
AAB, A\B. 


Sprendimas. Kadangi А={3;6;9;12;15;18} ir 

B-(4;8;12;16), tai AUB={3;4;,6;,8;9;12;15;16;18}, 
Ас\В={12}, A\B={3;6;9;15;18}. 

11 pavyzdys. Duotos dvi skaičių aibės: 4 — skaičiaus 45 natūraliųjų 


daliklių aibė; B – skaičiaus 30 natūraliųjų daliklių aibė. Raskime 
AUB, AOB, А\В. 


Sprendimas. Kadangi A=(1;3;5;9;15;45), 
o B=(1;2;3;5;6;10;15;30), tai 

AU B -(1;2;3;5,6;9;10;15; 30; 45), 
ANB=([1;3;5;15), AVB=(9;45). 


12 pavyzdys. Duotos skaičių aibės: A — skaičiaus 18 daliklių aibė; 


, 


B — sudėtinių skaičių, mažesnių už 12, aibė; C - nelyginių skaičių, 
mažesnių už 12, aibė. Raskime 448, AUC, AAB, BNC, 
ANC, (AUCJNB, ANBNC, ANB, ANC. 

Sprendimas. Kadangi A=(1;2;3;6;9;18), B=(4;6;8;9;10), 
C=([1;3;5;7;9;11], tai AUB=(1;2;3;4;6;8;9;10;18), 
AUC = {1;2;3;5;6;7;9;11;18), An B= {6,9}, ВеС-(9), 
AnC -(153;9); (4oC)nB-(6;9], Ас\Вс\С (9), 
АХВ-(1,2,3,18), 4C 2 (2;6;18]. 


13 pavyzdys. Duotos dvi skaičių aibės: A=[0;3] ir B=[1;5]. 
Raskime AUB, AAB ir AVB. 

Sprendimas. Duotasias aibes те A 
pažymėkime skaičių tiesėje: 0 1 3 

Matome, kad AUB =[0;5], 4г48-11:31, AVB=[0;1). 


1.10. SKYRIAUS „SKAIČIŲ TEORIJOS ELEMENTAI“ 
UZDAVINIU SPRENDIMO PAVYZDZIAI 


1 pavyzdys. Karolis ir Simas pirko vienodas knygas. Karolis uz knyga 
sumokėjo dviejų litų vertės monetomis, Simas- penkių litų vertės 
monetomis. Abu kartu padavė į kasą mažiau negu 10 monetų. Kiek 
kainuoja knyga? 

Sprendimas. Knygos kaina dalijasi ir i$ 2, ir iš 5. 

Vadinasi, knygos kaina dalijasi ir iš 10. Penkios dviejų litų vertės 
monetos yra 10 Lt, o dvi penkių litų vertės monetos irgi yra 10 Lt. 

Kadangi abu berniukai kartu padavė į kasą mažiau negu 10 monetų, 
tai jie padavė 5+2 = 7 monetas ir knyga kainuoja 5-2=10 Lt. 

Atsakymas. 10 Lt. 


2 pavyzdys. Skaičiaus 23 kairėje ir dešinėje parašykime po vieną 
skaitmenį taip, kad gautasis keturženklis skaičius dalintųsi iš 15. 
Parašykime tuos skaičius. 

Sprendimas. Kad skaičius dalytųsi iš 15, jis turi dalytis ir iš 3, ir iš 5. 

Iš 5 dalijasi skaičiai, kurie baigiasi 0 arba 5. 

Vadinasi, skaičiaus dešinėje reikia parašyti 0 arba 5. Skaičius 
dalijasi iš 3, jei jo skaitmenų suma dalijasi iš 3. 

Skaičiaus 230 kairėje pusėje parašius 1, 4 arba 7, gauname 
atitinkamai skaičius 1230, 4230 ir 7230, kurie dalijasi iš 15. 

Skaičiaus 235 kairėje parašius 2, 5 arba 8, gauname atitinkamai 
skaičius 2235, 5235 ir 8235, kurie dalijasi iš 15. 

Atsakymas. 1230, 4230, 7230, 2235, 5235, 8235. 


3 pavyzdys. Mindaugas sudaugino du natūraliuosius skaičius, kurių 
skirtumas lygus 36. Sandaugą padalijęs iš didesniojo daugiklio, gavo 
dalmenį 17, о liekaną 8. Kadangi dalijant Mindaugas gavo liekaną, tai jis 
suprato padaręs klaidą. Pasirodo, jis sandaugos dešimčių skaitmenį buvo 
padidinęs 6 vienetais. Raskime dauginamuosius skaičius. 


Sprendimas. Tegu mažesnysis natūralusis skaičius yra n. Tada dides- 
nysis natūralusis skaičius yra п + 36. Mindaugas, sudauginęs skaičius п ir 
n+36, turėjo gauti sandaugą, lygią n 2 +36n, bet gavo n 2 +36п+60. 

Remdamiesi uždavinio sąlyga, sudarome lygtį: 

n? +36п+60=17(п+36) +8, arba n2+19n-560=0. 

Išsprendę šią kvadratinę lygtį, randame, Кай n, =16, п, = –35. 
Reikšmė n, = —35 netinka, nes natūralusis skaičius negali būti neigiamas. 

Taigi mažesnysis natūralusis skaičius lygus 16, o didesnysis 


16+36=52. 
Atsakymas. 16 ir 52. 


4 pavyzdys. Raskime, kiek daugiausiai turėtų būti moksleivių, kad 
jiems galėtume po lygiai padalinti tiek 315 vadovėlių, tiek 420 
vadovėlių. 

Sprendimas. Reikia rasti skaičių 315 ir 420 didžiausią bendrąjį 


daliklį (DBD). Skaičius 315 ir 420 išskaidome dauginamaisiais: 


315 3 420 2 

105 3 210 

35 5 105 3 
7 7 35 $ 
1 7 7 


Taigi 315-32-5-7, o 420-22-3-5-7. 
Tada DBD(315;420)=3-5-7=105. 

Vadinasi, daugiausiai gali būti 105 moksleiviai. 
Atsakymas. 105. 


5 pavyzdys. Raskime, kiek reikia mažiausiai turėti knygų, kad 
galėtume jas po lygiai padalinti tiek 315 žmonių, tiek 420 žmonių. 
Sprendimas. Reikia rasti skaičių 315 ir 420 mažiausią bendrąjį kar- 
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totinį (MBK). Skaičius 315 їг 420 išskaidome pirminiais daugina- 
maisiais: 


315 |3 420 |2 
105 13 210 |2 
35 (5 105 | 3 

7|7 35 |5 

1 717 


Taigi 315-32-5-7, o 420-22-3-5-7. 

Tada МВК (315; 420) 32 5.7.2? =9-5-7-4=1260. 
Vadinasi, reikia turėti mažiausiai 1260 knygų. 
Atsakymas. 1260. 


6 pavyzdys. Stovykloje grupei moksleivių padalijo 200 obuolių, 240 
kriaušių ir 320 slyvų po lygiai. 

a) Kiek daugiausiai grupėje galėjo būti moksleivių? 

b) Po kiek vaisių gavo kiekvienas moksleivis? 

Sprendimas. a) Didžiausias grupėje esančių moksleivių skaičius lygus 
didžiausiam skaičiui, iš kurio dalijasi skaičiai 200, 240 ir 320, t.y. 
skaičių 200, 240 ir 320 didžiausiam bendrajam dalikliui. 

Kadangi DBD(200;240;320)=40, tai grupėje galėjo būti 
daugiausia 40 moksleivių. 

b) Kiekvienas moksleivis gavo po 200:40 = 5 obuolius, 240:40 =6 
kriaušės, 320:40 =8 slyvas. 

Atsakymas. a) 40 moksleivių; b) 5 obuolius, 6 kriaušes, 8 slyvas. 


7 pavyzdys. Gėlininkė iš 156 geltonų, 234 baltų ir 390 raudonų 
rožių padarė puokštes. Kiekvienoje puokštėje buvo vienodas didžiausias 


galimas kiekvienos spalvos rožių skaičius. Kiek puokščių padarė 
gėlininkė? 
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Sprendimas. Puokščių skaičius lygus didžiausiam skaičiui, iš kurio 
dalijasi skaičiai 156, 234 ir 390, ty. skaičių 156, 234 ir 390 
didžiausiam bendrajam dalikliui. 

Kadangi DBD (156; 234; 390) = 78, tai gėlininkė padarė 78 puokštes. 

Atsakymas. 78 puokštės. 


8 pavyzdys. Kambario grindų matmenys yra 224 cm x154 cm. 
Grindis reikia iškloti kvadratinėmis plytelėmis. Kokių didžiausių matmenų 
gali būti plytelės, kad jų nereikėtų pjaustyti? 

Sprendimas. Kvadratinės plytelės kraštinės ilgis lygus skaičių 224 ir 
154 didžiausiam bendrajam dalikliui. Apskaičiuojame skaičių 224 ir 
154 didžiausią bendrąjį daliklį. 

Skaičius 224 ir 154 išskaidome pirminiais dauginamaisiais: 


224 | 2 154 | 2 
112 | 2 77 |7 
56 | 2 11111 
28 |2 Ї 
14 | 2 

7|7 


Taigi 224 22.2.2.2.2.7225.7 іг 154-2. 7 1M. 
Тада DBD(224; 154) 2 2.7 «14. 
Vadinasi, grindis reikia iškloti kvadratinémis plytelėmis, kurių krašto 
ilgis lygus 14 cm. 
Atsakymas. 14 cm x 14 cm. 


9 pavyzdys. Tėvas žiemą liepė sūnui išmatuoti kiemo ilgį žingsniais. 
Sniege liko sūnaus pėdsakai. Norėdamas patikrinti, ar teisingai sūnus 
išmatavo, tėvas pats žingsniais išmatavo kiemo ilgį. Jis pradėjo nuo tos 
pačios vietos ir ėjo ta pačia kryptimi kaip ir sūnus. Kai kurie tėvo ir sūnaus 
pėdsakai sutapo. Iš viso sniege buvo 61 pėdsakas. koks kiemo ilgis, jei 
tėvo žingsnis lygus 0,72 m, o sūnaus 0,54 m? 


Sprendimas. Skaičių 72 ir 54 mažiausias bendras kartotinis yra 
216. Taigi keturių sūnaus žingsnių ilgis lygus trijų tėvo žingsnių ilgiui. 
Taigi iki pirmo sutapusio (šešto iš eilės) pėdsako tėvas žengė 3 žingsnius, 
о sūnus 4 žingsnius. Iš viso buvo 60 pėdsakų (neskaitant pirmojo), todėl 
tėvas padarė 30 žingsnių, sūnus – 40 žingsnių. Kiemo ilgis lygus 
0,72-30=21,6 m. 

Atsakymas. 21,6 m. 


10 pavyzdys. Sąsiuvinis kainuoja 15 centų. Vytas turi dešimt 20 
centų vertės monetų, o pardavėjas neturi grąžos. Kiek mažiausiai 
sąsiuvinių gali nusipirkti Vytas be grąžos? 

Sprendimas. Mažiausias centų, už kuriuos Vytas gali nusipirkti 
sąsiuvinių be grąžos, skaičius lygus 15 ir 20 mažiausiam bendrajam 
kartotiniui: 

МВК (15; 20) = 60. 
Taigi Vytas už 60 centų gali nusipirkti 60:15 =4 sąsiuvinius. 
Atsakymas. 4 sąsiuvinius. 


11 pavyzdys. Ponia Aldona eina apsipirkti į miestą kas trečią dieną, 
ponia Elena - kas ketvirtą dieną, o ponia Daiva — kas šeštą dieną. Visos 
trys kaimynės kartu buvo apsipirkti turgaus dieną — ketvirtadienį. 

a) Po kiek mažiausiai dienų kaimynės vėl eis apsipirkti? Kokia tai bus 
savaitės diena? 

b) Po kiek mažiausiai dienų jos visos eis kartu apsipirkti turgaus 
dieną, t.y. ketvirtadienį? 

с) Po kiek mažiausiai dienų visos trys kaimynės eis kartu apsipirkti 
šeštadienį? 

Sprendimas. a) Pats mažiausias dienų skaičius, po kurio vėl visos trys 
kaimynės kartu eis apsipirkti, yra lygus skaičių 3, 4 ir 6 mažiausiam 
bendrajam kartotiniui. 

Kadangi skaičių 3, 4 ir 6 mažiausias bendrasis kartotinis lygus 


12, ty. МВК (3,4,6) -12, tai visos trys kaimynės kartu eis apsipirkti 
mažiausiai po 12 dienų. Tai bus antradienis. 
b) Jos visos eis kartu vėl apsipirkti ketvirtadienį mažiausiai po 
7-12=84 dienų. 
с) Visos trys kaimynės eis kartu vėl apsipirkti šeštadienį mažiausiai po 
6-12=72 dienų. 
Atsakymas. a) Po 12 dienų antradienį; b) Po 84 dienų; c) Po 72 dienų. 


12 pavyzdys. Trys keleiviniai autobusai išvažiuoja iš stoties vienodais 
laiko tarpais: pirmasis autobusas kas 28 val, antrasis kas 16va/., o 
trečiasis kas 12 val. Kartą visi trys autobusai išvažiavo iš stoties vienu 
metu. Po kiek laiko kitą kartą vėl išvažiuos vienu metu visi trys autobusai 
iš tos pačios stoties? 

Sprendimas. Pats mažiausias valandų skaičius, po kurio visi trys 
autobusai kitą kartą vėl išvažiuos iš tos pačios stoties, yra lygus skaičių 
28, 16 ir 12 mažiausiam bendrajam kartotiniui. Kadangi skaičių 28, 
16 ir 12 mažiausias bendrasis kartotinis lygus 336, t.y. 

МВК (28;16;12) = 336, tai kitą kartą visi trys autobusai vienu metu 
išvažiuos iš tos pačios stoties po 336 val., t.y. po 14 parų. 

Atsakymas. Po 14 parų. 


10 pavyzdys. Ūkininkė atvežė į turgų daugiau kaip 300, bet mažiau 
kaip 400 kiaušinių. Kai juos skaičiavo dešimtimis, tai iki pilno dešimčių 
skaičiaus trūko dviejų kiaušinių. Kai skaičiavo po 12, tai liko 8 
kiaušiniai. Kiek kiaušinių atvežė ūkininkė? 

Sprendimas. Skaičiuojant dešimtimis, iki pilno dešimčių skaičiaus 
trūko 2 kiaušinių. Vadinasi, liko 8 kiaušiniai, kaip ir skaičiuojant po 12. 
Todėl kiaušinių skaičius (be 8 kiaušinių) turi dalytis ir iš 10, ir iš 12, 
ty. iš 60, nes MBK (10;12) = 60. 

Skaičiai 300 ir 360 dalijasi iš 60. 
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Vadinasi, ūkininkė atvežė 308 arba 368 kiaušinius. 
Atsakymas. 308 arba 368 kiaušinius. 


14 pavyzdys. Keli sąsiuviniai kainuoja 2 Lt, o tiek pat spalvotų 
pieštukų — 1 Lt 76 ct. 

Sasiuvinio kaina mažesnė negu 50 сг. Kainos išreikštos sveikuoju 
centų skaičiumi. Kiek kainuoja 5 sąsiuviniai? 

Sprendimas. Visi sąsiuviniai kainuoja 200 ct, о visi spalvoti 
pieštukai — 176 ct. Sąsiuvinių yra tiek pat kiek ir pieštukų. Jų skaičius 
gali būti lygus 200 ir 176 bendram dalikliui, t.y. gali būti lygus 
skaičiams 2, 4 arba 8. 

Jei būtų 2, 4 arba 8 sąsiuviniai, tai vienas sąsiuvinis atitinkamai 
kainuotų 100, 50 arba 25 centus. Uždavinio sąlygą atitinka tik viena 
sąsiuvinio kaina — 25 ct. Vadinasi, 5 sąsiuviniai kainuoja 1 Lt 25 ct. 

Atsakymas. | Lt 25 ct. 


15 pavyzdys. Kokio trumpiausio ilgio turi būti lenta, kad ją galima 
būtų supjaustyti gabalais arba po 20 cm, arba po 27 cm ir neliktų 
atliekų. 

Sprendimas. Mažiausias lentos ilgis lygus skaičių 20 ir 27 
mažiausiam bendrajam kartotiniui. Kadangi MBK(20;27)-540, tai 
ieškomasis mažiausias lentos ilgis yra lygus 540 ст, t.y. 5 m 40 cm. 


Atsakymas. 540 cm. 


16 pavyzdys. Vytauto tėvai dirba troleibusų vairuotojais. Jų maršrutai 
baigiasi tame pačiame žiede. Mamos maršrutas trunka 48 minutes, o 
tėčio- 72 minutes. Vytauto tėvai kartu išvyko iš žiedo. Po kiek 
mažiausiai minučių jie vėl susitiks tame pačiame troleibusų žiede? 

Sprendimas. Reikia rasti skaičių 48 ir 72 mažiausią bendrąjį 
kartotinį. Skaičius 48 ir 72 išskaidome pirminiais dauginamaisiais: 
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48|2 72 |2 
24 |2 36 12 
12 12 18 12 
612 913 
213 313 

1 1 


Taigi 48=2*-3 ir 72-2? .3?. 
Tada MBK(48;72) - 2* :3? 216.9-144. 
Vadinasi, Vytauto tėvai vėl susitiks tame pačiame troleibusų žiede po 


144 minučių. 
Atsakymas. po 144 minučių. 


17 pavyzdys. Berniukas turėjo mažiau negu 100 riešutų. Jis pamėgino 
riešutus sudėlioti į krūveles po 2 riešutus. Tačiau vienas riešutas liko. 
Tada jis pamėgino sudėlioti riešutus į krūveles po 3, po 4, po 5, po 6 
riešutus, tačiau kiekvieną kartą likdavo vienas riešutas. Kiek riešutų turėjo 
berniukas? 

Sprendimas. Jeigu iš berniuko turėtų riešutų atimsime vieną riešutą, 
tai gautasis riešutų skaičius turi dalytis be liekanos ir iš 2, ir iš 3, ir iš 
4, ir iš 5, ir iš 6, t.y. šis skaičius yra skaičių 2, 3, 4, 5 ir 6 
bendrasis kartotinis. Pirmiausia raskime skaičių 2, 3, 4, 5 ir 6 
mažiausiąjį bendrąjį kartotinį. Šiuos skaičius išskaidome pirminiais 
dauginamaisiais: 


212 3153 412 515 612 
1 1 2 (| 2 1 31.3 
1 1 


Та4а МВК(2:3:4,5,6)-2-2-3-5-60. 


Taigi skaičių 2, 3, 4, 5 ir 6 mažiausias bendrasis kartotinis lygus 60. 
Toliau didėjimo tvarka eina tokie minėtų skaičių kartotiniai: 
120, 180, 240,... . 


Vadinasi, berniukas galėjo turėjo arba 601-61 riešutą, arba 
120+1=121 riešutą arba 180+1=181 riešutą, arba 240+1= 241 
riešutą, arba ... . 

Kadangi uždavinio sąlygoje pasakyta, kad berniukas turėjo mažiau ne- 
ри 100 riešutų, tai tinka tik skaičius 61. Taigi berniukas turėjo 61 riešutą. 

Atsakymas. 61 riešutą. 


18 pavyzdys. Pintinėje yra mažiau kaip 40 obuolių. Skaičiuojant juos 
po du, po tris arba po penkis, lieka vienas obuolys. Kiek obuolių yra 
pintinėje? 

Sprendimas. Iš pintinės išėmus vieną obuolį, joje likusių obuolių 
skaičius dalijasi iš 2, 3 ir 5, t.y. dalijasi iš 2-3-5 =30. 

Iš skaičių, mažesnių už 40, tik skaičius 30 dalijasi iš 30. Vadinasi, 
pintinėje yra 30+1=31 obuolys. 

Atsakymas. 31 obuolys. 


19 pavyzdys. Омой skaičiai: —2; 1; 0; 0,83; 49: J5; 0,(45); 
-43; -4,71, 15; L(3; m; e; ѕіп30°; ѕіп45°; tg60*; -52. 


3 
з: 5 0,303003000300003.... 2,3(15); 183. 
Iš šių skaičių iSrinksime: 
a) natūraliuosius skaičius; 
b) sveikuosius skaičius; 
с) racionaliuosius skaičius; 
d) iracionaliuosius skaičius. 


Atsakymas. a) Natūralieji skaičiai yra 1; 49, 15. 
b) Sveikieji skaičiai yra -2: 1: 0; м9: 15. 
c) Racionalieji skaičiai уга —2; 1; 0; 0,83; 49: 0,(45); 4,71; 


15; L(3); ѕіпз0°; -52; 32, 3. 


49 323-55 2305) 


d) Iracionalieji skaičiai уга 45: - 413; п; e; Sin45?; tg60?; 
0,303003000300003... ; 183. 


20 pavyzdys. Raskime, kokiu skaitmeniu baigiasi skaičius 3100. 
25 
Sprendimas. Kadangi 3'9-(3*) =812°, tai skaičius 319 


baigiasi skaitmeniu 1. 
Atsakymas. |. 


21 pavyzdys. Nustatysime, ar skaičius 101998 +8 dalijasi iš 9. 
Sprendimas. Pastebėkime, kad 1095 + 8 =100... 008. 


1997 kartus 
Kadangi skaičiaus 100...008 skaitmenų suma dalijasi iš 9, tai ir 


е 1997 kartus 
pats skaičius dalijasi iš 9. 


Atsakymas. Dalijasi. 


22 pavyzdys. Įrodykime, kad skaičius 327? +173? dalijasi iš 500. 

Sprendimas. Skaičių 327 3 +1732 išskaidome dauginamaisiais pagal 
formulę a? +b? =(a+b)[a? - ab b?). 

327? «173? = (327 173) (327? -32 1731737), 

3277 «173? =500(3277 -327 173 +173). 


Kadangi vienas dauginamasis dalijasi iš 500, tai ir sandauga dalijasi 
iš 500. 


Vadinasi, skaičius 327? +173? dalijasi iš 500. 


23 pavyzdys. Įrodykime, kad 312 -95 +273 dalijasi iš 25. 
3 
Sprendimas. 3 -95 +27? -3? _ (32) +(33)" 232-3045 = 
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-3*(3? -3«1) 23? 25. 
Jei vienas daugiklis dalijasi 18 25, tai ir sandauga 3? .25 dalijasi i5 
25. Įrodėme, kad 3? —95 + 27? dalijasi iš 25. 


24 pavyzdys. Nustatysime, ar dalijasi skaičius 35 - 10" 424-10? +19: 
а) iš 3; b) iš 9. 

Sprendimas. а) Skaičiaus 35-10" «24-10? +19  dešimtainiame 
užraše bus tiktai skaitmenys 3; 5; 2; 4; 1; 9 ir daug nulių. Raskime 
duotojo skaičiaus skaitmenų sumą: 3+5+2+4+1+9=24. Kadangi 
skaičius 24 dalijasi iš 3, tai ir pats skaičius 35-10" +24.10 +19 
dalijasi iš 3. 

b) Kadangi skaičiaus 35-10'7 +24-10* +19 skaitmenų suma lygi 
24 (3+5+2+4+1+9=24) ir ji nesidalija iš 9, tai ir pats duotasis 
skaičius nesidalija iš 9. 

Atsakymas. a) Dalijasi; b) Nesidalija. 

25 pavyzdys. Įrodykite, kad dviejų triženklių natūraliųjų skaičių, 
parašytų tais pačiais skaitmenimis, bet atvirkščia tvarka skirtumas dalijasi 
ir iš 9, iris 11. 

Sprendimas. Triženklį skaičių abc galima užrašyti taip: 
abc=100a+10b+c. Tada 
1004+1056+c-(100c+106+a) =99a -99c =99(а- с). 

Kadangi sandaugos 99(a — c) pirmas dauginamasis dalijasi ir iš 9, ir 
iš 11, tai ir pati sandauga dalijasi ir iš 9, iriš 11. 


26 pavyzdys. Įrodykime, kad prie bet kurio dviženklio skaičiaus 
prirašius jam lygų skaičių, gautas skaičius yra 101 kartą didesnis už 
pradinį. 
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Įrodymas. Dviženklį skaičių ab galime užrašyti pavidalu: 
ab=10a+6. 

Prie jo prirašę tokį pat skaičių, gauname keturženklį skaičių abab. 

Kadangi abab=10004+1006+104+6=10102+1016= 


=101(104+6)=10i-a6, tai gautas skaičius yra 101 kartą didesnis už 
pradinį. 


27 pavyzdys. Įrodykime, kad triženklio skaičiaus abc ir dviženklio 
skaičiaus ba skirtumas yra lygus 99a +c. 
Sprendimas. Kadangi 
abc=100a+10b+c, o ba=10b+a, tai 


abc-ba=100a+106+c-(10b+a)=1004+105+c-10b-a=99a+c. 


28 pavyzdys. Jeigu prie sugalvoto skaičiaus iš dešinės prirašytume nulį 
ir gautą rezultatą atimtume iš skaičiaus 143, tai gautume trigubą 
sugalvotą skaičių. Raskime šį sugalvotą skaičių. 

Įrodymas. Tegu sugalvotas skaičius yra x. Remdamiesi uždavinio 
sąlyga, sudarome lygtį 

143-10x = àx. 
Išsprendę šią lygtį randame, kad x -11. 
Atsakymas. 11. 


29 pavyzdys. Dviženklio skaičiaus vienetų skaitmuo 2 vienetais 
didesnis už dešimčių skaitmenį. Šio skaičiaus ir jo skaitmenų sumos 
sandauga lygi 144. Raskime tą dviženklį skaičių. 


Sprendimas. Tegu ieškomas dviženklis skaičius yra xy. Remdamiesi 
uždavinio sąlyga gauname tokias lygybes: 
у=х+2 ir xy-(x+y)=144. 


Kadangi xy =10х+ y, tai antrąją lygybę galime užrašyti taip: 
(10х+ у)-(х+ у) = 144. 
Gauname tokią lygčių sistema 


y=x+2, 
(10х+ у)-(х+ у) =144. 


Nežinomojo y išraišką iš sistemos pirmosios lygties įrašę į antrąją 
sistemos lygtį, gauname lygtį su vienu nežinomuoju x: 
(I0x+x+2)-(x+x+2)=144, 
(11x 4 2)- (2x 4 2) 2144, 
(11x 2): (x * 1). 22144, 
(11х+2):(х+1) =72, 
11х2+13х-70=0 
D=132-4-11-(-70) = 3249 
13+ 43249  -13457 _ 


пре rh 
4 .-13-43249 -13-57 70 35 
27 2.11 = 92- на! 


Reikšmė х= EM netinka, nes skaitmuo x negali büti neigiamas. 
Taigi х= 2. 

Iš lygybės y=x+2 randame y: у-2-2-4. 

Taigi ieškomasis dviženklis skaičius xy lygus 24, t.y. xy = 24. 

Patikrinkime, ar gerai apskaičiavome: 2+2=4, 24-(2+4)=144. 

Atsakymas. 24. 

30 pavyzdys. Dviženklio skaičiaus skaitmenų suma lygi 12. Jeigu prie 


to skaičiaus pridėtume 36, tai gautume skaičių, užrašytą tais pačiais 
skaitmenimis, tik atvirkščia tvarka . Raskime pradinį skaičių. 


Sprendimas. Pažymėkime ieškomą dviženklį skaičių xy; čia y — 
vienetų skaitmuo, x — dešimčių skaitmuo. Vienetų skaitmuo y gali būti 
0, I, 2,..., 9, o dešimčių skaitmuo gali būti 1, 2, 3,..., 9. 

Užrašykime dviženklį skaičių xy skyriu suma: 

xy- 10x+ y. 

Tais pačiais skaitmenimis, bet atvirkščia tvarka užrašytas skaičius yra 

yx =10у+х. 

Remdamiesi uždavinio sąlyga sudarome lygčių sistema: 


(жуйе 
10х+у+36=10у+х; 
Тангы 
10х-х+у-10у=-36; 
х+у=12, 
9х-9у=-36; 


х+у=12, 
x-y=-4. 


Išsprendę paskutiniąją lygčių sistemą, randame, kad x - 4, у = 8. 
Taigi ieškomasis dviženklis skaičius yra 48. 
Atsakymas. 48. 


31 pavyzdys. Triženklis skaičius baigiasi skaitmeniu 2. Jei šį 
skaitmenį perkeltume į skaičiaus pradžią, tai gautasis skaičius būtų 18 
vienetų didesnis už pradinį skaičių. Raskime pradinį skaičių. 

Sprendimas. Tegu ieškomas triženklis skaičius yra xy2. Užrašykime 
tą skaičių skyrių suma: 

xy2=100x+10y+2. (1) 

Perkėlę šiame skaičiuje skaitmenį 2 į skaičiaus pradžią, gauname 

triženklį skaičių 2xy. Si skaičių taip pat užrašykime skyrių suma: 


2xy=200+10x+ y. (2) 
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Remdamiesi uždavinio sąlyga gauname lygybę: 
ху2-2ху-18. 

Į šią lygybę vietoje skaičių xy2 ir 2xy įrašę jų išraiškas iš (1) ir (2) 

lygybių, gauname: 

100x+10y+2=200+10x+y-18, 
100x-10x+10y-y=200-18-2, 
90x+9y=180, 
10x 4 у= 20. (3) 

Iš (3) lygybės randame, kad 
x=2, y=0. 

Taigi ieškomasis triženklis skaičius yra 202. 


Šį uždavinį galėjome spręsti ir kitaip. Iš uždavinio sąlygos seka 
lygybė: 

х y 
+ 1 

2 х 


<] oo N 


Kadangi 2+8 = y, tai skaitmuo y = 0. Tada gauname: 


x 0 
1 


N 
x 
e[o N 


Matome, kad x=2. 
Atsakymas. 202. 


32 pavyzdys. Prie duotojo triženklio skaičiaus iš kairės prirašytas 
skaitmuo 5 ir iš gauto keturženklio skaičiaus atimtas skaičius 3032. 
Gautas skirtumas yra 9 kartus didesnis už duotąjį trizenkli skaičių. 
Raskime šį duotąjį triženklį skaičių. 
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Sprendimas. Tegu duotasis triženklis skaičius yra abc, be to, 


abc=100a+10b+c. 
Remdamiesi uždavinio sąlyga, galime užrašyti tokią lygybę 
Sabc-3032=9-abc, arba 
5-1000 + 100a +10b+ c -3032 =9 - (100a + 10b + c). 
Gautaja lygybę pertvarkykime: 
5000 - 100a +105 + c - 3032 = 900a +906 4- 9c, 
(100a – 900a) + (10b — 905) + (c - 9c) = 3032 – 5000, 
-800a -805-8c = –1968 |:(-8), 
100a «105 4c = 246, 
100а-105-с-2-100-4-:10-6. 
Iš paskutiniosios lygybės randame, kad а-2, 5-4, c=6. Taigi 
duotasis triženklis skaičius yra 246. 
Atsakymas. 246. 


33 pavyzdys. Keturi traktoriai suaria lauką per 10 dienų. Per kiek 
dienų suartų šį lauką tokie pat penki traktoriai? 

Sprendimas. Tegu dienų, per kurias suars šį lauką penki traktoriai, 
skaičius yra x. Akivaizdu, kad penki traktoriai suaria lauką greičiau, negu 
keturi tokie pat traktoriai. Traktorių skaičius yra atvirkščiai proporcingas 
laikui, per kurį suariamas laukas. Sudarome proporciją: 

т=з: iš Čia х= Lir = 
Atsakymas. Per 8 dienas. 


8. 


34 pavyzdys. Švininio rutuliuko, kurio tūris lygus 6cm?, masė lygi 


46,8 g. Raskime masę švininio rutuliuko, kurio tūris lygus 2,5 cm?? 


Sprendimas. Tegul švininio rutuliuko masė yra x g. Akivaizdu, kad kiek 
kartų mažesnis švininio rutuliuko tūris, tiek kartų mažesnė jo masė. Rutu- 
liuko tūris ir jo masė yra tiesiog proporcingi dydžiai. Sudarome proporciją: 


26.2468 на 4.25025 


25 5 7 -19,5 в. 


35pavyzdys. Viename ryžių paruošimo recepte parašyta: „Pusei 
stiklinės ryžių reikia pusantros stiklinės vandens“. Kiek stiklinių vandens 


reikia patiekalui iš 12 stiklinės ryžių? 


Sprendimas. i stiklinés ryZiu — 15 stiklinés vandens 


15 stiklinės ryžių — x stiklinių vandens. 


Duotieji dydžiai yra tiesiog proporcingi, todėl: 


1 34i 53 
-4--2 Iščia х=2 2—5. 
12 х l 

3 2 


Vadinasi, id stiklinės ryžių reikia 5 stiklinių vandens. 


Atsakymas. 5 stiklinės. 


36 pavyzdys. Skysčio kiekis inde, panašiame į apverstą nupjautą kūgį, 
yra tiesiog proporcingas skysčio aukščio inde kvadratui. Kai inde yra 1 £ 
skysčio, tai skysčio paviršius yra 12 cm aukštyje. Kokiame aukštyje bus 


skysčio paviršius, kai inde bus 2 £ skysčio. Atsakymą suapvalinkime 
vieno milimetro tikslumu. 


Sprendimas. 12 cm =120 mm. 


Sudarome proporcija: 
1 2 2 2 
=; h“=2-120“; 
1202 h? 


h=120V2 =120-1,414 2169,68 mm. 


h=170 mm. 
Atsakymas. 170 mm. 


37 pavyzdys. Parašykime kokį nors racionalųjį skaičių, esantį tarp: 
MER 3: атй. $43 
а) 51155 1 0 > t >; d) ç irj. 
Sprendimas. a)Pirmiausia duotasias dvi trupmenas subendravar- 
diklinkime: 


i ir 


L 140 10 3 34 D 
2 2.40 20 5 5.4 20 
Matome, kad racionalusis skaičius 11 yra tarp skaičių 19 ir 12 ty. 
> 20 20  20' 
10 11.12 
20 20 20 
Taigi vienas racionaliuju skaičių, esančių tarp skaičių i ir 3, уга 
ix 1! 
skaičius 20 


b) Pirmiausia duotasias dvi trupmenas subendravardiklinkime: 


Iaka 4. 2453.9 
3 3:4. 12^ 4 4.3 12 


Dabar nesunku pastebėti, kad, pavyzdžiui, racionalusis skaičius 5 
A, 4 5 9 
yra tarp skaičių 12 ir 1° ty. 12 515 512 


Taigi vienas iš racionaliųjų skaičių, esančių tarp skaičių 2 ir 3. уга 


3 4 
25 5 
skaičius p: 
c) Duotasias trupmenas subendravardiklinkime: 
1.12.2 2.2:2.4 
7 7-2 14” 7 7-2 M^ 
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Dabar nesunku pastebėti, kad, pavyzdžiui, racionalusis skaičius 2 


14 
2 4 2. 3 4 
yra tarp skaičių 14 ir — TE ty. (7 58 14 <s 
Taigi vienas iš racionaliuju skaičių, esančių tarp skaičių i ir 2, yra 
3 
skaičius 14 
d) Duotasias trupmenas subendravardiklinkime: 
S. 52 10 3.94 12 
8 8.2 167 4 4.4 16 
Dabar nesunku pastebėti, kad, pavyzdžiui, racionalusis skaičius n 
ya 10 12 10 11 12 
yra tarp skaičių 16 ir —, ty. 16416416 
Taigi vienas i$ racionaliųjų skaičių, esančių tarp skaičių š ir i yra 
НО | 
skaičius 16” 
РЕ: АЕ 
Atsakymas. а) 20 b) 127 c) TÉ d) 16” 


38 pavyzdys. Kurie iš šių skaičių L: -2: 0,25; 449: log,8; 
5 £2 


3-27; 0,8(21): J7 yra racionalieji skaičiai? 

Sprendimas. Kadangi i yra paprastoji trupmena, —2 yra sveikasis 
skaičius, 0,25 – baigtinė dešimtainė trupmena, 449 = 7 — sveikasis skai- 
čius, log,8=3 — sveikasis skaičius, i-21- —3 yra sveikasis skaičius, 
0,8(21) – begalinė dešimtainė periodinė trupmena, o 417 — begalinė 
dešimtainė neperiodinė trupmena, tai visi skaičiai išskyrus У уга 
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racionalieji. 


Atsakymas. š: -2; 


39 pavyzdys. Be skaiči 


0,25; 449: log,8; 4/-27: 0,8(21). 


uokliu palyginkite trupmenas: 


2 25. 8 - IH. zi 20 
а) y U >; b) 15 ir 187 c) ir 27” 
Sprendimas. a) Duotasias trupmenas янаг лт 
2M 328 
3 21 7 21 
;14 15 1 25, 
Kadangi 51-57 5i ^9 tai 343 


b) Duotasias trupmenas subendravardiklinkime: 


8 48 „| 55 
15 90 18 90^ 
.48 95 7 "uo s 
Kadangi 00-00 = -90 < tai 15 “187 
(1.21 a 35. 20.1 о 247,20 
с) Kadangi Ç= г 57 57 27 > 0, tai 5227 
2.5 8 1l 7.20 
Atsakymas. а) —<—; b) 15 «13: ©) 90227: 


40 pavyzdys. Be skaičiuoklių palyginkite duotuosius skaičius: 


T -3 : 
а) pr -0,58(3); 


Sprendimas. Kad palygintume du realiuosius skaičius a ir b, turime 


b) 2l ir2(2; © с) 0,(63) ir ü 


rasti ju skirtumą. Jei a—5» 0, tai a» b; jei a-b «0, tai а <р. 


a) -15- (C058) = 


Я А 7 
V 43 
adinasi, 12 


A6 58(3) = - 0,58 (3) 0,58 (3) = 0. 


= -0,58(3). 


b) 21-20)-21-22 -AL 20. 292-10. L 


Gavome, kad 21 -2,(2) « 0. Vadinasi, 2+ <2,(2). 


63 8 6-72 9 1 
9 0,(63)- TT = 99 l^ 99 799^ “0 


Vadinasi, 0,(63) « Ë 


Atsakymas. a) us = -0,58(3); b) 2l «2,2); o) 0,(63) < Ё 


41 pavyzdys. Surašykime skaičius: 
сда ша 

a) -1,5, 51 í 33 : 

i. EL 3,(46); 3 mažėjimo tvarka. 


z: 534): 0 didėjimo tvarka; 


b) ç; 72 58? 


Sprendimas. a) Palyginkime skaičius s$ іг 5,(34). Dešimtainę 


periodinę trupmeną 5,(34) paverskime paprastąja nesuprastinama 
trupmena. Pažymėkime x = 5,(34). Šios lygybės abi puses padauginkime 
iš 100: 
100x = 5,(34) -100, 
100х = 534,(34). 
15 gautosios lygybés atimkime lygybe х = 5,(34): 
100x- х = 534,(34) - 5,(34), 
99х = 529, 
529 
99" 


Taigi 504) = 2-525. 


Randame skaičių 5 їг 434 skirtumą: 


99 
4 34 36-34 2 
51177905 99 “до? 0. 
34 4 34 
Vadinasi, 51-58» »0, ty. 5112299: 


Taigi 50 > 5,34). 


Palyginame skaičius -1,5 ir EL 


Iš dviejų neigiamų skaičių didesnis yra tas, kurio modulis yra 
mažesnis. Kadangi 


15 ЭГ... АЛЬ ET! TEN 4L 
-15-- 10732 15 ir |, tai L5» 34: 


Prisiminę, kad bet kuris neneigiamas skaičius yra didesnis už bet kurį 
neigiamą skaičių, duotuosius skaičius surašome didėjimo tvarka: 
7 


l. as. 7. ‚64 
-3s; -Һ5; 0; ү; $045 5 


1 


1 


b) Palyginkime skaičius 3,(46) ir 38. Skaičių 3,(46) paverskime 
paprastąja nesuprastinama trupmena. Pažymėkime x = 3,(46). Tada 
100x = 346,(46). 
Iš šios lygybės atėmę lygybę x = 3,(46), gauname: 
100x — x = 346,(46) – 3,(46), 


99x = 343, 
343 446 
“9 9 


m 1446 
Taigi 3,(46) 235g. 


гаг ж АӨ л б. 42 I 
Randame skaičių 399 ir 35 skirtumą: 
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346 46 5989-54 4 
99 13 99.13 — 1287. 


-.446 6 46 6 
Taigi 399-31329» arba 309313: 


Vadinasi, 3,(46) » 38. 


Palyginame skaičius z ir š. Randame šių skaičių skirtumą: 


7 5 56-45 11 


7-5 EN 
Matome, kad 9-3 »0, ty. 9 » 8? 
2 


Palyginame skaičius —2,6 ir -2% 


3 
i =-23- 13 ки-22—--$ tai 
Kadangi -2,6 = 25= 5 ir 237 3 tai 
к жш s m 
5 3] 5S 3 B 15 
xu 43 8 13 8 
Taigi =ч ( 2) >0, ty. > 3: 


Vadinasi, —2,6 > EL 
Prisiminę, kad bet kuris neneigiamas skaičius yra didesnis už bet kurį 
neigiamą skaičių, duotuosius skaičius mažėjimo tvarka išdėstome taip: 
sa 3... at 
3,(46); 3137 9^ P 2,6; 24. 


Atsakymas. а) -31: -15; 0; 7; 5(34); 50: 


23$. 7. 5. 56. -22 
b) 3,(46)::3435 0: g; 726: -25. 


42 pavyzdys. Užrašykite visus dviženklius skaičius, kurių kiekvieno 
vienetų skaitmuo 3 kartus mažesnis už dešimčių skaitmenį. 
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Sprendimas. Tegul dviženklis skaičius yra xi ,ty. 
10x 3 = x ! 


Kai x=3, tai dviženklis skaičius уга 31; 
kai х= 6, tai dviženklis skaičius уга 62; 
kai x=9, tai dviženklis skaičius yra 93. 
Atsakymas. 31; 62; 93. 


43 pavyzdys. Dviženklio skaičiaus vienetų skaitmuo 4 kartus didesnis 
už dešimčių skaitmenį. Sukeitus skaitmenis vietomis, gaunamas skaičius, 
kuris 54 vienetais didesnis už pradinį. Koks pradinis skaičius? 


Sprendimas. Tegu pradinis skaičius yra xy. Kadangi 
ху=10х+у ir у= 4х, tai ху=14х. 


Sukeitus skaičiaus ху skaitmenis х ir y vietomis, gaunamas 
dviženklis skaičius 


ух=10у+х, ty. yx=10-4x+x=41x. 
Remdamiesi uždavinio sąlyga, gauname lygybę 


yx-xy=54, arba 4lx-14x=54, 27х=54, x-2. 
Tada y=4-x=4-2=8. 


Vadinasi, pradinis skaičius yra xy - 28. 
Atsakymas. 28. 


44 pavyzdys. Dviženklis skaičius dalijasi iš 3. Iš jo atėmę 45, 
gausime skaičių, užrašytą tais pačiais skaitmenimis tik atvirkščia tvarka. 
Koks pradinis skaičius? 


Sprendimas. Tegul pradinis skaičius yra xy, čia skaitmuo x gali 
būti lygus 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, skaitmuo y taip pat gali 
būti lygus 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 


Kadangi uždavinio salygoje duota, kad dviženklis skaičius xy 
dalijasi iš 3, tai šio skaičiaus skaitmenų suma x+ y turi dalintis iš 3. 

Vadinasi, skaitmenų suma x+ y gali būti lygi 3; 6; 9; 12; 18. 
Pagal uždavinio sąlygą: 

10x+y-45=10y+x. 
Iš šios lygybės gauname, kad 

9x-9y=45, афа х-у-5. 
Gauname lygčių sistemas 
uci 22 нэг: эг зарла 18, 

x-yz$; х-у=5; х-у=5; х-у=5; х-у-5. 

Iš gautuju lygčių sistemu tik sistema 

Ë +y=9, 

x-y=5 

turi natüraliuosius sprendinius: х-7, y=2. 
Vadinasi, pradinis skaičius уга 72. 
Atsakymas. 72. 


45 pavyzdys. Dviženklį skaičių dalijant iš jo skaitmenų sumos, kuri 
lygi 8, gaunamas dalmuo 2 ir liekana 1. Koks tai skaičius? 
Sprendimas. Tegu dviženklis skaičius yra xy. Tada xy- 10х+ y. 
Sio skaičiaus skaitmenų suma lygi x- y. Remdamiesi uždavinio sąlyga, 
gauname lygybę 
10х-у-2(х-у)-41. 
Kadangi x+ y=8, tai y -8- x. Tada 
10x+8-x=2-8+1, ty. 9x 48-17; iščia x-l. 
Vadinasi, y 28-12 7. 
Taigi duotasis dviženklis skaičius yra 17. 
Atsakymas. 17. 


46 pavyzdys. Triženklio skaičiaus 3xy vienetu skaitmuo 3 vienetais di- 
desnis už dešimčių skaitmenį. Sukeitus paskutiniuosius du skaitmenis vieto- 
mis, gaunamas skaičius 3yx. Kiek gautasis skaičius yra didesnis už pradinį? 

Sprendimas. Pagal uždavinio sąlygą: 

y=x+3. 

Tada pradinis skaičius yra 3xx+3, ty. 

3хх+3=300+10х+х+3=303+11х. 

Sukeitus paskutiniuosius du skaitmenis vietomis, gaunamas skaičius 

300-10(х-3)-х-330-11х. 

Randame, kiek gautasis skaičius yra didesnis už pradinį: 

330 «11x - (303 4 11x) = 27. 

Atsakymas. 27. 


47 pavyzdys. Keturženklio natūraliojo skaičiaus n = xyxy skaitmenų 
suma lygi 14. Jeigu iš skaičiaus m atimtume skaičių yxyx, gautume 
2727. Raskime skaičių n. 

Sprendimas. Kadangi skaičiaus n skaitmenų suma lygi 2x *2y, tai 

2х-2у-14, ty. x+y=7. 

Salygoje duota, kad 


xyxy - yxyx -2721, arba 

1000x +100y+10x+ y - (1000 y  100x +10y+ x) = 2727. 
Šią lygybę pertvarkę, gauname lygybę 

909x —909 y = 2727, arba х-у-3. 


х+у=7, 


Sudarome lygčių sistema Ë =y=3 


Išsprendę šią sistemą, randame, kad x=5, y=2. Vadinasi, skaičius 
n = 5252. 
Atsakymas. п = 5252. 
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48 pavyzdys. Triženklio skaičiaus paskutinysis skaitmuo yra 3. Jei šį 


skaitmenį perkeltume į skaičiaus pradžią, gautume 18 vienetų didesnį 
skaičių už pradinį. Raskime pradinį skaičių. 


Sprendimas. Tegu pradinis skaičius yra xy3. Užrašykime šį triženklį 
skaičių skyrių suma: 


xy3=100x+10y+3; ба х=1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9, 
ж=0;1; 2; 3; 4, 5; 6; 7; 8 9. 
Kai perkelsime skaitmenį 3 | duotojo skaičiaus pradžią, gausime 
triženklį skaičių 


3xy=3-100+10x+y=300+10x+ y. 
Pasinaudoję uždavinio sąlyga, gauname lygybę 
3xy=xy3+18, ty. 300+10x+y=100x+10y+21. 


Šią lygybę pertvarkę, gauname tokią lygybę: 
10x+y=31. 


Kadangi x ir y yra skaitmenys, tai gauname, kad x=3, o y=1. 
Vadinasi, ieškomasis triženklis skaičius уга xy3=313. 
Atsakymas. 313. 


: A POPE 1 1 
49 pavyzdys. Įrodykime, kad skaitinio reiškinio — 
ребе ну 342-4 34244 


reikšmė yra natūralusis skaičius. 


Įrodymas. Apskaičiuokime duotojo reiškinio reikšmę: 
3/2-4 34244 (342-4|34244) (342) NT 


8 8 


79:2-16 18-18 ^ 


Kadangi 4 yra natūralusis skaičius, tai skaitinio reiškinio 
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1 1 
342-4 34244 


reikšmė yra natūralusis skaičius. 


50 pavyzdys. Įrodykime, kad skaitinio reiškinio 
NRE + 2) . \7 —443 reikšmė yra natūralusis skaičius. 


Įrodymas. Apskaičiuokime duotojo skaitinio reiškinio reikšmę: 


(43 +2)? - (1-443) = 448 «4 - 41-445 = 
= +443 31-443 = {72 - (445) = 89-163 = 49—48 -1. 


Kadangi skaičius 1 yra natūralusis, tai skaitinio reiškinio 


(Уз + 2) 5, 47- 443 reikšmė yra natūralusis skaičius. 


51 pavyzdys. Su kuriomis natūraliomis n reikšmėmis reiškinys 
2 
d lygus natüraliajam skaičiui? 


Sprendimas. Duotąjį reiškinį pertvarkome: 


п? +п+6 n'«n, 6  n(n*l, 6 ,, 6 


= =n+—. 
п+1 п+1 n+l n+l n+l n+l 
Iš čia matome, kad gautosios sumos pirmasis dėmuo yra natūralusis 


skaičius su bet kuria natūraliąja n reikšme, o reiškinio E reikšmė уга 
natūralusis skaičius, kai 7-1, п=2 ir п= 5. Gauname: 


kai п=1, tai ES 


1-1 

5 . 6 
-2 "= 
kai п= 2, tai 241 2: 

ў DE > 
k =5 —=l. 
ai п= 5, tai 541 1 


Vadinasi, duotojo reiškinio reikšmė yra natūralusis skaičius, kai 2 būdas. 2,(15)=2+0,(15)=2+0,151515....= 
п=1, n=2 ir n=5. 


= E 015 5 015 - 
Atsakymas. 1, 2 ir S. MU Uli a js 10201 а 
Nykstamosios geometrinės progresijos, 
52 pavyzdys. Begalinę periodinę dešimtainę trupmeną užrašykime kurios 5,-0,15 ir q-0,01, suma. 
paprastaja nesuprastinama trupmena: 9.15 94.571 
=2+0922+35=33: 
а) 0,(5); Ы) 0,(15); c 0,2(5); d) 2,15(7); е) 3,1(23). 
iie 71 
Sprendimas. a) 1 büdas. Pazymékime х-0,(5). Abi 5108 lygybés Taigi 2.(15)= 3. 
puses padauginkime iš 10. Gauname: Te" ii -— 
ü Я = 5 
10x = 5,(5). Tada c) as. Pažymėkime x = 0,2(5) 
x=0,2(5)|-10, 
10x -x =5,(5)-0,(5), arba 9х= 5. 
5 5 10х-2,(5) |-10, 
Iš šios lygybės randame, kad х=. Taigi 0,(5) = ©. 100x = 25,(5), 
2büdas. Kadangi 0,(5)-0,555...-0,540,0540,005-..., tai, цаанаа авс 
: : : НЭР m : 90х-23, 
pasinaudoje nykstamosios geometrinés progresijos nariu sumos formule " 
b =. 
бега, kai b, 2 0,5 ir q = 0,1, gauname: x= 90 
sg 23 
Taigi 0,2(5) = —. 
o(5)- 23.65. 5 gi 020) 7 gg 


2 būdas. 0,2(5)-0,2555...-0,2-0,05-40,005-0,0005-...- 
b) 1 badas: pazymekime XS 215); Nykstamosios geometrinés progresijos, 


x = 2,(15) |- 100, kurios 5,—0,05 ir g=0,1, suma. 
1 005 2005 2,5 1845 23 
100х=215(15), -O2*1* 91 10* 09 10 90 T ^90 
100x- x = 215,(15)- 2,(15), А 
Taigi 0,2(5) - 23. 
99x - 213, igi 0,2(5)= 90 
23 71 


213 71 d) 1 būdas. Pažymėkime x = 2,15(7). 
33' 
22 x=2,15(7) |-100, 


зал 71 
Taigi 2(15) 735. 100x = 215,(7) |-10, 
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1000x = 2157,(7), 
1000x —100x = 2157,(7) - 215,(7), 
900x —1942, 

1942 971 


. 900 450 
2 būdas. 2,15(7) = 2,15777...= 2,15 + 0,007 + 0,0007 + 0,00007 +...= 


Nykstamosios geometrinés progresijos, 
kurios 5,70,007 їг g=0,1, suma. 
0,007 0007 15. 7 _ 

=215+ 1—01 =2,15+ 0,9 72100*900^ 
2218, T 1942. oTi 
“100 900 900 (450 

e) 1 būdas. Pažymėkime x = 3,1(23). 

Abi šios lygybės puses padauginkime iš 10. Gauname lygybę 


10x=31,(23) 0) 


Dabar abi lygybės x=3,1(23) puses padauginkime iš 1000. 


gauname lygybę 
1000x = 3123,(23) (2) 


Iš (2) lygybės atimkime (1) lygybę: 
1000x — 10x -3123,(23)-31,(23), 


990x = 3092, 
_ 3092 1546 
990 495° 
Y 1546 
2 būdas. Taigi 3,1023) = 52. 3,1023) = 3,1232323....- 
_ 0,023 0,023 
=3,1+ 0,023 + 0,00023+0,0000023+.. ,=3,1+ 72001 7>! 99g 


Nykstamosios geometrinés progresijos, 
kurios 5,=0,023 ir 470,01, suma. 
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1,1000 31, 23 23092 1546 


10' 99 10 990 990 495: 


5071, 23. 971. 1546 
Atsakymas. а) 9: 0) 33; 9) 50; 9 450 ° 9 795" 


53 pavyzdys. Parašykite mažėjimo tvarka skaičius: 

43; 1,73; L(73); 1,732: 1,7(32); 137; 1,3(7). 

Sprendimas. Kadangi V3 = 1,73205080..., 
(73) 21,73737373..., 
1,7(32) =1,732323232..., 
1,3(7)=1,3777777..., 

tai duotuosius skaičius mažėjimo tvarka išdėstome taip: 
1,073); 1,7(32); ~; 1,732; 1,73; 1,3(7); 1,37; 13. 
Atsakymas. 1,(73); 1,7(32); 43: 1,732; 1,73; 13(7); 1,37; 13. 


54 pavyzdys. Atlikime nurodytus veiksmus: 
-s? 1-53 
|-5,5|-|-2,5|+|2, sti 3l „ез ESL 
5 -5 
Sprendimas. Prisiminkime realiojo skaičiaus modulio apibrėžimą: 


la- ^ kai a «0, 
^ la, kai a20. 


Remdamiesi šiuo apibrėžimu, gauname: 
|-5,5|=-(-5,5)=5,5, 
1-2,5|2 -(-2,5) 22,5, 
1-51--1-5)-5. 

Apskaičiuojame duotojo reiškinio reikšmę: 


-54 15258 
|-5,5|-|-2,5|+|2,5|+ $ +“ 


25s 15425554 S -55- 154+2541-5-25>—225, 


Atsakymas. – 23,5. 


55 pavyzdys. Apskaičiuokime: 
a) |5-3|-|2-45|: 
b) [1-3 |-|2- 43]: 
o [242 -3]-| 2 -2|-|3- 42 |; 
d) 53 -2«|1-42|-|2- 73 - 72]. 
e) |1-2|+|1-4|. 


Sprendimas. a) Kadangi 45 «3, tai J5-3«0 ir pagal realiojo 
skaičiaus modulio apibrėžimą gauname, kad 


|У5-3|--(45-3)-3-45. 
Kadangi 2« V5, tai 2-45-0 ir pagal realiojo skaičiaus modulio 
apibrėžimą gauname, kad 
[2-45 |» -(2- 45) 55 - 2. 
Tada gauname: | /5 -3|*|2- 45 |23- 45 +45 -2-1. 


b) Kadangi 1«43, tai 1-43 «0 ir todėl, pasinaudoje realiojo 
skaičiaus modulio B gauname: 


[1-53 |» -(1- 53)» 43-1. 


Kadangi 2» 43, tai 2-43»0 ir todėl, pasinaudoję realiojo 
skaičiaus modulio apibrėžimu, gauname: 


|2-45|-2-+5. 
Tada gauname: [1-43 |«|2- 93 |2 3 -1«2- 43 =1. 


с) Kadangi 242«3, tai 2/2-3«0 ir pasinaudoje realiojo 
skaičiaus modulio apibrėžimu, gauname: 


|2/2 -3|=-(2/2 -3)=3-242. 


Kadangi 42 «2, tai J2-2<0 ir todėl, pasinaudoję realiojo 
skaičiaus modulio apibrėžimu, gauname: 


|42 -2|»-(42 -2)22- 42. 


Kadangi 3> V2, tai 3-42»0 ir todėl, pasinaudoję realiojo 
skaičiaus modulio apibrėžimu, gauname: 


[3-42 |-3- 42. 
Tada gauname: 
|242 -3|-|42 -2|-|3- 42 | -3-242 -(2- /2)- (3- /2)- 
23-242 -2+ 42 -3+ 42 - -2. 
d) Kadangi 1- V2 <0, tai [1-42 |» -(1- 42)» 2-1. 
Kadangi 2 — V3 – V2 « 0, tai 
|2- 43 - 42 |» -(2- 43 - 2) 2 43 + 42 -2. 


Tada gauname: 


43 -2«|1-42|-|2- 43 - 2 |2 Уз -2« 42 -1- (48 +/2-2)= 
-43-2442-1-43-42-2--1. 
e) |л-2|-|л-4|-л-2-(л-4)-л-2-т44-2. 


Atsakymas. а) 1; b) 1; c) -2; d) -1, e) 2. 


56 pavyzdys. Paprastaja trupmeną E išreikškime dešimtaine ir 
suapvalinkime 0,001 tikslumu. 


Sprendimas. Paprastąją trupmeną versdami dešimtaine, skaitiklį 
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dalijame iš vardiklio. Dažniausiai tai atliekame skaičiuoklių. Gauname: 


2-0,428571...=0,429. 


Atsakymas. 0,429. 


57 pavyzdys. Iracionalųjį skaičių 423 suapvalinkime 0,01 tikslumu. 
Sprendimas. Saknies dešimtainę reikšmę randame skaičiuokliu: 

423 = 4,795...= 4,80. 
Atsakymas. 4,80. 


58 pavyzdys. Iracionalųjį skaičių 457 suapvalinkime 0,001 
tikslumu. 
Sprendimas. Šaknies dešimtainę išraišką randame skaičiuokliu: 
457 -7,5498...х 7,550. 
Atsakymas. 7,550. 


59 pavyzdys. Paverskime centimetrais 426 m ir raskime apytiksle 
reikšmę 1 cm tikslumu. 
Sprendimas. 


V26 m - (V26 -100) ст = /260000 ст= 509,901... cm = 510 ст. 
Atsakymas. 510 cm. 


60 pavyzdys. Skaičių tiesėje pavaizduokime skaičių 45. 


Sprendimas. Kadangi V5 = 22 +12, tai braižome statųjį trikampį, ku- 
rio statinių ilgiai yra 2 ir 1 (19 pav.). Sio tri- 


Я H . Я Я 4 
kampio įžambinės ilgis lygus 45. Toliau 6 
brėžiame spindulio ОА (04-45) 
apskritimo, kol jis kirs koordinačių О 2 B J5 X 
tiesę, dalį. Tiesėje gauname tašką V5. 19 pav. 
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61 pavyzdys. Be skaičiuoklio nustatysime, kuris skaičius didesnis: 


a) 440: ar 6; b) -V6 ar -2,4. 
Sprendimas. a) Skaičių 6 keičiame jam lygia kvadratine šaknimi: 
6-46 = 4/36. 


Didesnis skaičius yra tas, kurio pošaknis didesnis. Taigi 440 > 436. 
Vadinasi, 440 >6. 

b) Kadangi -2,4= ра = -45,76, tai mums reikia nustatyti, kas 
daugiau -V6 ar -45,76 . Žinome, kad iš dviejų neigiamų skaičių 
didesnis yra tas, kurio modulis mažesnis. Kadangi |- 6| »|45.76 |, ty. 
46 > 45,76 , tai -46 < - 45,16 . Vadinasi, -46 < -2,4. 

Atsakymas. a) -/40 > 6: b) -46 « -2,4. 


62 pavyzdys. Panaikinkime iracionaluma trupmenos vardiklyje: 
a) 


L š 
ТЭГ № 
| 342-1 -r 
dal Gai Bai (2 +1)(/2 -1) 


МЕЕ И E 


br 2-1 


15442 45442 _ 
5 45-48 Бар (5) -(42Y _ 


_5+у2 4542 


"$822 "3 m 
Atsakymas. a) 42-1; b) Suum 


Sprendimas. a) 


2 SKYRIUS. SKAICIAVIMAI 
2.1. VEIKSMAI SU SKAICIAIS 
2.1.1. Skaitiniai reiškiniai 
Jungdami skaičius aritmetinių veiksmų ženklais ir skliaustais, 
sudarome skaitinius reiškinius. Skaitiniame reiškinyje atlikę nurodyta 
tvarka veiksmus, gauname skaičių, kuris vadinamas reiškinio reikšme. 
Reiškiniuose, kurie neturi skliaustų aritmetiniai veiksmai atliekami šia 
tvarka: iš pradžių atliekame daugybos ir dalybos veiksmus, po to- 
sudėties ir atimties. 
Keletą sudėties ir atimties veiksmų, taip pat keletą daugybos ar 
dalybos veiksmų atliekame ta tvarka, kuria jie surašyti. 


1 pavyzdys. Apskaičiuokime reiškinių reikšmes: 
a) 7-8-6; b) 4+18:2; c) 272:17-2, d) 438:12:9. 
Sprendimas. a) Veiksmy atlikimo tvarka yra tokia: 
1) 7.8- 56; 2) 56-6=50. Taigi 7-8-6 = 50. 
b) Veiksmu atlikimo tvarka уга tokia: 
1) 18:229; 2) 449-13. 
с) Veiksmu atlikimo tvarka yra tokia: 
1) 272:17-16, 2)16 2-32. 
Atkreipkite dėmesį į tai, kad skaičiuojant šio reiškinio reikšmę, 
veiksmus reikia atlikti ta tvarka, kuria jie surašyti. Jeigu pirmiausia 
atliktume daugybos veiksmą, o po to dalybos veiksmą, tai gautume 
klaidingą atsakymą. Įsitikinti tuo paliekame patiems skaitytojams. 


Taigi 4+18:2=13. 


d) Veiksmų atlikimo tvarka yra tokia: 
1) 438-12 = 5256; 2) 5256:9 = 584. 
Atsakymas. a) 50; b) 13; c) 32; d) 584. 


Kai norime pakeisti veiksmų atlikimo tvarką, naudojame skliaustus. 


Skaičiuojant reiškinių, turinčių skliaustu, reikšmes, pirmiausia 
atliekame veiksmus skliaustuose; skliaustų viduje pirmiausia atliekame 
daugybą ir dalybą, po to sudėtį ir atimtį. 


2 pavyzdys. Kai reikia rasti reiškinio 


(30-20+(2137-1137)-22):100 + 442 reikšmę, tai veiksmų tvarka tokia: 
4 2 ЗУ. sS c6 


L 4 L LL 6, 


(30-20+(2137-1137)-22):100 + 442. 
Atliekame veiksmus: 
1) 30-20 = 600; 2) 2137-1137 =1000; 
3) 1000-22 = 22000; 4) 600+ 22000 = 22600; 
5) 22600:100 = 226; 6) 226+442 = 668. 
Taigi (30-20 + (2137 - 1137)-22):100 + 442 = 668. 


Atsakymas. 668. 


3 pavyzdys. Apskaičiuokite reiškinio 
(144-1000-(8-6)-416):6-15-4):25-2 reikšmę. 


Sprendimas. Surašykime veiksmų atlikimo tvarką: 
4, 5 9 


LL L S 2 


(04431000 (8-6) 716) 6154) 2522 
Atliekame veiksmus: 
1) 8-6-2, 2) 1000-2=2000; 3) 144-2000 = 2144; 
4) 2144+16=2160; 5) 2160:6=360; 6) 15-4 = 60; 
7) 360—60 =300; 8) 300:25-12, 9) 12-2-10. 
Taigi duotojo reiškinio reikšmė lygi 10. 
Atsakymas. 10. 


2.1.2. Aritmetiniai veiksmai su realiaisiais skaičiais 


Veiksmo 
Veiksmo pavadinimas Pavyzdys komponenčių 
pavadinimai 
1. Sudėtis. 28+12=40 28 1.12 demenys, 
40 — suma. 
35 — turinys, 
2. Atimtis. 35-15=20 15 — atéminys, 
20 — skirtumas. 
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8 ir 3 — daugina- 
3. Daugyba. 8-3-24 mieji, 
24 — sandauga. 


36 — dalinys, 
4 – daliklis, 
9 — dalmuo. 
2 – laipsnio 


4. Dalyba — veiksmas, 
atvirkščias daugybai. 


5. Kėlimas laipsniu — 
vienodų dauginamųjų | _, pagrindas, 
daugyba (laipsnio ro- 2 =2-2-2-2=16 | 4- laipsnio 
diklis rodo  daugi- 4 kartus rodiklis, 
namųjų skaičių). 


2* — laipsnis. 
16 - pošaknio 
mas — veiksmas skaičius, 


6. Šaknies trauki- 


atvirkštinis kėlimui 4 – šaknies rodiklis, 
laipsniu. #16 – šaknis. 


2.1.3. Veiksmų su realiaisiais skaičiais taisyklės 


1) Sudėdami skaičius su vienodais ženklais, rašome bendrą jų ženklą, 
o dėmenų modulius sudedame. 


Pavyzdžiui, (-14)+(-6)=-(14 + 6) = -20 ; 


з (L2). (3,2)... 
-2+(-2)- 23) 35 


2) Sudédami skaičius su skirtingais ženklais, i$ dėmens, kurio modulis 
didesnis, atimame dėmenį, kurio modulis mažesnis, o ženklą rašome to 
dėmens, kurio modulis didesnis. 

Pavyzdžiui, -14-6--14-6)--8, 
14+(-8)=+(14-8)=6. 


9-(-13)--03-9)--4: 


3) Norint iš vieno skaičiaus atimti kitą, reikia prie turinio pridėti 
skaičių, priešingą atėminiui. 

Pavyzdžiui, 14 -(-6)=14+6=20; 
(-14)-(-6)=(-14)+6=-8; 


14-6=14+(-6)=8; 
(-14)-6=(-14)+ (-6) = -20. 
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4) Daugindami arba dalydami skaičius su vienodais ženklais, gauname 
teigiamąjį skaičių, o su skirtingais ženklais — neigiamąjį skaičių. 
Pavyzdžiui, -3-(-5)=15; -8-4--32, -18:(-6)=3; 12:(-4)--3. 

Daugindami iš nulio, gauname nulį. Nulį dalydami iš skaičiaus, 
gauname nulį. 


Pavyzdžiui, 8-0=0; 0-6=0; 0:5=0. 
Dalyti iš nulio negalima. 


2.1.4. Aritmetinių veiksmų su realiaisiais skaičiais savybės 
Bet kuriems realiesiems skaičiams a, b ir c teisingos lygybės: 
1. a+b=b+a (sudėties perstatymo dėsnis). 
a+(b+c)=(a+6)+c (sudėties jungimo dėsnis). 
a-b=b-a (daugybos perstatymo dėsnis). 
a-(b-c)=(a-b)-c (daugybos jungimo dėsnis). 


m = ым 


. (a+b):c = ac * bc (daugybos skirstymo dėsnis). 
2.1.5. Paprastuju trupmenu aritmetiniai veiksmai 
1. Sudétis 


Veiksmo atlikimo tvarka 
(taisyklė) 


a) Trupmenų vardikliai 
vienodi. 


„4,4 atc 
Formulė: ГИЙГ b 


Taisyklé: prie pirmosios 
trupmenos skaitiklio pridedame 
antrosios trupmenos skaitikli, o 
vardiklj paliekame ta pati. 

Ta pati taisyklė galioja ir 
daugiau negu dviems 
trupmenoms. 


b) Trupmenų vardikliai 
skirtingi. 

Taisyklé: 

Iš pradžių trupmenas 
subendravardikliname 
(paprastai imame mažiausiąjį 120 
bendrąjį vardiklį), 

Po to taikome taisyklę a). 


„45 ,100, 48 _ 
“120120 120. 


„25+100+48 193 , 73 
Е 120 120 


2. Atimtis 


2) trupmeny vardikliai 
vienodi. 


Formulė: E 
b b 


Taisyklė: iš pirmosios 
trupmenos skaitiklio atimame 
antrosios trupmenos skaitiklį, 
o vardiklį paliekame tą patį. 


Ta pati taisyklė galioja ir 
daugiau nei dviems 
trupmenoms. 


b) trupmenų vardikliai 

skirtingi 

Taisyklė: 

iš pradžių trupmenas suben- | _ 
dravardikliname, о po 60 
taikome taisyklę a). 


Veiksmo atlikimo tvarka 


taisyklė) 


Paprastųjų trupmenu daugybą 
atliekame taip: 


Taisyklė: 

atskirai sudauginame skaitiklius, 
atskirai vardiklius, pirmą 
sandaugą rašome  skaitiklyje, 
antrą vardiklyje (jeigu galima 
trupmeną suprastiname). 

Ta pati taisyklė galioja, jeigu 
turime daugiau пери dvi 
trupmenas. 


4. Dalyba 


Paprastųjų trupmenu dalyba 
atliekame taip: 


a 


Taisyklė: dalinį b 


daugina- 


me 15 trupmenos 4 (atvirkš- 


tinės dalikliui Е ), Ly. daly- 
dami  trupmenas, pirmąją 
trupmena dauginame iš jai 
atvirkstinés. 


59 


2.1.6. Mišriųjų skaičių sudėtis, atimtis, daugyba ir dalyba 


Sudėti mišriuosius skaičius galime dviem būdais. 


1 būdas. Kiekvieną mišrųjį skaičių paverčiame netaisyklingąja 
trupmena, o po to gautasias netaisyklingąsias trupmenas sudedame. 


2būdas. Atskirai randame duotųjų mišriųjų skaičių sveikųjų ir 
trupmeninių dalių sumą. 
: 2 4 
1 pavyzdys. Raskime suma 63 * MS 
Sprendimas. 1 büdas. Paverskime kiekvieną mišrųjį skaičių 
netaisyklingaja trupmena, po to gautasias trupmenas sudékime: 
62 3.6«2 20 4 15:2+4 34. 


Зз 19157 s HS 


> 
Га 
„ы 
+. 
з 
ы 
L 
A 
! 
= 
о 
о 
+ 
29 
> 
en 
2 
A 


3115 MB DB B 
Dabar paverskime  netaisyklingaja trupmena ши mišriuoju 
skaičiumi. Padalykime 134 iš 15 su liekana: 


134 | 15 
120 8 
14 
Taigi 134=15-8+14. 
as 134 15-8+14 15-8 14 , 14 „4 
Vadinasi, —ç = 15 BC +15=8+15=815 
2,544 14 
Сауоте, Каа 63+ 21658 TE 


2 būdas. Atskirai randame mišriųjų skaičių sveikųjų ir trupmeninių 


: Y xad wb. 4 : 

daliu suma. Kadangi 65-6+ 3 ir 275 =2+тє› {аї 
2 4 42 4... 2:4. 10 4 _ 10-4 _ 
63*21576* 3 22546 =6+2+ 3 +15 78415 *is аат = 
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=2+7+3+—-+—+ 


14 „14 
Aš T 
Atsakymas. 815. 


2 pavyzdys. Apskaičiuokime reiškinio 23. 4 715, + gal. reikšmę. 


6 21 28 
Sprendimas. Sumos ieškosime antruoju būdu. 
TNAM NS P UT g 
Kadangi 26-24, Тэрэ ДЕ ir 35835587 tai 


MM 
1.16, JL 19, 1716. Upė 


ЗЕЕ рор 
EC гаас ENTE ЯВ LC 0871 
=12 +594 =12+98=12 +156 512414: 5134-55::13:55: 


9 
Atsakymas. 135: 


Panašiai atliekame ir mišriųjų skaičių atimtį. 


3 pavyzdys. Raskime skirtumą 5— 23. 


š 35. e 17. 39—17. 18. 5% 
Sprendimas. 1 būdas. 5-27 =5 7 7 7 23. 


3 54(2431:-5-2-3:3-3-2417.43- 
2 būdas. 5-23 =5 (2+2)-5 2-3-3-3-241-4- 
2-24-17:3-2,34-234 
=2+ 7 -2857-27 

4 
Atsakymas. 24. 


1-14+16:4+11:3 _ 


4 pavyzdys. Raskime skirtuma 6-31. 

Sprendimas. 65-33-59 [54-64 5-3 
6311-1341 „Ža : 
3-:6-384536- 

Atsakymas. 3$. 


5 pavyzdys. Apskaičiuokime reiškinio i - 657 -5 L reikšmę. 


6 4 
. 1 1 l1. pu NP D 
Sprendimas. 126 655 5470 tg 6 27 5 z^ 
2D-6-$41. 1 1,4, T8 T IE, 48-14-0127. 
6 27 4 6 27 4 108 
зү, 8-4-27 , 13 „108 13 108-13 95 
108 108 108 108 108 108 ` 
95 
Atsakymas. 108 
Daugindami ir dalydami mišriuosius skaičius pereiname prie 


netaisyklinguju trupmenų ir vadovaujamės paprastųjų trupmenų daugybos 
ir dalybos taisyklėmis (žr. šio skyriaus 2.1.5 skyrelį). 


6 pavyzdys. Raskime sandaugą 18 . 12 : 


Sprendimas. Mišriuosius skaičius 75 іг 45; paverčiame į 


netaisyklingąsias trupmenas: 


41$.1:7*6 4946 55. 
7717 7 7^ 


43..22:4*3 8843 91 
(227 


22 — ою 795 
6 „3 55 91 55-91 5.13 65 ,.1 
Tada 77.453773 2271-203] 12 ^2 i 


Atsakymas. 325. 


7 pavyzdys. Raskime dalmenį 


13 5. nd 
а) 335 :47; b) 288:137. 
Sprendimas. a)Pirmiausia mišriuosius skaičius M ir 
paverčiame į netaisyklingasias trupmenas: 
412.1634 55, 5 1445 8 
14 14 M^. 7 Л 3 
хай ЇЗ м5 35,35 S 7. $53 41 s 
VENIS pego natu ii 
5 8 . 5288 .96 288 7 


b) 288:137 22816 : MT 


710-96 10-Г 10-10 
Atsakymas. a) E b) 3... 
6” 10 


Apskaičiuokime keletą sudėtingesnių skaitinių reiškinių reikšmių. 


8 pavyzdys. Apskaičiuokime: 


2.41).1. A 41).513 

а) (8-12:31| 4: 9 (ss 42) 5! 
2 9. в f1 1 

6 (42405) 3 d) 38:13 3) 
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Sprendimas. a) Eilés tvarka atliekame veiksmus: 
2, 1 т ИЗ 7 x "4.28. 


543 dhrdq Eb F S 115608 


2) 3-28 2241-25 2240-25 22,65 28 5,5 22 


65 “° 65 65 65 65 ^ 65 


$231.1.1607.1 167 , 167.5 167 13.2411 - 
15:65 $^ 85 5 65 7265 13 13 Е 
E ке mS 
ийн *15712*1 =121 


b) Eilės tvarka atliekame veiksmus: 


ЖИРА ИРНЕ. MBA а да. Ч НЕ ИЕ Е 
D 506-465-412 11010: 
13 11.88 11 15 11-15 1:3 3 


1613 1188 11 15 11:15 1-3 
2) 116 551510 15 10 88 10-88 2-8 16: 


с) Eilés tvarka atliekame veiksmus: 


MOM 
ТРЕ РУ РИ аз 
1) ASA наг BT E нийг цэг а Ia Taka 
2.443.3 ,,849 4,17. Sa K E 
t—i “tta =4+ 74tl attat 75455 
5 9 65 48 65.48 5.4 
?532' 3-1: D 1243 14 37 
d) Eilés tvarka atliekame veiksmus: 
y 1. 351533 pa 9-2 7 
2 3 2 3 6 6 6" 
8.7 35.7 35 6 35.6 5.2 10 il 
9355 С5 9 7 997 За 3 23: 
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ll. 3i. : 1 
Atsakymas. a) 12437 b) 167 с) 20; d) 33: 


=2+—=2—. 


2.1.7. Pagrindiniai trupmenu uZdaviniai 
Pagrindiniai trupmenu uždaviniai pateikti lentelėje. 


Sprendimo algoritmas Pavyzdys 


1. Skaičiaus T Reikia padauginti duo- Mokinys turėjo 9 Lt. 2 
trupmenos reikšmės | tąjį skaičių i$ trupme- 3 
radimas žinant patį | nos, išreiškiančios jo 
skaičių, t.y. skaičiaus | dalį. 
dalies radimas, 
žinant trupmeną, 
išreiškiančią jo dalis, 
ir patį skaičių. 


pinigų jis išleido parduo- 
tuvėje. Kiek pinigų mokinys 
išleido? 
Sprendimas. 

2 9.2 

2.2526 Lt. 
9 3773 6 


2. Skaičiaus radimas 
žinant trupmeną, 
išreiškiančią jo dalis, 
ir ieškomo skaičiaus 
dalį 


Reikia ieškomojo skai- 
čiaus dalį padalyti iš 
trupmenos, išreiškian- 
čios jo dalį. 


Parduotuvėje mokinys 


išleido 6 Lt, o tai sudaro i 


visų turėtų pinigų. Kiek 
pinigų turėjo mokinys? 
Sprendimas. 

2 3 
6:==6:==9 и. 

3 2 

Mokinys turéjo 9 Lt. Par- 
duotuvéje jis išleido 6 Lt 
pirkiniams. Kokią dalį turėtų 
pinigų jis išleido pirkiniams? 
Sprendimas. 


3. Skaičiaus dalies ir 
viso skaičiaus san- 
tykio radimas, t.y. 
radimas trupmenos, 
kuri parodo, kokią 
pirmojo skaičiaus 
dalį sudaro antrasis. 


Reikia padalinti skai- 
čiaus dalies dydį iš 
paties skaičiaus. 


:9-5-2 
6:9-5-3- 


Išnagrinėsime dar keletą pavyzdžių. 


1 pavyzdys. Turistai nukeliavo 24 km, o tai sudaro 3 viso kelio. 


8 
Raskime, kokį kelią turėjo nukeliauti turistai. 
Sprendimas. 24: š =24- i - E - 64 (km). 


Atsakymas. 64 km. 


2 pavyzdys. Turistai per 3 dienas turéjo nueiti 72 km. Per 2 dienas 


пе nuėjo i viso kelio. Raskime, koki kelia nuéjo turistai per 2 dienas. 
Sprendimas. 72.— = —— — = 32 (km). 
Atsakymas. 32 km. 


2.1.8. Paprastosios trupmenos vertimas dešimtaine. 


Kiekvieną paprastąją trupmeną galima išreikšti arba baigtine 
dešimtaine, arba begaline periodine dešimtaine trupmena. Tam reikia 
paprastosios trupmenos skaitiklį padalyti iš vardiklio. 

1 pavyzdys. 


1) š = 0,625 2) E = 0,2545454... 0,2(54). 


: .14,000000 [55 
25000 |8 110 0,25454 ... 
48 0,625 7-300 1 
_ 20 7275 
5 7250 
40 220 
300 
0 — 275 
_250 
220 
300... 


2.1.9. Baigtinés dešimtainės trupmenos vertimo paprastąja 
trupmena taisyklë 
Norint paversti baigtinę dešimtainę trupmena paprastąja, reikia skaičių, 
esantį po kablelio, parašyti ieškomosios paprastosios trupmenos skaitiklyje, o 
vardiklyje parašyti vienetą su tiek nulių, kiek yra skaitmenų skaitiklyje. 


1 pavyzdys. 
_ 45. 213. ра 5201 _ 135201. 
1) 045-106 2)0213- 1000 ° 3)13,5201= 1310000 ^ 10000 ° 


28316 41528316 


4)41528316- 415100000 ^ 100000 


2.1.10. Absoliučioji ir santykinė paklaida. Matavimo tikslumas 


Dydžio tikslios ir apytikslės reikšmių skirtumo modulis vadinamas 
absoliučiąja paklaida. 


Jei skaičius x apytiksliai lygus skaičiui a, tai apytikslės reikšmės a 
absoliučioji paklaida уга: |x — a] . 

Kuo mažesnė absoliučioji paklaida, tuo apytikslė reikšmė yra 
artimesnė tiksliajai reikšmei. 

Dydžio apytikslės reikšmės santykinė paklaida vadiname 
absoliučiosios paklaidos ir apytikslės reikšmės santykį, t.y. се, 

Santykinė paklaida leidžia palyginti skirtingų dydžių apytikslių 
reikšmių tikslumą. Ji dažnai reiškiama procentais: 

|к-а| 


100%. 


1 pavyzdys. Skaičiaus 4 04444... apytikslés reikšmės 0,4 abso- 


9 
m : 4 
liučioji paklaida yra 8-04 1 - |= 157 , o santykinė paklaida lygi 
= E 4 119 
Q4 73 1196. 


Praktikoje dažnai nėra žinomos tikslios dydžių reikšmės, o žinomos 
tik jų apytikslės reikšmės tam tikru tikslumu. 

Apytikslė reikšmė, kurios absoliučioji paklaida ne didesnė už skaičių 
Л, vadinama dydžio apytiksle reikšme A tikslumu. Sakykime, x- tiksli 
dydžio reikšmė, a — to paties dydžio apytikslė reikšmė tikslumu А. 

Tada pagal apibrėžimą |x-a|«A, ty. —h<x-a<h, arba 
a-h<x<a+h. Sutrumpintai rašome taip: 

-ath,arba x=a (Л tikslumu). 
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2 pavyzdys. 42 =141+ 0,01, arba 42 «141 (0,01 tikslumu). Tai 
reiškia, kad tiksli 42. reikšmė yra didesnė už 1,41—0,01 ir mažesnė už 
1414-001, ty. 1,40 < V2 «142. 


3 pavyzdys. Raskime skaičiaus х = 3782,06451 apytikslę reikšmę 
0,001 tikslumu. Suapvalinę skaičių x iki tūkstantųjų, gauname šio 
skaičiaus apytikslę reikšmę a = 3782,065 , kurios absoliučioji paklaida yra 
mažesnė už skaičių A = 0,001: 

[3782,06451 – 3782,065| = 0,00049 < 0,001. 
Vadinasi, a = 3782,065 — skaičiaus x artinys 0,001 tikslumu. 


Apytikslės dydžių reikšmės dažnai gaunamos matuojant (pavyzdžiui, 
matuojant ilgį, masę, temperatūrą ir pan.). Tada svarbu žinoti, kokiu 
tikslumu išmatuota. 

Jei dydis randamas naudojantis kokiu nors matavimo prietaisu, 
matavimo tikslumas priklauso nuo to prietaiso skalės — kai ji sudalyta 
smulkesnių matavimo vienetų padalomis, matavimas bus tikslesnis. 


Mažiausia matavimo prietaiso padalos vertė vadinama to prietaiso 
tikslumu. 


Matavimo absoliučioji paklaida yra mažesnė už prietaiso skalės 
mažiausią padalos vertę (prietaiso tikslumą): 

|x-a|«h, čia x- tiksli dydžio reikšmė, a — matavimo rezultatas 
(apytikslė reikšmė), A — prietaiso tikslumas. 


4 pavyzdys. Liniuote, kurios skalės mažiausia padala уга 
1тт= 01 ст ilgio, išmatuotas knygos ilgis ir gauta ilgio apytikslė 
reikšmė 24,6 cm. 

1) Rašome x=(246+0,1) cm, arba x=24,6 (0,01 tikslumu). Šį 
užrašą suprantame taip: tiksli knygos ilgio reikšmė yra didesnė už 
246-0, = 24,5 cm, bet mažesnė už 246-01-24,7 cm, ty. 
24,5 < x < 247. 
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2) Liniuotės skalės padalos vertė 0,1 cm. Vadinasi, matavimo 
absoliučioji paklaida bus mažesnė už 0,1 cm. Rašome: 

|x-24,6|<0,1, kur x- tiksli reikšmė; 26,5 — matavimo rezultatas; 
0,1 — prietaiso tikslumas. 

Taigi —0,1 < x - 24,6 < 0,1 , arba 24,5 < x < 24,7. 

Matavimo santykinė paklaida mažesnė už prietaiso tikslumo ir 
matavimo rezultato (apytikslės reikšmės) santykį: 


x-a : xr А : А š 
Ба , čia x- tiksli dydžio reikšmė, a — matavimo rezultatas 


(apytikslė reikšmė), А — prietaiso tikslumas. 


5 pavyzdys. Liniuotės skalės mažiausia padala yra 0,1 cm ilgio. Šia 
liniuote išmatavus detalę, kurios ilgis lygus 13,574 cm, gauta ilgio 
apytikslė reikšmė 13,6 cm. Apskaičiuosime  apytikslės reikšmės 
absoliučiąją ir santykinę paklaidą (procentais) bei jas įvertinsime.. 

Absoliučioji apytikslės reikšmės paklaida lygi |13,574 – 13,6| = 0,026. 

Absoliučioji paklaida yra mažesnė už liniuotės skalės mažiausią 
padalos vertę (liniuotės tikslumą), t.y. |13,574 –13,6| = 0,026 < 0,1. 


Santykinė apytikslės reikšmės paklaida lygi 


1 ч 
113,574-13,6| РА 0,026 = 0,002 arba 0,2%. 


13,6 13,6 
Įvertinkime šią paklaidą: 
13,574-13,6| 01 — : - : 
136 « 136 = 0,007, ty. matavimo santykinė paklaida уга 


mažesnė už 0,7 96. 


2.2. PROCENTAI 
2.2.1. Procento sąvoka 
Viena šimtoji skaičiaus dalis vadinama to skaičiaus procentu. Taigi 


19 
1%= ag 7001. 


Procentas žymimas ženklu 96. Pavyzdžiui, 396, 25 %, 100% ir 


pan.. Bet kurį procentų skaičių galima išreikšti dešimtainės trupmenos 
pavidalu; tam reikia procentų skaičių padalyti iš 100. 


Perėjimo nuo procentų D trupmeny bendroji formulé: 


Jei 1%= 1, tai p%= 


100” 100 
Pavyzdžiai. 125%= 153 -125; 25%= 2 70025; 
„191 I 

19, 96 = 109 = 019! ir pan. 


Bet kurią trupmenos reikšmę galima išreikšti procentų skaičiumi; tam 
reikia trupmenos reikšmę padauginti iš 100 96. 


Perėjimo nuo trupmenos reikšmės prie procentų skaičiaus bendroji 
formulė: 


Jei 1= 10076, tai а-а-10096. 
Pavyzdžiai. 0,03 = 0,03:100%=3%; 0,45=0,45-100 Y0= 45 %; 
1,25 = 125-100%=125%. 


2.2.2. Paprasčiausi procentų uždaviniai 


1 uždavinys. Duotojo skaičiaus a procentų radimas. 
Norint sužinoti p % nuo skaičiaus a, reikia rasti šio skaičiaus 1 % ir 
rezultatą padauginti iš p, t.y. jei p% nuo skaičiaus а yra skaičius b, tai 


b=q00 P: 


Pavyzdžiui, 30% nuo skaičiaus 60 yra skaičius Б=-60_. 30=18; 


100 
čia a=60, р=30%. 


Šį uždavinį galima spręsti ir kitaip: 

1) procentus (p 99) paversti dešimtaine trupmena (0,01p); 

2) duotąjį skaičių a padauginti iš surastosios trupmenos, ty. 
b=a-0,0lp=0,0lpa. 

1 pavyzdys. Rasime 60 kg kiekio 12 procentų. 


= 12. 619: .0.12 = 
1) 12%= 155 7 012; 2) 60-012- 72. 


2 pavyzdys. Darbininkas per pamaina turéjo pagaminti 90 detaliu. 
Pasibaigus darbo dienai paaiškėjo, kad jis įvykdė 15096 pamainos 
užduoties. Kiek detalių pagamino darbininkas? 

„150 
1) 15095 = 109 ^ 25: 


Atsakymas. 135 detales. 


2) 90:15 2135. 


2 uždavinys. Skaičiaus radimas iš jo procentų reikšmės. 


Norint sužinoti skaičių a, kurio р% yra skaičius b, reikia rasti 
ieškomojo skaičiaus I Yo ir rezultatą padauginti iš 100, t.y. a = 5100. 

Pavyzdžiui, jei 3 Yo į banka padėto indėlio sudaro 150 Lt, tai visas 
indėlis lygus 


(5°). 100 = 5000 Lt. 


Šį uždavinį galima spręsti ir taip: 
1) procentus (р %) paverčiame dešimtaine trupmena (0,01p); 


2) skaičių b padalijame iš gautosios trupmenos reikšmės. Surastas 


"e M m o _ b 
dalmuo ir bus ieškomasis skaičius a, t.y. а= Top 
Pavyzdys. Rasime skaičių, jeigu žinoma, E x 30 % yra skaičius 18. 
1) 30%= 20-03; 2) 53-60. 


3 uždavinys. Dviejų skaičių procentinio santykio radimas, t.y. norime 
sužinoti, kiek procentų antrojo skaičiaus sudaro pirmasis. 
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Norint sužinoti skaičių a ir b procentinį santykį, t.y. kiek procentų 
skaičiaus b sudaro skaičius a, reikia sudaryti tų skaičių santykį ir jį 
padauginti iš 100 90. 


510076. 


3 pavyzdys. Skaičius 18 sudaro 30 Yo skaičiaus 60, nes šių skaičių 


procentinis santykis lygus 15 100% =30%. 


4 pavyzdys. Automobiliu gamykla planavo per diena pagaminti 60 
automobilių, tačiau pagamino 66 automobilius. Tada dienos užduotį 


gamykla įvykdė 1 :10096 , ty. 110 96. 


2.2.3. Dydžio pokyčio procentinės išraiškos radimas 


1. Procentais išreikštas skaičiaus padidėjimas nuo a iki 5: 


8-4 10096 arba 5 .100%-100%. 


Pavyzdys. Batų kaina padidėjo пио 120 Lt ікі 150 Lt. Rasime, kiek 
procentų padidėjo batų kaina. 

Sprendimas. Apskaičiuojame kainų skirtumą ir randame kainų 
skirtumo ir pradinės kainos procentinį santykį: 


150-120 „ano; 5o 

— —- 100% =25%. 
2. Procentais išreikštas skaičiaus sumažėjimas nuo b iki a: 
b-a 


— T 100% arba 100 9 — *-100%. 


Pavyzdys. Prasidėjus sezonui pomidorų kaina už 1 kg sumažėjo nuo 
5 Lt iki 3,5 Lt. Rasime, kiek procentų sumažėjo pomidorų kaina. 


5-35 
5 


Sprendimas. :10096 = 30 96 . 
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2.2.4. Sudétiniai procentai 


Uždaviniai, kuriuose dydis kinta, padidėja arba sumažėja kelis kartus 
tuo pačiu procentu, vadinami sudėtinių procentų uždaviniais. Jiems spręsti 
taikoma sudėtinių procentų formulė: 


S, =S (ri) ; (1) 
За S, — pradinė dydžio reikšmė; 
p — pastovaus kitimo procentai; 
n - natūralusis skaičius, rodantis kiek kartų kito dydis; 
S, — galutinė dydžio reikšmė. 
Kai dydis kaskart sumažėja po р% , skliaustuose rašome ženklą 


inus ,—“ ГЕ (ЕЕ Ау 
minus „—“, t.y. S, = S, ( | s 


1 pavyzdys. Miesto gyventojų skaičius kasmet padidėja 4 Yo. Kiek 
gyventojų bus mieste po dviejų metų, jei dabar mieste gyvena 5000 
gyventojų? Rasti gyventojų prieaugį. 

Šiame uždavinyje S, = 5000 , р=4%, n=2. 

Vadinasi, pagal (1) formulę 


2 
5, = sooo (1« | = 5000-104? = 5408 ; 


шаг 
100 
čia S, — miesto gyventojų skaičius po 2 metų. 

Gyventojų prieaugis S, — S, = 5408 – 5000 = 408 . 


Uždavinį galima spręsti ir nesinaudojant formule S, = 5! + is] à 
1) Sužinokime, kiek gyventojų bus mieste po I metų: 


5000+ A -4 5000+200 = 5200. 
2) Sužinokime, kiek gyventojų bus mieste po 2 metų: 
5200+ Ža = 5200-208 = 5408. 


Gyventojų prieaugis: 5408— 5000 = 408. 


2 pavyzdys. Prekės, kainavusios 100 Lt, kaina buvo sumažinta 5 96 du 
kartus. Kiek dabar kainuoja preké? 

Šiame uždavinyje S, =100; p - 596, n=2. 

Jei S, -prekės kaina po 2 sumažinimų, tai pagal (1) formulę 
(skliausteliuose imame ženklą „—“, nes prekės kaina buvo mažinama) 

2 
5, = 100-(1 = 188) =100:0,9025 = 90,25 (Lt). 

Sudėtinių procentų formulė dažnai naudojama komerciniuose 
skaičiavimuose. Išnagrinėkime vieną tipinį uždavinį. Taupomasis bankas 
už indėlį litais moka р% metinių palūkanų. Indėlininkas padėjo į 
banką 5, Lt. Kokią pinigų sumą S, jis atsiims po n metų? Rasti palūkanų 
dydį litais. 

Taikome sudėtinių procentų formulę: 


S, -5 (1155) . 


Palūkanų dydis litais bus S, – S, . 


3 pavyzdys. Taupomasis bankas už indėlį litais moka 4% metinių 
palūkanų. Indėlininkas padėjo į banką 2000 Lt sumos indėlį dviems 
metams. Kokią sumą pinigų indėlininkas atsiims a) po 2 metų? b) po 3 
metų? Rasti palūkanų dydį litais? 

a) Šiame uždavinyje S, = 2000 Lt; р=4%; п=2. Pagal (1) 
formulę po 2 metų indėlio dydis bus 


2 
S, = 2000.(1 +100) = 2000-1,0816 = 2163,2 (Lt). 
Palūkanų dydis litais уга 2163,2 – 2000 = 163,2 (Lt). 


b) S, 42000 Lt, р=4%, n-3. 
Po 3 mety indélininkas atsiimtu 
3 
S,= 2000.(1 +) = 2000-1124864 = 2249,73 (Ш). 


Palūkanų dydis litais yra 2249,73 — 2000 = 249,73 (14). 


2.2.5. Promilė. Praba 


Tükstantoji kurio nors dydžio dalis (arba viena яаг procento 


dalis) vadinama promile (žymima ženklu %о). Taigi 1 % = 1007 -0,001. 
Pavyzdžiai. 1)5%=-—2—=0005; 2) 1099-15. - 001; 
1000 " >”? 1000 ° 
2.35 . 
3) 35% = тууу = 0,035. 


Santykinis tauriojo metalo (aukso, sidabro, platinos) kiekis lydinio 
tūkstantyje svorio dalių vadinamas praba. Šio santykio ženklas 
nurodomas gaminyje. 


Pavyzdys. Raskime, kiek gramų gryno aukso yra auksiniame žiede, 
kurio praba 5859, o masė 3,58 g. Atsakymą parašykime 0,01g tikslumu. 
Sprendimas. 585° = 585 Yo . Vadinasi, grynas auksas sudaro 585 %o , 
585 ,. .. 585 
1000 žiedo masės: 1000 
masés 585? prabos Ziede yra 2,09 g gryno aukso. 


о tai atitinka -3,58 = 2,09 (g). Taigi 3,58 g 


Promilėmis dažnai išreiškiama maža tirpalų koncentracija (grynos 
medžiagos dalis tirpale). 


Pavyzdys. | vandenį įlašinus acto rūgšties gauta pusė litro 5 96o tirpalo. 
Rasime, kiek mililitrų (1 = 1000 m) vandens ir kiek mililitrų acto 
rūgšties yra tirpale? 

Sprendimas. Acto rūgšties tirpale yra 5 %, o tai atitinka Un 
tirpalo es 


T ян -500= 2,5 (тё). 


Vandens tirpale уга 500— 2,5 = 497,5 (тё). 
Taigi tirpale уга 497,5 тё vandens ir 2,5 тё acto rūgšties. 
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2.2.6. Medžiagos džiovinimo procentiniai uždaviniai 


Džiovinimo uždaviniuose duotoji medžiaga (pavyzdžiui, uogos, 
agurkai, grybai ir pan.) susideda iš vandens ir sausos medžiagos. 

Visos medžiagos, kuriose yra vandens, džiūdamos netenka vandens. 
Medžiagai išdžiūvus joje lieka šiek tiek vandens. Sprendžiant šio tipo 
uždavinius reikia atkreipti dėmesį į tai, kad džiūstant medžiagai sausos 
medžiagos kiekis nekinta. 

Išnagrinėkime keletą pavyzdžių. 


1 pavyzdys. Šviežiuose grybuose yra 9096 vandens, o džiovintuose — 
tik 1290. Raskime, kiek kilogramų džiovintų grybų galima gauti iš 
22 kg šviežių grybų. 

Sprendimas. Iš uždavinio sąlygos randame, kad šviežiuose grybuose 
yra 10096-9096-1096 sausų medžiagų, о džiovintuose grybuose yra 
100 96-12 % = 88 % sausų medžiagų. 

Tegu iš 22kg kilogramų šviežių grybų gausime xkg džiovintų 
grybų. 

Vadinasi, 22 kg šviežių grybų sausų medžiagų bus 22-0,1= 2,2 kg, 

о x kg kiekyje džiovintų grybų sausų medžiagų bus x- 0,88 = 0,88x kg. 

Kadangi šviežiuose grybuose ir džiovintuose grybuose sausųjų 

medžiagų kiekis yra tas pats, tai galime sudaryti lygtį 0,88- x = 2,2. 
Išsprendę šią lygtį randame, kad x = 2,5 (kg). 
Šį uždavinį galėjome spręsti ir nesudarydami lygties. Kadangi gry- 
buose maistingų (sausų) medžiagų yra E 10 = 2,2 kg, tai galime rašyti: 
xkg — 100% 
22 kg — 88% 
Sudarome proporcija 
doge: dita хе 22 7 aas (kg). 


Atsakymas. 2,5 kg. 
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2 pavyzdys. Iš 22kg šviežių grybų раша 2,5 kg džiovintų grybų, 
kuriuose yra 1296 vandens. Raskime, kiek procentų vandens yra 
šviežiuose grybuose. 


Sprendimas. Kadangi 2,5 kg džiovintų grybų уга 12% vandens, tai 
sausųjų medžiagų juose уга 8890, t.y. 2,5-0,88 = 2,2 (kg). 
Šviežiuose grybuose sausųjų medžiagų taip pat yra 2,2 kg. Vadinasi, 
šviežiuose grybuose уга 22 - 2,2 = 19,8 (kg) vandens. 
Surasime, kiek procentų nuo visos grybų masės, (t.y. nuo 22 kg) 
sudaro 19,8 kg. Turime: 
22kg —- 100% 


19,8 kg — x o. 

Sudarome proporciją 
22 100 . : . 198-100 ono 
198 x. 15 kurios randame, Кай х= =a S 90%. 


Taigi šviežiuose grybuose yra 90% vandens. 
Atsakymas. 90%. 


3 pavyzdys. Bitės, perdirbdamos gėlių nektarą į medų, tam tikrą 
vandens kiekį, esantį nektare, pašalina. Kiek kilogramų nektaro reikia 
perdirbti bitėms, kad jos gautų 1kg medaus, jei yra žinoma, kad nektaras 
turi 7090 vandens, о iš jo gautas medus turi 17 % vandens? Atsakymą 
pateikite vienos šimtosios kilogramo dalies tikslumu. 

Sprendimas. Šį uždavinį išspręsime dviem būdais: sudarydami lygtį ir 
sudarydami proporciją. 

1 būdas. (sudarant lygtį). Sakykime, norint gauti 1 kg medaus bitėms 
reikia perdirbti x kg nektaro. Nektaras ir medus yra sudaryti iš sausųjų 
medžiagų ir vandens. Aišku, kad x kg nektaro turi 

10095 — 70% = 30 % sausųjų medžiagų, 

о gautas medus turi 

10096 —17 % = 83% sausųjų medžiagų. 


Vadinasi, x kg nektaro yra 
х-03-0,-х (kg) sausųjų medžiagų, 
о I kg medaus уга 
1-0,83 = 0,83 (kg) sausųjų medžiagų. 
Kadangi nektare ir iš jo gautame meduje yra tas pats sausųjų 
medžiagų kiekis, tai galime sudaryti lygtį: 
0,83 


х-03-083, iš čia хий шид (kg). 


2 büdas (sudarant proporcijq). 
Sakykime, kad norint gauti 1 kg medaus, bitéms reikia perdirbti x kg 
nektaro. 1 kg medaus уга 
1-0,83 = 0,83 kg sausųjų medžiagų. 
Turime: 
x kg - 100% 
083 kg — 30%. 
Sudarome proporcija 
2ле 
083 30° 
Atsakymas. 2,77 Кр. 


_ 083-100 


15 kurios randame, Кай x 30 


x 2,77 (kg). 


2.2.7. Skysčių mišinių bei metalų lydinių 
procentiniai uždaviniai 
Sprendžiant šio skyrelio uždavinius reikia žinoti tirpalo 
koncentracijos apibrėžimą. 


Tirpalo koncentracija K vadiname tirpale esančios grynos medžiagos 
masės m ir visos tirpalo masės M santykį, padauginta iš 100%, t.y. 


K = 97 10096. 


Taip pat sprendžiant skysčių mišinių procentinius uždavinius reikia 
atkreipti dėmesį į tai, kad tirpale esančios grynos medžiagos kiekis 


nekinta, jei į tirpalą įpilame kito tirpalo, kurio sudėtyje nėra šios grynos 
medžiagos. 
Išnagrinėsime keletą pavyzdžių. 


1 pavyzdys. | 10 30% sieros rūgšties tirpalo įpylė 57 vandens. 
Kokios koncentracijos tirpalą gavo? 
Sprendimas. Pirmiausia surasime, kiek litrų grynos sieros rūgšties yra 
10-tyje litrų 3096 sieros rūgšties tirpalo: 
10 
3 
Taigi 10-tyje litru 3096 sieros rūgšties tirpalo уга 34 grynos sieros 
rūgšties. 


30=3(/). 


Kai į tirpalą įpylė 5 vandens, susidarė 15 £ naujai gauto mišinio. 
Vadinasi, gauto tirpalo koncentracija yra 

3 

Z7-10044= 20%. 
15 0096 — 20 96 


Atsakymas. 20%. 


2 pavyzdys. | 119g vandens ipylé 21g druskos. Kiek procentų 
druskos yra gautajame tirpale? 

Sprendimas. Сашо tirpalo masė lygi 119+21=140(g), o jo 
koncentracija — E -100 96-15 96. 

Taigi gautajame tirpale yra 15% druskos. Ta patį atsakymą galėjome 
gauti ir nesinaudodami tirpalo koncentracijos sąvoka. Galėjome spręsti taip: 


140 g – 100% 140 100. 
21g -х% 21 ^ x^ 
21-100 


iš šios proporcijos randame, kad х= =15 6. 


140 


3 pavyzdys. 4 kg vandeninio druskos tirpalo, turinčio 35 Yo vandens, 
sumaišomi su 6 kg tokio paties tirpalo, kuriame yra 3090 vandens. Kiek 
procentų vandens yra gautame mišinyje? 
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Sprendimas. Apskaičiuojame, kiek vandens yra pirmame, antrame bei 
gautame tirpaluose: 


1-ame tirpale yra 4-0,35 =1,4 (kg) vandens; 
2-ame tirpale уга 6-0,3 = 1,8 (kg) vandens; 
gautame tirpale yra 1,4+1,8=3,2 (kg) vandens. 
Сашо tirpalo masė уга 4kg+6kg =10 kg. 
Sudarome proporciją: 
10 100. 


10 kg - 100% T 
3148 за. нга 44 


Taigi gautame mišinyje уга 32 Yo vandens. 
Atsakymas. 32 Yo. 


-3296. 


,.32:100 
7210 


4 pavyzdys. Sumaišius 3096 koncentracijos ir 1096 koncentracijos 
druskos rūgšties tirpalus, gauta 600g 1596 koncentracijos tirpalo. Kiek 
gramų kiekvieno tirpalo buvo sumaišyta? 

Sprendimas. Uždavinį spręsime sudarydami lygčių sistemą. Tegu 
3096 koncentracijos druskos rūgšties tirpalo paimta x gramų, o 10% kon- 
centracijos — y gramų. Tada pagal uždavinio sąlygą galime sudaryti lygtį: 

х+ у= 600. 

Kadangi pirmasis tirpalas yra 3095 koncentracijos, tai šio tirpalo x 
gramų kiekyje уга 0,3- x gramų grynos druskos rūgšties. 

Analogiškai antrojo tirpalo y gramų kiekyje yra 01-у gramų 
druskos rūgšties. Gautame mišinyje pagal uždavinio sąlygą yra 

600-0,15 =90 g grynos druskos rūgšties. 
Galime sudaryti antrąją lygtį: 
03-x+0,1-y=90. 
Sudarome dviejų lygčių su dviem nežinomaisiais sistemą: 
Е + у= 600, 
03 -х+01: y 290. 


Ја išsprendę randame, kad х= 150 g, o у= 4502. 
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Taigi 30% koncentracijos tirpalo reikia paimti 150g, o 10% 
koncentracijos tirpalo — 450 g. 
Atsakymas. 150 g, 450 g. 


5 pavyzdys. Jūros vandenyje druska sudaro 596 jo masės. Kiek gėlo 
vandens reikia įpilti į 30 kg jūros vandens, kad druskos koncentracija 
būtų lygi 15%? 

Sprendimas. Sakykime, kad reikia įpilti x kg gėlo vandens. 
Randame, kiek kilogramų druskos уга 30 kg jūros vandens: 

30-0,05 -1,5 (kg). 

Apskaičiuojame, kiek kilogramų druskos уга (x+30) kg jūros 

vandens ir gėlo vandens mišinyje: 
(x+30)-0,015 (kg). 
Kadangi 30kg jūros vandens ir (x+30) kg jūros vandens ir gėlo 
vandens mišinyje druskos kiekis yra tas pats, tai galime sudaryti lygtį 
(x+30)-0,015 = 15. 
Išsprendę šią lygtį randame, kad x = 70 kg. 
Atsakymas. 70 kg. 


6 pavyzdys. 12 kg masės vario ir alavo lydinio gabale yra 4596 
vario. Kiek gryno alavo reikia pridėti prie šio gabalo, kad gautas naujas 
lydinys turėtų 40 Yo vario? 

Sprendimas. Tegu alavo, kurį reikia įmaišyti į lydinį, masė lygi 
x kg. Tada naujajame lydinyje, kurio masė уга (12 + x) kg, vario yra 


12+x > А 
100 -40 2 (12+ x): 0,4 (kg). 


Pradinis lydinys, kurio masė уга 12 kg, turėjo 4590 vario. 
Vadinasi, gryno vario šiame vario ir alavo lydinyje buvo 
12 


Tog 45754 (к). 


Kadangi vario masė turétame ir gautame lydinyje yra viena ir ta pati, 


tai galime sudaryti lygti: 
(12+ x)-04 2 54. 
Išsprendę šią lygtį randame, kad х = L5 (kg). 
Atsakymas. 1,5 kg. 


7 pavyzdys. 36 kg masės vario ir cinko lydinio gabale yra 45% 
vario. Į lydinį pridėta 13,5 kg vario. Kiek procentų vario turi naujas 
lydinys? 

Sprendimas. 1. Gautas lydinys sveria 36+13,5 = 49,5 (kg). 

2. 36kg masės vario ir cinko lydinio gabale уга 36-0,45 = 16,2 (kg) 
vario. 

3. Gautame 49,5 kg masės vario ir cinko lydinio gabale yra 
16,2 +13,5 = 29,7 (kg) vario. 

4. Rasime, kiek procentų vario turi naujas lydinys: 

495 kg — 100% 495 100. 


297 kg x% 297 x^ 


iš šios proporcijos randame, kad х= 


Atsakymas. 60%. 


8 pavyzdys. Turime dviejų rūšių plieno laužą: vienos rūšies plieno 
laužas turi 5% nikelio, o kitos — 40% nikelio. Kiek tonų vienos ir kiek 
kitos rūšies plieno laužo reikia paimti, kad po perlydymo gautume 1407 
plieno, turinčio 30% nikelio? 

Sprendimas. I. Tegu pirmos rūšies plieno laužo reikia paimti x /. 
Tada antros rūšies plieno laužo reikia paimti (140 — x) +. 

2. Pirmos rūšies plieno laužas turi 5% nikelio, todėl x / šio plieno 
laužo kiekyje уга x-0,05 (O nikelio. Analogiškai, antros rūšies plieno 
laužas turi 40% nikelio, todėl (140 – x) £ šio plieno laužo kiekyje уга 
(140- x)- 0,4 (г) nikelio. 


3. Remiantis uždavinio sąlyga, sulydę minėtą dviejų rūšių plieną, 
turime gauti 140 + plieno turinčio 30% nikelio. Vadinasi, po perlydymo 
gautame pliene turi būti 140 -0,3 (f) nikelio. 

Tačiau tas nikelio kiekis susideda iš х-0,05 (+) nikelio, esančio x t 
pirmos rūšies plieno lauže ir i$ (140-x)-0,4 (O nikelio, esančio 
(140 — x) t antros rūšies plieno lauže. Galime sudaryti lygtį: 

x- 0,05 + (140 — x)-0,4 2140-03. 
Sia lygti pertvarke gauname tokia lygti: 
vui 14 
035.x-14; iščia хэлд 9 B 
Taigi pirmos rūšies plieno laužo reikia paimti 40 1, o antros rūšies — 
140-40-100 +. 


Atsakymas. 40 t, 100 t. 


2.2.8. Atskiedimo procentiniai uZdaviniai 


Išnagrinėkime keletą pavyzdžių. 

1 pavyzdys. Iš statinės, kurioje buvo spiritas, dalį spirito ir vietoje jo 
iki buvusio tūrio pripylė vandens. Po to iš statinės nupylė tiek litrų gauto 
mišinio, kiek pirmą kartą nupylė spirito. Statinėje liko 49 £ gryno spirito. 
Kiek litrų spirito buvo nupilta iš statinės pirmą ir antrą kartą, jeigu 
statinėje iš viso buvo 64 £ spirito? 

Sprendimas. 1. Тери pirmą kartą iš statinės nupylé x£ spirito. 
Tuomet statinėje liko (64 — x) £ spirito. 

2. Po to, kai į statinę buvusio tūrio pripylė vandens, jame vėl buvo 
64-x 


64 2 mišinio. Vadinasi, 1 litre mišinio yra litrų spirito. 


3. Kadangi antrą kartą nupylė x litrų mišinio, tai antrą kartą gryno 


64-x 


spirito buvo nupilta -x litrų. 


4. Iš uždavinio sąlygos seka, kad iš statinės viso buvo nupilta 
64 — 49-15 litrų spirito. 
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64-х 
64 
Išsprendę šią lygtį randame dvi x reikšmes: х =8 іг х, =120. 


5. Sudarome lygti x+ х=15. 


Reikšmė х, =120 netenkina uždavinio sąlygos. Taigi pirmą Капа iš 
statinės buvo nupilti 8 litrai spirito. 


Antrą kartą buvo nupilti E =7 litrai spirito. 


Atsakymas. |-mą kartą nupylė 8 spirito, o antrą kartą — 7 £ spirito. 


2 pavyzdys. 81 talpos indas pripildytas deguonies ir azoto mišinio, 
turinčio 16% deguonies. Iš šio indo buvo išleista dalis mišinio ir įleistas 
toks pat kiekis azoto. Po to vėl išleista tiek pat, kaip pirmą kartą, mišinio ir 
įleista tiek pat azoto. Dabar mišinyje yra 9% deguonies. Koks kiekis 
mišinio kiekvieną kartą buvo išleidžiamas iš indo? 

Sprendimas. Tegu kiekvieną kartą iš indo išleisdavo x mišinio ir 


įleisdavo -L azoto. Pirmą kartą išleidus x mišinio, inde liko 


(8— x)- 0,16 litrų deguonies, kuris ištirpo 8 litruose mišinio. Pirmą kartą į 
indą įleidus azoto, deguonies koncentracija buvo lygi 


G-3)916. ху. 6-9-002. 

Antra kartą išleidus x litrų mišinio, inde liko (8— x) litrų mišinio, 
kuriame deguonies koncentracija buvo lygi 

(8-х)-0,02. 

Taigi po antro išleidimo inde deguonies liko (8 – х)(8 – x)- 0,02 litrų, 
kuris ištirpo 84 mišinio (antrą kartą vėl įleidus azoto). Antrą kartą į inda 
įleidus x litrų azoto, deguonies koncentracija buvo lygi 

(8- x) -0,02 
MEE Sam. 
Remiantis uždavinio sąlyga galime sudaryti lygtį 


2 
E-F -002 100-9, 
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Išsprendę šią lygtį randame dvi x reikšmes: x, =2 ir x, =14. 

Kadangi indo talpa buvo tik 8 litrai, tai 14 litrų mišinio iš indo 
išleisti negalėjo. Vadinasi, reikšmė x, =14 netenkina uždavinio sąlygos. 

Taigi kiekvieną kartą iš indo išleisdavo po 2 / mišinio. 

Atsakymas. 27. 


2.2.9. Geometrinio turinio procentų uždaviniai 


Sprendžiant geometrinio turinio procentų uždavinius patogu įvesti 
vieną arba du nežinomuosius. Jų rasti nereikia, nes toliau skaičiuojant 
procentinį santykį pagalbiniai kintamieji susiprastina. 

Išnagrinėkime keletą pavyzdžių. 


1 pavyzdys. Kiek procentų sumažės kvadrato plotas, kai jo kraštinę 
sutrumpinsime 15 96? 
Sprendimas. Kvadrato kraštinės ilgį pazymékime a. Tada kvadrato 
plotas bus S, =а?. 
Sutrumpinus 15% kvadrato kraštinės ilgis bus 
a—0,15a = 0,85а ‚ todėl kvadrato plotas 
S, = (085a). = 0,7225 а?. 
Apskaičiuojame plotą pokytį: 
S, - S, = a! -0,7225a* =0,2775a'. 
Procentinis ploto sumažėjimas bus 


2 
927152 10995 277544. 
a 


Atsakymas. 27,75 Yo. 


2 pavyzdys. Kvadrato įstrižainė padidėjo 2070. Keliais procentais 
padidėjo jo plotas? 

Sprendimas. Tegu pirmojo kvadrato įstrižainė yra x. Kadangi 
antrojo kvadrato įstrižainė yra 2090 ilgesnė, tai ji yra 


x+x-0,2=1,2-x. 
2 
Pirmojo kvadrato plotas lygus S, = xx A 


(L2-xy _ 144x? _ : 
Тарих, хайж 072-x'. 
Kvadratų plotų skirtumas уга 


$,-5, =0,72- x? -0,5- x? -022. x! . 


o antrojo - S, = 


-100% = 44 o. 


m. 
Vadinasi, kvadrato plotas padidéjo Ben. 


5-х? 


Atsakymas. 44%. 


3 pavyzdys. Kvadrato plotas padidėjo 69%. Keliais procentais 
padidėjo jo įstrižainė? 

Sprendimas. Tegu pirmojo kvadrato įstrižainė yra x, о antrojo 
kvadrato įstrižainė yra y. Jeigu pirmojo kvadrato plotas yra S, tai 
antrojo kvadrato plotas bus 

5-0,69-5-1,69-5. 


2 
Kadangi s=}, tai iš čia х= J25 . 


2 
Antrojo kvadrato plotas lygus >. Gauname tokią lygybę: 


X =169-S; iš čia y -03- 25. 

Randame kvadratų įstrižainių ilgių skirtumą: 
y-x-13- 428 - J2S =0,3-/2$. 

Randame įstrižainės ilgio procentinį padidėjimą: 
03-ү25 -10096-3096. 


425 


Atsakymas. 30%. 


4 pavyzdys. Stačiakampio ilgis padidėjo 20%, o jo plotis sumažėjo 
10 96. Keliais procentais padidėjo stačiakampio plotas? 

Sprendimas. Tegu pradinio (pirmojo) stačiakampio kraštinių ilgiai yra 
x ir y. Tada naujai gauto (antrojo) stačiakampio ilgis lygus 

x+x-02=L2-x, 

о plotis lygus y-y-01=0,9- y. 

Pirmojo stačiakampio plotas bus S, =x- y, 

oantrojo - S, 212x-09y = 1,08ху. 

Stačiakampių plotų skirtumas уга 5, — S, = 1,08ху- xy = 008x y. 

Randame ploto procentinį padidėjimą: 


Q08xy 10094 - gos. 
xy 


Atsakymas. 8%. 


5 pavyzdys. Du apskritimai turi bendra centra. Apskritimu spinduliu 
ilgių santykis lygus 0,6. Keliais procentais sumažėtų tais apskritimais 
apriboto žiedo plotas, jei mažesniojo apskritimo spindulį pailgintume 
2096, o didesniojo apskritimo spindulį sumažintume 20 96? 

Sprendimas. Tegu didesniojo apskri- 
timo spindulio ilgis yra R. Tada mažes- 
niojo apskritimo spindulio ilgis yra 

0,6- R (I pav.). 
Šiais apskritimais apriboto žiedo plotas yra 
S, = 3R! - n(06- А) = 
2 nR! -036nR! =0,641R7. 

Mažesniojo apskritimo spindulio ilgį padidinus 20 9^, jis bus lygus 

06R+0,6R-0,2=0,6R+0,12R=0,72R. 

Didesniojo apskritimo spindulio ilgį sumažinus 20%, jis bus lygus 

К-К-02-08К. 


1 pav. 
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Dabar gauto Ziedo plotas bus 

S, = (0,8 А)? — л(0,72 К)? = 0,64т R? -0,51847 R? = 0,1216x R". 
Ziedo ploto pokytis yra 

S,- S, = 0,64т R? - 02161 R? = 0,51841 R2. 
Procentinis Ziedo ploto pokytis yra 

051841R7 — 

0,647 К? 

Atsakymas. 81%. 


100% —- 8175. 


2.2.10. Įvairūs procentų uždaviniai 


1 uždavinys. Prekės kaina iš pradžių buvo sumažinta 20%, po to 
nauja kaina sumažinta dar 15% ir paskiausiai, po perkainavimo, esama 
prekės kaina sumažinta dar 1096. Kiek procentų iš viso sumažinta 
pradinė prekės kaina? 

Sprendimas. 

1. Tegu pradinė prekės kaina buvo x litų, kas sudaro 100%. 

2. Tada po pirmojo kainos sumažinimo prekės kaina bus 

х-х-02-08-х (Lt). 

3. Po antrojo kainos sumažinimo prekės kaina bus 

08-x-0,15-0,8x = 0,68- x (Lt). 
4. Po trečiojo kainos sumažinimo prekės kaina bus 
0,68 - x- 0,68x - 0,1 = 0,612 - x (Lt). 
5. Iš viso prekės kaina, lyginant su pradine kaina, sumažėjo 
x—0,612-x 2 0388. x (Li). 
6. Rasime, kiek procentų sudaro šis kainos sumažėjimas. 
x - 1004 
0388-x - y% 


Sudarome proporciją: [Xr we = i ; iš čia 


уе 0288 < 100 =38,8%. 
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Uždavinį išspręsime dar vienu būdu. Tegu pradinė prekės kaina buvo 
x(Lt). Po pirmojo prekės kainos sumažinimo ji kainavo 0,8-x (Lt), po 
antrojo sumažinimo ji kainavo 0,85-0,8x= 0,68- x (Lt), po trečiojo — 
0,9 -0,68х = 0,612x (Lt). 

Randame prekės kainos sumažėjimą procentais: 


х-0,612х 0388-x 
x x 


-100% = -10090= 38,8 %. 


Atsakymas. 38,8%. 


2 uždavinys. Žiemą daržovių kaina išaugo 25% lyginant su rudenį 
buvusia kaina. Keliais procentais reikia sumažinti daržovių kainą pavasarį, 
kad daržovės kainuotų tiek pat kaip praėjusį rudenį. 

Sprendimas. Tegu daržovių kaina rudenį buvo x Lt už kilogramą. 
Tada žiemą tų pačių daržovių kilogramas kainavo x+x-0,25=1,25- x 
litų. Sudarysime proporciją: 


125.x - 10096 
x- y% 

125-x 100. < , х:100 ono 
x yi iš čia HS Ap O% 


Vadinasi, pavasarį daržovių kainą reikia sumažinti 
10096 —80 95 — 20%. 
Atsakymas. 2090. 


3 uždavinys. Spalio mėnesį obuolių kaina sumažėjo 10% lyginant su 
obuolių kaina rugsėjo mėnesį. Lapkričio mėnesį obuolių kaina padidėjo 
10% lyginant su spalio mėnesio kaina. Kiek procentų rugsėjo mėnesio 
obuolių kainos sudaro lapkričio mėnesio kaina? 

Sprendimas. Tegu obuolių kaina rugsėjo mėnesį yra x litų už vieną 
kilogramą. Tada tų pačių obuolių kilogramas spalio mėnesį kainavo 

x-x-01=0,9- x litų. 

Lapkričio mėnesį tų pačių obuolių kilogramo kaina padidėjo 

09-x 


“100 10-009.x litų, 


todėl lapkričio mėnesį ju kilogramas kainavo 
0,9 -х+0,09 - х = 0,99 - x litų. 
Randame, kiek procentų rugsėjo mėnesio kaina sudaro lapkričio 
mėnesio kainos. 


099.x - a% 
x — 10096 
Sudarome proporcija цн, an iš kurios randame, kad 
m 299190 —99%. 


Atsakymas. 99%. 


4 uždavinys. Prekės kaina padidinta 25%. Keliais procentais reikėtų 
ją sumažinti, kad ji kainuotų tiek pat, kiek prieš pabrangimą? 
Sprendimas. Tegu pradinė prekės kaina yra x litų. Kai šios prekės 
kainą padidinsime х-0,25 litų ji kainuos 
x+x-0,25=1,25- x litų. 
Sakykime, šią kainą reikia sumažinti р %, kad prekė kainuotų tiek 
pat, kiek prieš pabrangimą. Tada prekės kaina bus 


 $-218$9.x P. = -4Р-11 
125-х-1,5-х 100 12521 12) litų. 


Kadangi ši kaina pagal uždavinio sąlygą turi būti lygi pradinei kainai, 
tai galime sudaryti lygtį 


iš kurios rasime nežinomojo p reikšmę. 


Abi šios lygties puses padaliję iš x gausime tokią lygtį 


e. | cB. -P-=02; 
124 127) I, ања l-i05-08, arba 02; 


iš čia р= 20%. 
Atsakymas. 20%. 


5 uždavinys. Turime du skaičius. Pirmasis skaičius yra didesnis už 
antrąjį 25%. Keliais procentais antrasis skaičius yra mažesnis už pirmąjį? 
Sprendimas. Tegu antrasis skaičius yra a. Tada pirmasis skaičius bus 
a+a-0,25=1,25-a. 
Rasime, kiek procentų pirmojo skaičiaus sudaro antrasis skaičius: 
125-а - 10096 
а - x% 
125-а _ 100. iš čia x= a-100 
a X 125-а 
Vadinasi, antrasis skaičius yra mažesnis už pirmąjį 
10096 —80 ?o = 20%. 
Atsakymas. 20%. 


- 8076. 


6 uždavinys. 2004 metais įmonės gaminamos produkcijos kiekis, 
lyginant su 2003 metais išaugo 490,0 2005 metais gaminamos 
produkcijos kiekis, lyginant su 2004 metais, išaugo 8%. Keliais 
procentais išaugo gaminamos produkcijos kiekis per 2004— 2005 metus. 


Sprendimas. Tegu 2003 metais įmonė pagamino х vienetų 
produkcijos. Tada 2004 metais įmonė pagamino x+x-0,04=1,04-x 
vienetų produkcijos. 2005 metais įmonė pagamino 
1,04x+1,04x-0,08=1,1232-x vienetų produkcijos. Vadinasi, įmonės 
gaminamos produkcijos kiekis per 2004-2005 metus, lyginant su 2003 
metais pagaminamos produkcijos kiekiu, padidėjo 1,1232x- x = 0,1232: x 
vienetų. Rasime, kiek procentų tai sudaro. 

x- 10096 
01232-х - а%. 
Sudarome proporciją 
x . 100 
01232-х a 


0,1232- x -100 
a=— > 
x 


, 18 kurios randame, kad 


=1232%. 
Atsakymas. 12,32 “o. 
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2.3. SKYRIAUS „SKAIČIAVIMAI“ UŽDAVINIŲ 


SPRENDIMO PAVYZDŽIAI 
1 pavyzdys. Apskaičiuokime: 
a) 425; b) 21432; c) 6-72; 
d) 9-42; e 52-2; 012-21; 8) 42:61. 
Sprendimas. а) 4+25=4+2+5=6+52=65; 


b) Galime skaičiuoti keliais būdais: 


1būdas. Kiekvieną iš duotųjų mišriųjų skaičių  paverčiame 


netaisyklingąja paprastąja trupmena, o po to gautąsias trupmenas 
sudedame: 


3 NX 
21,32.2:7*1,3:3*2 15 11 15:3+11:7 _ 
77837 3 “3 97 21 T 


245477 122 ,1 


2 būdas. Kiekvieną dėmenį užrašome sveikosios ir trupmeninės dalies 
suma, o po to gautasias sveikasias ir trupmenines dalis sudedame: 


1 2 1 2 h D 1-3-2-7 
21+32=2+74+3+2=(2+3) (1+2) 58 1- = 
17_,17 
UD 


c) Galime skaičiuoti keliais būdais: 
1 būdas. Kiekvieną iš duotųjų mišriųjų skaičių paverčiame netai- 
syklingąja paprastąja trupmena, o po to gautąsias trupmenas atimame: 


1512 зз 12 145 2 60 Е 
„Ba lai 
ШИН! 60 ^60 


2 būdas. Misriuosius skaičius 16 ir 15 užrašome sveikosios ir 


trupmeninės dalies suma, o po to atliekame veiksmus su gautosiomis 
sveikosiomis ir trupmeninėmis dalimis: 


65-73-16+£-(7+2)-16+5-7-5> 
-06-7)(5-4)-ө43:5:5:5, 22-25 =9+2 "92: 
d) 9-43-9-(8-3).-9-4-3-5-3-441-4-4-12- 
-444-43 
e 53-2-543-2-(5-2)-3-344-33. 


f) Misriuosius skaičius 12 іг 21 paverčiame paprastosiomis netai- 


syklingosiomis trupmenomis, o po to šias trupmenas sudauginame: 
2 41-7 15. 7-15 


кой диск: 


g) Mišriuosius skaičius 42 ir 6i paverčiame paprastosiomis 
netaisyklingosiomis trupmenomis, o po to randame šių trupmenų dalmenį: 
42.61 38.19 _ 38 3 38.3 2 


973 9 3 9 19 949 3: 


S us Ра sa. as až 
Atsakymas. а) 65 b) 521: с) 975: D 47: 9 37: 0 3; в) 5. 


2 pavyzdys. Apskaičiuokime: 
S. TZ aca IPOD 
а) 245437; b) 40 * 0,6 – 0,005 ; с) 15 1102; 
DO үх. PA 3. 
4) 1717: e) 33:45; 0 17:025. 


N 2620 
Sprendimas. a) 2,45 +35=2 45 3 5 245 , 26 497 26 = 


100°°7 m 7 287 
49-7426-20 3434520 863 ,23 
140 72140 140 140 
17 _ 17-25 _ 425 ы 
b) 45 +06 - 0005 = 27:55 + 0,6— 0.005 = 1505 + 0,595 = 


-0,4254 0,595 = 1,02. 


N 


1.026.102 6 100 6-100 20 


13. 
100 17” 


„4533.3333, 23341... 
TTT Ta 


3.0252 1..23 . 2. 
f 12:025- 5:557 47 


4.74. 
100 1 


а), 


PA 
^4 41 


23-. ы 3. ; . 
Atsakymas. a) 61207 b) 1,02; c) 17 ;d)2;e 7; f) 7. 


3 pavyzdys. Apskaičiuokime: 
$3). 6 (1L 5). 
9 258) 199 » + Í ): 
125 3). PACA TREAT 
© (52-22) (1-85): 9 (5*3 2) ( 17)! 
l 
2 


51 121.3. 1,5), 
9 (58:15) 10: D (54): 


: 8) 7--:4:--8. 


o ao sa mes $ „вт 
18 12 36 36 36 7 36. 4 
И ГЭ UE NES 
c) 0 31772775414 (3) 2 7^ 
( poo 1482 0 И 
-6-2+[+-3)=1+ 14 K“ 


à I 25:75 31 28473-5-4 16421-20 17. 
3 8 6 24 24 24 
0 D 3425182-351:51542-39154 51154525 
-4448-4-1-41: 
g p 71543221. 9 4 304. 


3 е 
2) 5:8-12. 
Atsakymas. a) 1, b) 1. с) 1. d) 1, e) 2; f) 3; g) 12 
2 6^ 7° 27 : ; . 
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4 pavyzdys. Apskaičiuokime: 


S.T. 185 doas voca 
(0982-15-15): (282:12 pa 0,32). 
Sprendimas. 
nds d P m: 


14 100 14 20 

312..185,D 18.19.3 
1219 1219 12 2 

12,3.7*230. 37 

20 2 20 20 

4) 2,82:1,2=2,35, 


3) 


Е as 
6) 2,35-0,5-1,85, 

ОТЧЕ 
7) 55:485 =185:185=1. 


Atsakymas. 1. 
0:22-012 
5 pavyzdys. Apskaičiuokime: E OPER SU 
7? 1,26--0, 08 


Sprendimas. 


2) 0,3-0,12 = 0,18, 


з) 4.126-4 „26 _4 126 18 


18 AŠ N 7+8 $90. 
4 35 +0.08= 25+т00= 100 100 97 
5) 0,18:0,8 = 0,225. 


Atsakymas. 0,225. 
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6 pavyzdys. Apskaičiuokite: 


Sprendimas. 


42314 


1 
3793? 


зу 14:119 44:21. 14,11. 22 


11 ll 1 21 


"5j"; 3 92208 
1. 21.3 21 10 
4 403-2214, 
D M LEN d 
5) M:67 7 = 
1.7 1.3.1] 
9835-5108 
Atsakymas. L 
7 pavyzdys. Apskaičiuokime: 2 — l 5 
13--4-- 
2-11 
Sprendimas. 3 
1.:3-11:11-2-1-3:4-4.3:3.43 
1) 2-43-43 (1+1)-2 1-1-1-1-22-4 
.2.5,3. 15 41 
2 5:3:1] 273773 
| :13-17-11:13-7-1-6-1-51 
3) 13-71=13 (2+2) =1з 7-1=6-1=55, 
sll2plloq2.2 TE Um 
995b 11-11 ar ii^ 


Atsakymas. | 4 


8 pavyzdys. Raskime x 15 lygybés: 


4 
03 9. v NUR 
a) PU b) 10:==х:1 : 
3 
РРА И x 1456 
€) x:0,75=9 2:144: d) 15105 
4 
Sprendimas. a) 03.9. 
х 31 
3 
4 = . — 
57-03 A 
1 3 10 
ИК лы A M Ж] 
4 748 44 4 
9 9 9 
„As gal 
b) l0:g-xilr, 
1-101. 
g*=10 FE 
1 10.5. 
g*=10 4° 
1.2.23 
8 2" 
25 
-.2..25.1.25 8. 
x- T^ i5 17100 
8 
с) х:0,75- 91 41, 
4 
x. 145-075 93. 


57 -3.19 

4 ^ 42" 

57. 319 

4 ^ 42' 
3-19 

522. 319197 3:19 4 3494 ү 

-S 42:4 42 57 42:5] 2 
4 

9 155 105 ' 

1,05-x=15-1,456, 
15-1,456 | 

= 7208 


Atsakymas. a) 24: b) 100; c) 1; d) 20,8. 


16 
9 pavyzdys. Raskime x, jei 


* 3 
6-1 


16 „4. 416. 84.84 84 17 
Sprendimas. 1) 8,4: 417 810: 17:10:17 10 84 


2) 0,3-1,7-2, 3) 27-0,8-1,9, 
1 9 19 7 133 
91925-0523 -10 37 30" 


5) 52-1-52-14-38, 


6) 38:23-38:23 _38 70 266 


70 71070 10 3 3^" 
лу 133.266 133 3 _1 2 


303 30 266 20” 
Atsakymas. 40. 


03+в4:417 (2, 7-08):21 


21-17, 
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10 pavyzdys. Apskaičiuokime: 


a) 1,(3)+2,(23); b) чог); 
01(2)_0,2(3)\ 87. 0,8(5)+0,1(6) 
9889) 830) 31: (97 680) 


Sprendimas. a) Užrašykime begalines dešimtaines periodines trup- 
menas 1,(3) ir 2,(23) paprastosiomis. 
Pažymėkime x = 1,(3), y = 2,(23). 
Abi lygybės х =1,(3) puses padauginkime iš 10. Gauname lygybę 
10x =13,(3). 
Iš šios lygybės atimkime lygybę x = I (3). Gauname: 
10х-х-13,(3)-1,(3), 
9х-12, 
„12 
9 
Dabar abi lygybės у = 2,(23) puses padauginkime iš 100. Gauname 
lygybę 


x 


100 y = 223,(23). 
Iš šios lygybės atimkime lygybę y = 2,(23). Gauname: 
100y- y = 223,(23) - 2,(23), 
99 y = 221, 


„йм 
yw 


1 
125 2211 1-114221 _132+221_353_,56 


Tada 13) 2,023) = 77 + 99 гү 


99 99799799 
b) Užrašykime begalines dešimtaines periodines trupmenas 0,(12), 
0,0(5) ir 0,(17) paprastosiomis. 
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Pažymėkime x = 0,(12), y=0,0(5) ir z 2 0, (17). 
х= 0,(12) |-100, 
100x=12,(12), 
100х-х-12,(12)-0,(12), 


99x -12, х= = зү: 
у= 0,0(5) [-10, 

10 y = 0,(5) |-10, 
100y = 5,(5), 
100y-10y=5,(5)-0,(5), 
90y-5, y- 215 

z - 0, (17) |-100, 


100z =17,(17), 
1002-2 =17,(17)-0,(17), 
99z x17, 


Taigi 0,(12)- 3. 0,0(5) = 0(17)- 5. 


3 
18” 
І 


4 
0,(12)+0,0(5) 33718 (4 1 _ 
шэнги ла 
99 
_4-6+1-11 99 35 99 35.99 35 І 
^ 1988 17 198 17 198-17 34 34 


c) Užrašysime skliaustuose esančias begalines dešimtaines periodines 
trupmenas paprastosiomis. Paverskime begalinę dešimtainę periodinę 
trupmeną 0,1(2) paprastąja. 


Pažymėkime х-0,1(2). 
Padaugine abi 5105 lygybés puses i$ 10, gauname lygybe 
10x = L(2). 
Sios lygybés abi puses dar karta padauginame i$ 10 ir gauname 
antraja lygybe 
100x -12,(2). 
Iš antrosios lygybės atimkime pirmąją: 
100х-10х-12,(2)-1,(2), ty. 90х-11. 


i | 231 quisi (dines di. 
Iš šios lygybės randame, kad х= 90 Taigi 0,12) = 90 
Tokiu pat būdu paprastosiomis trupmenomis išreiškę kitas begalines 


dešimtaines periodines trupmenas, gauname: 


01G)- оу: 0,2(3)=21; quae 29. 


90” 90 
п 21 
Tada: i 010) 026) 90 50 11 21 1120-2142. 
“9 048) 03Q) 12 29 12 29 1229 ` 
90 90 


319-2532 67 . 
UD 2-39 
67 8 67:87 613 _ 67 86 


212.29 311 12-2931] 12310 4.311 1244 


d) Užrašykime begalines dešimtaines periodines trupmenas 0,8(5); 
0,1(6) ir 0,17(1) paprastosiomis. 

Pažymėkime x=0,8(5). Abi šios lygybės puses padauginkime iš 
10. Gauname lygybę 


10x = 8,(5). (1) 
Abi (1) lygybės puses padauginkime iš 10. Gauname lygybę 
100x =85,(5). (2) 


Iš (2) lygybės atimkime (1) lygybę: 


100x — 10x =85,(5)-8.(5), 
90x - 71, 
Жеш 
7907 
igi 0,8(5)= 77. 
Taigi 0,8(5)= 90” 


х 


Pazymékime у = 0,1(6). Gauname: 
y=0,1(6)|-10, 
10y=1,(6) |-10, 
100 y -16,(6), 
100 y -10y -16,(6) -1,(6), 
90y=15, 
y= > 
90 
Taigi 0,1(6)= 22. 
Pažymėkime z=0,17(1). Abi šios lygybės puse padauginkime iš 
100. Gauname lygybę 
1002 -17,(1). (1) 
Abi (1) lygybės puses padauginkime iš 10. Gauname lygybę 
10002 =171,(1). (2) 
Iš (2) lygybės atimkime (1) lygybę: 
1000z -100z =171,(1)-17,(1), 
900z =154, 


ga DPA 
900 
154 


81 


71,15 77+15 92 l.i 
тада 08(5)+0,1(6) 90790 90 90 92154. ps 5.6.1000 £ 8100 kg „ы. 

0.17 (1) 154 154 154 90 900 t l m3 00 a^ m 

900 900 900 1000 
92 900 92.900 460 _ 515 čia reikėjo prisiminti, kad 
790 154 90154 77 77 "vn Ж 4. oss .g L^ 
4 M NT EE АЛЖ, ЭРЭР, TAA ЫШ 7100 "^ 851000 E 
tsakymas. a) 997 ) 34: 9 12417 ) 27: Ф N 


teisinga lygybé: 
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Atsakymas. а) 1,08 T": b)25%; с) 18 97. ауз0-5- 
h 5 h cm 


11 pavyzdys. Įrašykime vietoj žvaigždutės praleistą skaičių, kad būtų ë 4000 2. ‚0 s 


фы уют, aste | 
I Р М 12 pavyzdys. Skaičių 37 0.666... suapvalinkime iki deSimtuju ir 
8 8 + 8 £ . £ £ ; WR P š š 
d) 30 cde * pi e)4 нес: =* жа 0875" "E raskime gautosios apytikslės reikšmės absoliučiąją ir santykinę paklaidas. 
Santykinę paklaidą išreikšime procentais. 

Sprendimas. 4 н КМБ JT 

1 i prendimas. Skaičių rum 0,666... suapvalinę iki dešimtųjų gauname 
a) 18 = -18- 0 — - rP- 1,08 m. apytikslę reikšmę 0,7. Šios apytikslės reikšmės i paklaida yra: 

“' Fo His HS 

km 1000 т 90-1000 m m 
b) 90 E 90. "3600s 3600 s 25 кчы о santykinė paklaida уга: 
ми Ё us | 3 3 -10 
т. 1000 5.3600 km... km 3 30.1 T IB vi. 
L iM ux 1000 Ap 07 7 3010 3 7 307 2r 
3600 to 
100 16 
1000g 30-1000 g g arba —-100 962 —- 96-2 4— %. 
.— =— < 230 ——. 

big P d 1000 cm? 1000 сыз : ст} л 2 Б 

1 Atsakymas. Absoliučioji paklaida lygi E o santykiné lygi LA 

g 1000 "€ 4-10“ kg 3 kg kg a al 
e4 —.-4.—1000 ^ 24322 Z -4.10 = 4000 2. 16 
cm? _ l t P m т? m? arba 42 96. 
1000000 21 


13 pavyzdys. Kamilė padėjo mamai tvarkyti kambarius. Ketvirtį 


valandos ji plovė indus, i valandos ji tvarkė koridorių, o savo kambario 


tvarkymui ji sugaišo 1,5 karto daugiau laiko, negu koridoriaus 
sutvarkymui. Kiek laiko Kamilė padėjo mamai tvarkyti kambarius? 


Sprendimas. Kamilė plovė indus 19 =15 minučių. 


Koridorių ji tvarkė 32-60 =40 minučių. 


Savo kambario tvarkymui ji sugaišo 1,5-40 =60 minučių =1 valandą. 
Kamilė padėjo mamai tvarkyti kambarius iš viso 

60+15+40=115 minučių =1 А 55 minutes. 
Atsakymas. | h 55 min. 


14 pavyzdys. Drabužių parduotuvė pardavė 160 vyriškų striukių. 


Parduotų moteriškų striukių skaičius sudarė i parduotų vyriškų striukių 


skaičiaus, o parduotų vaikiškų striukių skaičius sudarė i parduotų 
vyriškų ir moteriškų striukių skaičiaus. Kiek vienetų vaikiškų striukių 
parduotuvė pardavė daugiau negu moteriškų? 

Sprendimas. Parduotuvė pardavė 160.3 -20 moteriškų striukių. 


Parduotų vyriškų ir moteriškų striukių skaičius lygus 160 + 20 = 180. 
Parduotuvė pardavė 180- i =60 vaikiškų striukių. 


Vadinasi, parduota 60-20-40 vaikiškų striukių daugiau negu 
moteriškų. 


Atsakymas. Parduota 40 vaikiškų striukių daugiau negu moteriškų. 


15 pavyzdys. Dviejuose maišeliuose buvo 12 obuolių. Jeigu i pir- 
majame maišelyje esančių obuolių perdétume į antrąjį, tai abiejuose 
maišeliuose jų būtų po lygiai. Kiek obuolių buvo iš pradžių kiekviename 
maišelyje? 

Sprendimas. Po perdėjimo pirmajame maišelyje likę 6 obuoliai sudaro i 
ten buvusių obuolių. Vadinasi, pirmajame maišelyje prieš perdėjimą buvo 
6: 2 =8 obuoliai. Taigi antrajame maišelyje buvo 12-8-4 obuoliai. 


Atsakymas. 8 ir 4 obuoliai. 


16 pavyzdys. Turistas pirmąją dieną nuėjo i viso kelio, antraja diena — š 


likusio kelio, o trečiąją dieną — paskutiniuosius likusius 16 km. Raskite 
kelio, kurį nuėjo turistas, ilgį. 
Sprendimas. Tegu viso kelio ilgis lygus x km. Tada pirmąją dieną 
turistas nuėjo D km. Antraja diena nuéjo 
Д РА Е due 
sb гын sa p Am: 
Kadangi trečiąją dieną nuėjo 16 km, tai galime sudaryti lygtį: 


РЭН ГЭРЧ 


4 12 
1 5 бж 
gtp s 16, 


р = ¿qe [L = 
E. *= 16, х= 16 1) х=48 km. 


Atsakymas. 48 km. 


17 pavyzdys. Trys draugai išvyko į turistinę kelionę. Pirmasis važiavo 


autobusu 60 = greičiu, antrasis — traukiniu 25 S greičiu, o trečiasis 
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skrido lėktuvu. Kokiu greičiu skrido lėktuvas, jeigu autobuso ir traukinio 
greičių suma sudaro š lėktuvo greičio? 
Sprendimas. Tegul lėktuvo greitis x T Traukinio greitis 


25.3600 km _ on km 


Po. 999 Mm. —— 
"M “A A 
Autobuso ir traukinio greičių suma lygi 60 +90 2150 (2) 
Зон 2150:3. = 400 (T 
Tada 3х -150, x=150: £ = 400 ( " ) 
km 


Atsakymas. 400 F 


18 Pavyzdys. Tuo pačiu metu iš vieno namo į tą pačią mokyklą išėjo 
1 
5 


patį laiką Lukas nužengė i karto daugiau Zingsniu negu Rytis. Kuris 


Rytis ir Lukas. Luko Zingsnis buvo karto trumpesnis už Ryčio. Per tą 


berniukas anksčiau atėjo į mokyklą? 
Sprendimas. Tegul Ryčio žingsnis yra x cm, 
tada Luko žingsnis — х cm. Vadinasi, Luko žingsnis sudaro 
4 


= 
i = i Ryčio žingsnio. 


Sakykime, kad Rytis nužengė y žingsnių, tada Lukas nužengė 


y+ i» = $> Zingsniu. 


6 
< 
Luko žingsnių skaičius lygus 52 = E Ryčio žingsnių skaičiaus. 
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e s 5? 4 6 24 
Vadinasi, Luko greitis lygus 357355 


Taigi Rytis ateis į mokyklą anksčiau už Luką. 


Ryčio greičio. 


Atsakymas. Rytis ateis į mokyklą anksčiau už Luką. 


19 pavyzdys. Valstietė vienam pirkėjui pardavė pusę visų savo 
viščiukų, antrajam — trečdalį likusiųjų be 6 viščiukų, trečiajam — ketvirta- 
dalį likusiųjų be 6 viščiukų. Tada jai liko dar pusė jos atsineštų viščiukų. 
Kiek viščiukų valstietė turėjo ir kiek ji pardavė kiekvienam pirkėjui? 

Sprendimas. Tegul valstietė atsinešė į turgų x viščiukų. Tada, kai 


pirmajam pirkėjui ji pardavė 35 -6 viščiukus, jai liko 


1 21 did 
х-(ух-6)= ;**6 viščiuko. 


Antrajam pirkėjui ji pardavė i + 9- 6= E —4 viščiukus, o jai liko 
lx 6-(18-4| = 1,410 viščiukų 

2 6 3 : 
Trečiajam pirkėjui ji pardavė 1. (z= 10)-6 =L x-2 viščiukus 
4 13 277 i 


Kadangi visiems trims pirkėjams ji pardavė P viščiukų, sudarome lygtį. 


1 1 1 7-1. 
25-5“6Х5-45125-2535 
1 1 7 
et; 
3,27 

12^ 27 

„27.32 

х= 2 223 


Taigi pirmajam pirkėjui valstietė pardavė 54 - 2-6 = 21 viščiuką, 


antrajam (54-21)- i-6 -5 viščiukus, 


o trečiajam pardavė 4 64721-3)-6 =1 viščiuką. 
Atsakymas. 54; 21; 5; 1. 


20 pavyzdys. Dirba dvi sniego valymo mašinos. Pirmoji gali gatvę 
nuvalyti per 1 A, antroji – рег i to laiko. Pradéjusios valyti kartu abi 
mašinos dirbo 20 min. Po to dirbo tik antroji mašina. Kiek laiko prireikė 
antrajai mašinai baigti valyti visą gatvę? 

Sprendimas. Tegul visas darbas yra |. 


Antroji mašina gali nuvalyti visą gatvę per i h. 


Per | A antroji mašina gali nuvalyti т=з gatvés dali. 


3 
КИЕ КЕТО ТҮ i р ОС. 4 dm 
Abi mašinos dirbo 3^ ir nuvalé —-1+ es 3+9 S gatvės dalį. 
Taa 


Vadinasi, antrajai mašinai liko nuvalyti 1- 9-9 


gatvės. 

pz ЭДЕ 242 : : sn 2 4 1 
Antrajai mašinai nuvalyti 5 gatvės dalies prireikė 9:3 609 
Atsakymas. 10 min. 


21 pavyzdys. Arnas ruošė namų darbus 90 minučių: lietuvių kalbą 


ruošė i to laiko, kurį sprendė matematikos užduotis, geografiją mokėsi 
10 minučių mažiau negu lietuvių kalbą. Kiek laiko Arnas mokėsi 
matematiką, lietuvių kalbą ir geografiją. 


Sprendimas. Tegul Arnas sprendė matematikos užduotis x minučių, 


4 
minučių. Kadangi Arnas ruošė namų darbus 90 minučių, sudarome lygtį: 


tada 28 minučių ruošė lietuvių kalbą, o geografiją mokėsi (Žx-10) 


х+3х+3х—10=90, 
S —100- 3. _ 
75210, x=100:5, х= 40. 


Vadinasi, Arnas matematikos užduotis sprendė 40 minučių, mokėsi 
lietuvių kalbą i :40 = 30 (min), o geografiją mokėsi 30 —10 = 20 (min). 


Atsakymas. 40 min, 30 min, 20 min. 


22 pavyzdys. Svarstyklių skalės padalos vertė yra 0,1 g. Jomis 
pasvėrus detalę, kurios masė lygi 47,13209 g, gauta masės apytikslė 
reikšmė 47,1 g. Apskaičiuokime tos apytikslės reikšmės absoliučiąją ir 
santykinę paklaidas. Nustatysime, kokio skaičiaus nesieks absoliučioji 
paklaida sveriant šiomis svarstyklėmis. 

Sprendimas. Absoliučioji apytikslės reikšmės paklaida lygi 

|47,13209 – 47,1 | = 0,03209. 
Santykinė apytikslės reikšmės paklaida lygi 
0,03209 
47,1 

Kadangi svarstykliu skalés padalos verté yra 0,1 g, tai svérimo 
absoliučioji paklaida bus mažesnė už 0,1 g. 

Atsakymas. Absoliučioji paklaida lygi 0,03209, o santykinė paklaida 
yra =0,07 Yo. Absoliučioji paklaida bus mažesnė už 0,1 g. 


= 0,0007, t.y. 0,07 96. 


23 pavyzdys. Garsioje Senovės Egipto matematikos knygoje — Raindo 
papiruse (2000-1700 m.pr.me. ) teigiama, kad lygiašonės trapecijos 
formos žemės sklypo plotą reikia skaičiuoti imant pagrindų sumos ir 
šoninės kraštinės sandaugos pusę. Nustatysime, kokią santykinę paklaidą 
procentais padarytume senovės egiptiečių būdu skaičiuodami trapecijos, 
kurios pagrindai 6 ir 4, o šoninė kraštinė lygi 10, plotą. Atsakymą 
pateiksime procento dešimtųjų dalių tikslumu. 
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Sprendimas. 4 


Nubraižykime duotaja trapecija: 10 


6 
a+b 


Randame šios trapecijos plotą remdamiesi formule S = 2 


Y 
čia a, b – trapecijos pagrindų ilgiai, A — 2-7 аш 6. 


Taigi 5-278. h. Kadangi л = N10 = J100 — - 499, tai 
s=% 99 = 5.499. 


Randame „00 trapecijos plotą senovės egiptiečių matematikos 
knygoje aprašytu būdu: 
$-379.10-5.10- 50. 
Apskaičiuokime trapecijos ploto apytikslės reikšmės santykinę 
paklaidą: 
[5- 499 -50| 
шин N 0,005, arba 0,005-100 % = 0,5 90. 


Atsakymas. = 0,5 Yo. 


24 pavyzdys. Gyvsidabrio tankis yra 13,55 £. Suapvalinkime šį 
skaičių iki dešimtųjų ir raskime gautos руй reikšmės santykinę 
paklaidą. Gautą santykinę paklaidą išreikškime procentais dešimtųjų dalių 
tikslumu. 

Sprendimas. Suapvalinkime skaičių 13,55 iki dešimtųjų: 13,55 = 13,6. 

Šios apytikslės reikšmės santykinė paklaida lygi: 

13,55 -13,6| „005 1 
13,6 13,6 272° 

о tai atitinka 
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o, 100 
Žž B 272 


96, ty. «0,4 96. 


1 о 
Atsakymas. 573” arba 0,4 95. 


25 pavyzdys. Automobilio greitis 20 Yo didesnis už motociklo greitį. 
Keliais procentais reikia sumažinti motociklo greitį, kad jis būtų lygus 
80 Yo automobilio greičio. 


Sprendimas. Tegu motociklo greitis yra x En. Tada automobilio 
greitis yra 1,2x Е 
Sakykime, kad motociklo greitį reikia sumažinti p Yo. Tada 


p=100-0,04=4 4. 
Atsakymas. 4 Yo. 


26 pavyzdys. Parašykime duotuosius procentus atitinkančias dešim- 
taines ir paprastąsias trupmenas (jei galima, suprastinkime): 


а) 65 96, b) 38 90, с) 75%; 4) 125 96, 
е) 120 %; f) 25,4 %; g) 5 %. 
Sprendimas. 


a) Kadangi 1%=—__ tai 65 96 65 . 15 


—=— 9 = 
100 100 ^ 20 агра 65 % = 0,65. 


b) 38 %= = 39 arba 38 % = 0,38. 


75 3 zs 
100^ 4 arba 75 %= 0,75. 


125 5 L 9, — 
00-24 arba 125 ?6-1,25. 
120 6 ,1 9, — 

100 5 15 arba 120 95-1,2. 


254 254 127 
100 1000 500 


с) 75 %= 


d) 125 %= 


e) 120 %= 


f) 25,4 %= arba 25,4 % = 0,254. 


g 5 *e- 3g arba 5 % = 0,05. 
27 pavyzdys. Apskaičiuokime: 

a) 5 Yo nuo 32; b) 30 % nuo 14,7. 
Sprendimas. a) 1 būdas. 

32 -100 4 

x-5% 
32:х-100:5 
100-х-32-5 


Taigi 5 Yo nuo 32 yra skaičius 1,6. 


A Я 
100 20" 
Tada 5 Yo nuo skaičiaus 32 yra lygu 


2 būdas. 5 Yo atitinka 


l _32.0.05= 
32-50 -32 0,05-1,6. 


b) 1 būdas. 14,7 —100 96 
x — 30 6 


14,7: x=100 : 30 
100-х=14,7-30 

_ 14,7-30 
100 

Taigi 30 % nuo skaičiaus 14,7 yra skaičius 4,41. 


m 30 3 

° LL = 
2büdas. 30% atitinka 100 ^10 
Tada 30% nuo skaičiaus 14,7 lygu 


3. а Е 
14,7-77=147-0,3=4,41. 


=4,41. 


Taigi 30% nuo skaičiaus 14,7 уга skaičius 4,41. 
Atsakymas. a) 1,6; b) 4,41. 


28 pavyzdys. Kvadratai padalyti | 100 lygiu langeliu. Raskime, kiek 
procentų kvadrato nuspalvinta? 


(9 | | T | ||| 
ни || 


Sprendimas. a) Paveiksle nuspalvinta 5, агра 44 % kvadrato. 
" . 26 

b) Paveiksle nuspalvinta 100” arba 26 96 kvadrato. 

Atsakymas. a) 44 %; b) 26 %. 
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29 pavyzdys. Rasime, kuri figūros dalis nuspalvinta. Atsakymą užrašy- 
sime “эмн trupmena ir procentais. 


f 55 
EN 


Sprendimas. a) Nuspalvinta 3 figūros, t.y. ij 100 96 — 30 96 


figüros. 
b) Nuspalvinta š figüros, t.y. $100 % = 37,5 % figūros. 
с) Nuspalvinta 1 figüros dalis, t.y. i100 % = 25 % figūros. 
d) Nuspalvinta 3-4 figüros, t.y. i 100 %= 50 % figüros. 
Atsakymas. a) m arba 30 %; b $ arba 37,5 96; 94 arba 
25 %; d) E arba 50 %. 


30 pavyzdys. Apskaičiuosime, kiek kilogramų sudaro: 
a) 3 Yo centnerio; b) 4,5 90 tonos. 


Sprendimas. a)Kadangi 1 спі =100 kg ir 196 centnerio yra 


E -100 kg =1kg, tai 3 % centnerio yra 3 kg. 
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b) Kadangi 1 1 —1000 kg ir 1% tonos yra ig 100 kg =10 kg, 
tai 4,5 Yo tonos уга 4,5-10 kg = 45 kg. 

Atsakymas. a) 3 kg ; b) 45 kg. 

31 pavyzdys. Apskaičiuosime, kiek kvadratinių metrų sudaro: 


a) 1 Yo hektaro; b) 2,5 % hektaro; 
€) 12% aro; d) 0,08 Yo kvadratinio kilometro. 


Sprendimas. а) Kadangi 1 Аа =100 a=100-100 m? =10000 m°, 
tai 1 96 hektaro yra 10010000 m? -100 m?. 

b) Jau radome, kad 1 % hektaro уга 100 m?. Tada 2,5 % hektaro 
уга 2,5-100 m? = 250 m?. 


c) Kadangi 1 а-100 m?, tai 1% aro уга -100 m? =1 m?. 


EN 
100 
Tada 12 96 aro yra 12:1 m? 212 m?. 

d) Kadangi 1 km? = (1000 m)? =1000000 m?, tai 1 % kvadratinio 
kilometro уга 100” 1000000 m? = 10000 m?. 

Tada 0,08 96 kvadratinio kilometro уга 0,08-10000 m? = 800 m°. 


Atsakymas. a) 100 m? ; b) 250 m? ; c) 12 m? ; d) 800 m?. 


32 pavyzdys. Raskime, kiek gramų sudaro 85 %о kilogramo. 
зовхи Kadangi 1 kg=1000 g, tai 1 % kilogramo yra 


dum -1000 8-1 g. Tada 85 %o kilogramo yra 85 g. 


Atsakymas. 85 g. 


33 pavyzdys. Klasėje уга 35 mokiniai, iš ju 40 96 – berniukai. 
Raskime, kiek yra berniukų. 

Sprendimas. Uždavinį išspręskime keliais būdais. 

1 būdas. Berniukų skaičių pažymėkime x. 


35 — 100% 
x — 40 % 
35 : x «100 : 40 
100-x=35-40 
35-40 
xs T0 ^ 14. 
Taigi klasėje уга 14 berniukų. 
2 būdas. 40 % paverskime paprastąja trupmena 40 96 - 210. = i 


Raskime i skaičiaus 35: 35-2-14. 


Taigi klaséje уга 14 berniuku. 


3 būdas. Kadangi 1 Yo nuo skaičiaus 35 yra lygus A tai 40 % 


nuo to paties skaičiaus 35 yra lygu (л -40-14. 


Taigi klasėje уга 14 berniukų. 
Atsakymas. 14 berniukų. 


34 pavyzdys. Kostiumas kainuoja 280 Lt, o striukė 25 96 brangesnė 
už kostiumą. 
1) Kiek kainuoja striukė? 


2) Keliais procentais kostiumas yra pigesnis už striukę? 
Sprendimas. 1) 1 būdas. Tegu striukės kaina yra x Lt. 

280 Lt — 100 % 

x Lt - 125% 

280 : x 2100 : 125, 


2) 


100- x 2 280-125, 
22 280-125 
100 

Taigi striuké kainuoja 350 Lt. 
2 būdas. Striukės ir kostiumo kainų skirtumą paZymékime y Lt. 

280 Lt —100 96 

y Lt — 25 % 

280 : 1002 y : 25, 

100- y = 280-25, 

280.25 

УУ =70 (Lt). 
Tada striukės kaina уга 280 + 70 = 350 (Lt). 
3 būdas. Striukės kainą galėjome rasti ir taip: 


2804280..25 =280+70=350 (14), arba 280-1,25=350(L1). 


Apskaičiuosime, keik procentų striukės kainos sudaro kostiumo kaina: 
Striukės kaina 350 Lt — 100 46 
Kostiumo kaina 280 Lt — z % 

350 : 100= 280: z, 

100-280=350-z, 

. 100-280 
350 

Vadinasi, kostiumas yra pigesnis už striukę 100 % — 80 % = 20 96. 
Keliais procentais kostiumas yra pigesnis u£ striuke, galima rasti ir taip: 


50-28 хахас Эй салах анж 
Tg 100%= 3-010096 = 20%. 


Atsakymas. 1) 350 Lt; 2) 20 90. 


=350 (Lt). 


=80 90. 


35 pavyzdys. Naujoji pomidorų kaina sudaro 80 Yo buvusios kainos. 
1) Apskaičiuosime, kiek reikia sumokėti pinigų už tą patį pomidorų 


kiekį, už kurį anksčiau mokėjome 40 Lt. 
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2) Apskaičiuosime, kiek kilogramų pomidorų galima nupirkti už tuos 
pačius pinigus, už kuriuos anksčiau nupirkdavome 2 kg pomidorų. 
Sprendimas. 1) Kiek kartų bus mažesnė pomidorų kaina, tiek pat 
kartų reikės mažiau sumokėti už tą patį pomidorų kiekį. 
40 Lt — 100 % 
x Lt — 80 % 
40: х=100 : 80, 
100: x 240-80, 
. 40-80 
100 
2) Kiek kartų bus mažesnė pomidorų kaina, tiek pat kartų daugiau 


=32 (Lr). 


pomidorų galėsime nupirkti už tuos pačius pinigus, jeigu /— senoji 2 kg 
pomidorų kaina, tai 0,8-/— naujoji 2 kg pomidorų kaina. Tegu y - kiekis 
pomidorų (kilogramais), kurį galime nupirkti už naują kainą, t.y. už + Lt. 
0, 8: t t _ 2t 
ers “ул 984 
Atsakymas. i 32 Lt ; 2) 2,5 kg. 


2-25 (kg). 


36 pavyzdys. Striuké kainavo 200 Lt. Kai šią striukę nukainavo, jos 
kaina sumažėjo 30 Lt. Kiek procentų sumažėjo striukės kaina? 
Sprendimas. Uždavinį išspręskime keliais būdais. 
1 būdas (sudarant proporciją). Tegu striukės kaina sumažėjo x ?6. 
200 Lt — 100 4 
30 Lt - x % 
200 : 30-100 : x, 
200-x 2100-30, 
. 100.30 
200 
2 būdas (aritmetinis). Naujoji striukės kaina уга 200—30 —170 Lt. 
Rasime, kiek procentų buvusios kainos sudaro ši naujoji striukės kaina, t.y. 
rasime skaičių 170 ir 200 procentinį santykį: 
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=15 90. 


110.100 %=0,85-100 %=85 %. 
Jei pradinė prekės kaina sudaro 100 Yo, tai striukės kaina sumažėjo 
100 %-85 96 =15 90. 


Atsakymas. 15 96. 


37 pavyzdys. Mantas turėjo 4,5 Lt, o ledams išleido 1,80 Lt. Kick 
procentų turėtų pinigų berniukas išleido ledams? 
Sprendimas. Šį uždavinį išspręsime keliais būdais. 
1 būdas (sudarant proporciją). Tegu Mantas išleido ledams x % 
visų turėtų pinigų. Remdamiesi uždavinio sąlyga, gauname: 
4,5 Lt - 100 4 
180 Lt - x 4 
4,5 : 1,80 =100 : x, 
4,5: x -100-180, 
100-1,80 
x- ar ga 40 96. 
Taigi ledams Mantas išleido 40 Yo visų turėtų pinigų. 


2 būdas (aritmetinis). Reikia rasti skaičių 1,80 ir 4,5 procentinį 
santykį: 
180 
45 
3 būdas (sudarant lygtį). Tegu ledams pirkti Mantas išleido x % 
visų turėtų pinigų. Remdamiesi uždavinio sąlyga, sudarome lygtį: 


-100 % = 0,4-100 % = 40 90. 


Atsakymas. 40 Yo. 


38 pavyzdys. Agnė ledams išleido 2,4 Lt, ir tai sudaro 6096 visų jos 
turėtų pinigų. Rasime, kiek pinigų turėjo Agnė. 
Sprendimas. Uždavinį išspręsime keliais būdais. 


1 būdas (sudarant proporciją). Tegu Agnė turėjo x Lt. Gauname: 
x Lt - 100 4 
2,4 Lt — 60 96 
2.39 
24 60" 
60-х-2,4-100, 
2,4-100 
цан: =4. 
Taigi Agnė turėjo 4 Lt. 


2 būdas (aritmetinis). 60 “o paverskime paprastąja trupmena: 
6 6 3 


100 10 5. 
Randame, kiek pinigų turėjo Agnė: 
24 54.5. 
T 2,4 37 4 (Lr). 
5 
3 būdas (sudarant lygtį). Tegu Agnė turėjo x Lt. Remdamiesi 


uždavinio sąlyga galime sudaryti lygtį: 


60 %= 


Išsprendę šią lygtį randame, kad х = 4 (Lt). 
Atsakymas. 4 Lt. 


39 pavyzdys. Raskime skaičių, kurio 40 Yo yra skaičius 3,2. 

Sprendimas. Šį uždavinį išspręsime keliais būdais. 

1 būdas (sudarant proporciją). Tegu ieškomasis skaičius yra x. 
Remdamiesi sąlyga, gauname: 


x — 100 6 
3,2 - 40 96 
х:3,2-100:40, 


40-x=3,2-100, 
3,2-100 _ 
x- 20 -8. 
Taigi ieškomasis skaičius yra 8. 
> - 4 Ss 40 2 : эж 2 
2 büdas (aritmetinis). 40 % atitinka 100 ^5 Jei 3,2 atitinka H 


ieškomojo skaičiaus, tai visas skaičius yra 3,2 : i 532. i =8. 


3būdas (sudarant lygtį) Tegu ieškomasis skaičius yra х. 
Remdamiesi uždavinio sąlyga, galime sudaryti lygtį: 


x 40= .x232; аа x- 22 _ 
Tog 4-32. arba 0,4. x - 3,2; iš čia Au T 


Atsakymas. 8. 


40 pavyzdys. Dviejų skaičių suma lygi 1240. Vieno skaičiaus 4,5 Yo 
yra lygūs kito skaičiaus 5,5 Yo. Raskime šiuos skaičius. 
Sprendimas. Tegu pirmasis skaičius уга x, о antrasis- y. 
Remdamiesi uždavinio sąlyga, galime sudaryti lygčių sistemą: 
x*y-1240, 
x-0,045 = y- 0,055. 
Išsprendę šią lygčių sistemą, randame, kad x = 682, о у= 558. 


Atsakymas. 682 ir 558. 


41 pavyzdys. Norint nustatyti žirnių sėklos daiguma buvo paséta 200 
žirnių. Išdygo 170 žirnių. Raskime, kiek procentų žirnių išdygo. 
Sprendimas. Reikia rasti, kiek procentų skaičiaus 200 sudaro 
skaičius 170, t.y. reikia rasti skaičių 170 ir 200 procentinį santykį: 
179.100 96-0,85-100 % =85 *6. 
Taigi išdygo 85 Yo žinių. 
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Si uzdavini galéjome spresti sudarydami proporcija: 
200 — 100 96 
170 - x % 
200 : 1702100 : x, 
200-x 2170-100, 
170-100 
T 20D 
Taigi išdygo 85 % žirnių. 
Atsakymas. 85 Yo. 


=85. 


42 pavyzdys. Prekė kainavo 18000 Lt. Šios prekės kaina buvo du 
kartus sumažinta ро 15 Yo. Apskaičiuosime, kiek prekė kainuoja dabar. 

Sprendimas. Šį uždavinį galime spręsti keliais būdais. 

1 būdas. Taikysime sudėtinių procentų formulę: 


S, = 18000: pay =18000-0,85? = 18000 -0,7225 =13005 Lr. 


2 būdas. Kai prekės kainą pirmą kartą sumažino 15 %, taiji kainavo 
18000 -18000 - 0,15 =15300 Lt. 

Kai esamą prekės kainą sumažino dar 15 %, tai prekė kainavo 
15300 -15300 -0,15 = 13005 Lz. 

Atsakymas. 13005 Lt. 


43 pavyzdys. Iš pradžių produkcijos vieneto kaina buvo 75 Lt. Per 
pirmuosius metus ši kaina išaugo tam tikru procentu, o per antruosius 
metus ji sumažėjo tuo pačiu procentu, dėl to jos vertė tapo 72 Lt. 
Raskime tą procentą. 

Sprendimas. Tegu produkcijos vieneto kaina išaugo x Yo. Po kainos 
padidėjimo produkcijos vieneto kaina tapo lygi 


(re її Lt. 


Po to, kai ši kaina sumažėjo х Yo, ji tapo lygi 
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(55:5-127- («75 5) uo) ^ 


Remdamiesi uždavinio sąlyga, sudarykime lygtį ir ją išspręskime: 


15459545. 15415: ) ug 7 


100 1 100/ 100 


J5x 5x 15x? 
7$*100 100 10000 > 


75x? 
15 - 10000 > 72 | - 10000, 


750000 — 75x? = 720000, 
-75x7 = -30000 | -(-1) 
75x? «30000, 
x? = 400, 
х=+20. 
Reikšmė х= –20 netinka. Taigi х= 20, ty. produkcijos vieneto 
kaina iš pradžių išaugo, o po to sumažėjo 20 Yo. 
Atsakymas. 20 Yo. 


44 pavyzdys. | banką dvejiems metams buvo padėta 2000 Lt. Po dvejų 
metų indėlio suma banke buvo 2163,2 Lt. Raskime banko palūkanų norma, 
žinant, kad bankas skaičiuoja sudėtines palūkanas kartą per metus. 

Sprendimas. Taikydami sudėtinių procentų formulę 


2 
8:-5(148) , kai S, =2163,2 Lt, 5,-2000 Lt, 


gauname lygtį su nežinomuoju p: 


2 
2163,2= 2000(1+ 155) , arba GAJ =1,0816; iš čia 


1+5=2 1,0816 = +1,04. 


Kadangi 1 10029. tai reikšmė —1,04 netinka. 


iei jo es T = 8 - 
Taigi 1+ 100 1,04, 100 0,04; iš čia p=4. 


Vadinasi, banko sudėtinių palūkanų norma lygi 4 96. 
Atsakymas. 4 95. 


45 pavyzdys. Du kartus sumažinus prekės kainą tuo pačiu procentu, ji 
atpigo keturis kartus. Keliais procentais buvo mažinama prekės kaina 
kiekvieną kartą? 

Sprendimas. Tegu prekės kaina buvo mažinama kiekvieną kartą 
p 9^. Pritaikę sudėtinių procentų formulę 

n 
5,75, (1-5) ‚ kai n-2 ir s,- 3. 


gauname lygtį su vienu neZinomuoju p: 


5, m. 
7-5 (17) 
Latas зааж {= 1 
45 183) 1100-4422 


cadangi 42-21, 4811-42-20 рак reikšmė = neti 
Kadangi 100 51 tail 10020 ir todėl reikšmė 2 netinka. 


:5020 


Taigi 1-1 18 šios lygti = 
Taigi 1 10072 15 5108 lygties randame, kad p = 50. 


Vadinasi, kiekvieną kartą prekės kaina buvo mažinama 50 %. 
Atsakymas. 50 Yo. 


46 pavyzdys. Lenktynininkas apskaičiavo, kad, padidinęs greitį 
10 Yo, jis turi apvažiuoti ratą per 15 minučių. Keliais procentais jis turi 
padidinti greitį, kad apvažiuotų ratą per 12 minučių? 

Sprendimas. Tegu lenktynininko greitis yra v, o jį padidinti reikia 
р Vo. Kai lenktynininkas greitį padidins p Yo, tai jo greitis bus lygus 


v- 
vt 
kai lenktynininkas greitį padidins 10 96, tai jo greitis bus lygus 
v+01-v, ty. llv. 
Kelias, kurį nuvažiuoja lenktynininkas, kai greitį padidina p Yo ir 
kelias, kurį nuvažiuoja lenktynininkas, kai greitį padidina 10 Yo yra 
vienas ir tas pats, todėl galime sudaryti lygtį: 


цн AE 15-Llv; 


čia p — neZinomasis, v — pastovus dydis. Sprendžiame šią lygtį: 


ATA : 
iare es llv |:3v 
P = 
4455 5:55 
P 215. iščia р=25-1,5= 
25 15, iš čia р=25-1,5=37,5. 


Vadinasi, kad apvažiuotų ratą per 12 minučių, lenktynininkas turi 
padidinti greitį 37,5 Yo. 
Atsakymas. 37,5 95. 


47 pavyzdys. Kiek litrų vandens reikia įpilti į 1,5 ё 40 96 sieros 
rūgšties tirpalo, kad gautume 3 Yo sieros rūgšties tirpalą. 

Sprendimas. Šį uždavinį išspręsime keliais būdais. 
1 būdas. 1) Apskaičiuosime, kiek grynos sieros rūgšties yra 1,5 2 tirpalo: 


1,5 - 100 4 

x — 40 6 

1,5: х=100 : 40, 

100-х-1,5:40, 
15.40 | 

x= 79560. 


Taigi 1,5 # sieros rūgšties tirpalo grynos sieros rūgšties yra 0,6 £. 
93 


2) Apskaičiuosime, kiek litrų naujo tirpalo gausime: 
06-36 
y - 100 6 
0,6: y=3 : 100, 
3y=0,6-100, 
у= 26109 - 20 (0). 
Taigi naujo tirpalo gausime 20 £. 


3) Randame, kiek litrų vandens reikia įpilti: 
20-15-18,5 (0). 


2 būdas. Tegu reikia įpilti x £ vandens. Pastebėkime, kad grynos 
sieros rūgšties kiekis (litrais) buvusiame tirpale ir naujai gautame tirpale 
yra vienodas (skiriasi tik grynos sieros rūgšties kiekis 1 litre tirpalo). 
Kadangi grynos sieros rūgšties kiekis pradiniame gautame tirpale yra 


о naujai gautame tirpale yra 


l5+x 
100 SA 
tai galime sudaryti lygti 
15 _l5+x_ MA . 
100 == 3, arba 1,5:0,4 = (1,5+х)-0,03. 
Išsprendę šią lygtį randame, kad x = 18,5 (0). 


Atsakymas. 18,5 £. 


48 pavyzdys. Apskaičiuokime, kiek procentų padidės dviejų skaičių 
sandauga, jei vieną ju padidinsime 12 Yo, o kitą- 16 90. 

Sprendimas. Tegu vienas skaičius yra x, okitas y. Tada šių skaičių 
sandauga lygi xy. 

Pirmąjį skaičių padidinus 12 Yo jis tapo lygus 1,12х, o antrąjį 
skaičių padidinus 16 96, jis tapo lygus 1,1бу. 
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Tada dviejų skaičių sandauga tapo lygi 
1,12x -1,16 y =1,2992x y. 
Dviejų skaičių sandauga padidės 


ASS 10 % = 0,2992-100 96 = 29,92 90. 


Atsakymas. 29,92 95. 


49 pavyzdys. Kaip pakis dviejų skaičių sandauga, jei vieną ju 
padidinsime 6 Yo, о kitą sumažinsime 6 96. 

Sprendimas. Sakykime, kad pirmas skaičius lygus x, о antras – у. 
Tada jų sandauga lygi xy. Pirmąjį skaičių padidinus 6 Yo, jis tapo lygus 
1,06x, o antrąjį sumažinus 6 Yo jis tapo lygus 0,94y. Tada jų sandauga 
tapo lygi 

1,06x-0,94y = 0,9964x y. 
Dviejų skaičių sandauga pakito 
— аар %= -0,36 96. 
Vadinasi, dviejų skaičių sandauga sumažėjo 0,36 Yo. 
Atsakymas. Dviejų skaičių sandauga sumažėjo 0,36 95. 


50 pavyzdys. 72 m ilgio juosta buvo padalyta į dvi dalis taip, kad 
viena dalis 56 Yo trumpesnė už kitą. Raskime kiekvienos dalies ilgį. 
Sprendimas. Tegu ilgesniosios dalies ilgis yra x m. Tada kitos dalies 
ilgis уга x-0,56x = 0,44x m. 
Remdamiesi uždavinio sąlyga, sudarome lygtį: x+0,44x= 72, 
144х-72, iščia E 50. 


Vadinasi, ilgesniosios dalies ilgis lygus 50 m, о trumpesniosios 
dalies ilgis уга 0,44 - 50 = 22 m. 
Atsakymas. 22 m ir 50 m. 


3 SKYRIUS. LAIPSNIAI IR SAKNYS 


3.1. LAIPSNIO SU NATÜRALIUOJU RODIKLIU 
APIBRÉZIMAS IR SAVYBÉS 


Kai dauginame lygius skaičius, sakome, kad skaičių keliame laipsniu. 
Imkime realųjį skaičių a ir natūralųjį skaičių п, didesnį už vienetą (п > 1). 


Realiojo skaičiaus a laipsniu su natūraliuoju rodikliu л, arba tiesiog 
skaičiaus a n-uoju laipsniu, vadinama sandauga m dauginamųjų, kurių 
kiekvienas lygus a, t.y. a"=a-a-...-a. 

n kartų 
Kai n=1, laikome, kad a! =a. 
Skaičius a vadinamas laipsnio pagrindu, o л - laipsnio rodikliu. 


Pavyzdžiui, 1) 3! =3; 2) 0*=0-0-0-0-0=0; 


5 kartus 
6 19“ Ta АР! 
3) 2 =2-2:2-2-2-2=64 a (3) =з LLL, 
: 6 Капиз 4 kartus 
туи 
»C3-C36326927 
3 kartus 
6) 0,001? = 0,001-0,001 = 0,000001. 
v <—— 
2 kartus 


Tarkime, kad т, пє N (№ - natūraliųjų skaičių aibė), a, be R (R- 
realiųjų skaičių aibė). Užrašysime laipsnio su natūraliuoju rodikliu 
savybes: 


1. (a-b)' = а" - b" . Pavyzdžiui, (4-5) = 47-57 = 16-25 = 400. 
Šią savybę galima apibendrinti ir didesniam dauginamųjų skaičiui. 


Pavyzdžiui, jei turime tris dauginamuosius: (a-5-c)' = а" -b".c". 


Pavyzdys. (2-3-4) = 22.32.4 = 576. 


£ 5 
(540). Pavyzdžiui, (2) mde HE 


a 
5 Ga p 
ma s (52ү 23 56 
sui . Pavyzdžiui, (2) =22° 229 = 64. 
4. -а"". Pavyzdžiui, 55.5) = 57? = 5. 


m 


3 
5. 9 a" (40, тэл). Pavyzdžiui, 27 sites. 


а" 


3.2. LAIPSNIO SU NULINIU IR NEIGIAMUOJU 
SVEIKUOJU RODIKLIU APIBRĖŽIMAS IR SAVYBĖS 


Kiekvienas nelygus nuliui skaičius, pakeltas nuliniu laipsniu, lygus 
vienetui, Бу. a? = 1, kai a #0. 


0 
Pavyzdžiui, 29 =1; (42) = L: (-2) =1; (458) =1. 


Reiškinys 0? neturi prasmės. 

Kiekvienas nelygus nuliui realusis skaičius, pakeltas neigiamuoju 
laipsniu, lygus trupmenai, kurios skaitiklis yra vienetas, o vardiklis to 
paties pagrindo laipsnis, tik su teigiamuoju rodikliu, lygiu duotojo rodiklio 
moduliui: 


-n 


a = (aeR, а+0, ne N). 
a 


Pavyzdžiui, 271---, 107% = 


1 1 
109) 1000000 > 2.000001; 


59.1.2; a - — — Т (2) -1-3; 
"USOS 39 2 d i zd i 3) 2 2" 
-3 8 3 
Ш 
225 


Atlikdami skaičiavimus dažnai naudojamės lygybe 
(07-7. remm (3) (5) 
b лаа Ë 4)“ 
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Kai a=0 ir 650, tai laipsnių 1-5 savybės (žr. skyrelį „Laipsnio su 
natūraliuoju rodikliu apibrėžimas) teisingas su visais sveikaisiais skaičiais 
m ir n. Laipsnių savybėmis patogu naudotis skaičiuojant reiškinių 
reikšmes. 


Pavyzdžiui, 47-57 = (4.5)? = 20° = 1 = 1 


-4) - _ 1 1 
6) =2 9222 i uli 


2!.35 2275 221 24; 


S Ls estas; 


ge 


гү 1, 25 
Ө d d _26_, 


"NONU Fi 0 2 


3.3. STANDARTINÉ SKAICIAUS ISRAISKA 

Laipsniai su sveikaisiais rodikliais naudojami užrašant didelius ir 
mažus skaičius standartine išraiška. 

Jei skaičius a išreikštas kaip 5-10", kur 1<|6|<10, meZ, tai 
b-10" vadinama standartine skaičiaus a išraiška; laipsnio rodiklis m 
vadinamas skaičiaus eile. 

Pavyzdžiui, 975 = 9,75 -10° „kur b=9,75,0 m=2; 

425000000 = 4,25-10* , kur 52 425,0 m=8; 

0,0000023 = 23-10 ^, kur b=23,0 т= -6; 

—54210000 = -5,421-107 , kur Б = –5,421,0 m 7. 
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3.4. n-OJO LAIPSNIO SAKNYS 

1. n-ojo laipsnio šaknis i$ neneigiamojo skaičiaus. 

Kai a2 0, o n- didesnis už 1 natūralusis skaičius (n > 2), tai yra tik 
vienas toks neneigiamas realusis skaičius 5, su kuriuo galioja lygybė 
b" =a. Tą skaičių b vadiname n-tojo laipsnio šaknimi iš a ir Zymime 
Va . Skaičių a vadiname pošakniu, n — šaknies rodikliu. 

Antrojo laipsnio šaknys (kai 1=2) paprastai vadinamos kvadra- 
tinėmis šaknimis ir žymimos Ja (šaknies rodiklį praleidžiame). Trečiojo 
laipsnio šaknys Va ,kai n= 3 vadinamos kubinėmis šaknimis. 

Ištraukti n-ojo laipsnio šaknį iš neneigiamo realiojo skaičiaus a reiškia 
rasti tokį neneigiama realųjį skaičių b, kurio n-tasis laipsnis būtų lygus a. 
2) Ms -2. nes 2° =8; 
4) Vo - 0, nes 0° - 0. 


Pavyzdžiai. 1) 449 — 7, nes T 249; 
3) 40,0001 = 0.1, nes (0,1)* = 0,0001; 


2. n-tojo laipsnio šaknis i$ neigiamojo skaičiaus 


Sakykime, kad a<0, o n- natūralusis skaičius, didesnis už 1. 
Skiriame du atvejus. 


1) Је a<0, o n-2m (meN), ty. n-lyginis skaičius 
(п = 2,4,6,8,...) , tai nėra tokio skaičiaus b, kad būtų teisinga lygybė 
b" =a . Todėl lyginio laipsnio šaknies iš neigiamų skaičių neapibrėžiame. 

Pavyzdžiui, jei a=-4, tai nėra tokio realiojo skaičiaus b, kad būtų 
teisinga lygybė b7=-4, nes keldami skaičius kvadratu gauname tik 
neneigiamus skaičius. 

2)Jei a«0, o n=2m+1 (тє №), ty. n-nelyginis skaičius 
(n 23,5, 7,9, ...), tai yra vienintelis realusis skaičius b (b < 0), kad b" = a. 
Taigi nelyginio laipsnio šaknį galime apibrėžti ir iš neigiamų skaičių. 

Sakykime, kad a<0, o n>2 -nelyginis natūralusis skaičius. 
Neigiamas skaičius b, su kuriuo galioja lygybė b” = а, vadinamas n-tojo 
laipsnio šaknimi iš a. Šis skaičius žymimas Ҹа. 


Pavyzdžiui, X-8 = 2, nes (- 2) =-8; 4/:243 --3, nes 
(3/--243: W-0,0000001 = -0,, пев(-01)--06000001. 

Vadinasi, visiems realiesiems skaičiams a teisinga lygybė 
(rupem -a (meN). 

Jei m — natūralusis skaičius, o a > 0, tai 
la = "Ҹа (тє №). 

Pavyzdžiui, V-8 --V8 ; čia a=8, o m=l; 

V-32 = -V32 ; čia a=32,0 m=2. 

Kai a20, tai Va turi prasmę su visais natūraliaisiais n (n > 2). 


Kai a<0, tai Va turi prasmę tik su nelyginiais natūraliaisiais л 
(n23). 


Sakykime, kad n ir k — bet kurie didesni už vienetą natüralieji skaičiai 
(neN, keN, n22, 422), о а ir b- neneigiami realieji skaičiai 
(aeR, beR, a20, b20 ). Šaknys turi tokias savybes: 


4 
1. (Va) =a. Pavyzdžiui, (V2) -2; (E) el. (43) =з. 
2. Ma-b - Va-Nb. Pavyzdžiui, 49:25 = 49.425 -3-5-15, 
V27-64 = V27 -V64 =3-4=12. 


Ši savybė galioja ir esant didesniam pošaknio dauginamųjų skaičiui: 


Va-b-c-... = Na -Yb -Nc -.... 
Pavyzdžiui, -/4-16:25:9 = V4 -V16 -V25 -V9 . 
„Ja _ Na 
3. {2-52 (b = 0). 


Pavyzdtiui P Жл, Jie M6 2 
элш WAS e 5° Үз Wal 3 


4. (Уа) =Va . 


Pavyzdžiui, (116) = V16 = 4/4096 =8; (Ух) - py =. 


5. Ма = "fa. 
Pavyzdžiui, NAT = 7 = Ҷ7 ; 


Bendru atveju WA Ma "Ја. 


(S Ag. 


Pavyzdžiui, 1 2 = «42 = 2 . 


6. "Ya" – а". Pavyzdžiui, Ҹа? = fat -Ҹа*. 
Atskiru atveju "Ma^ = Va. Pavyzdžiui, Ч8 = 42° = 42. 
3.5. REISKINIO Xa" PRASTINIMAS 


Lyginio laipsnio Saknims teisinga lygybé "Уа?" = la|, kur ae R, 
meN. Atskiru atveju, kai m=1, tai Va? =|a| ; kai m - 2, tai 


Va* =|а| ки. 
Pavyzdžiui, 


44) =|-4|=4; 
V(-2) -1-21-2: 


Í 


Nelyginio laipsnio šaknims teisinga tokia lygybė: 
la -a,meN,acR. 


Atskiru atveju, kai m —1, tai Va =a; 


kai m=2,tai Уа? =a irtt. 


Pavyzdžiui, (2) =-2; į (- 
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3.6. LAIPSNIAI SU RACIONALIAISIAIS RODIKLIAIS 


Teigiamo skaičiaus a laipsnis su racionaliuoju rodikliu = (meZ, 


ne М, n>1) apibrėžiamas lygybe: а" = Ча". 


Skaičius a vadinamas laipsnio pagrindu, o - rodikliu. 


Pavyzdžiai. 
LŽ JOR OR 
siam 0 90048) 


5 
AS Lal _ 1 _ 1 
9372 үзе = 243: ^ Yo 


Ta patį rezultatą galime gauti ir taip skaičiuodami: 


5 
- 1 1 1 
3d зау 
gp ow 
E 
625 -423 =-= arba galime skaičiuoti taip: 
1 
“р 1 1 
Utm V 
25 


Laipsniai su racionaliaisiais rodikliais turi panašias savybes kaip ir 
laipsniai su sveikaisiais rodikliais. Sakykime, kad r ir s — racionalieji 


skaičiai, a ir b — bet kurie teigiamieji skaičiai. Tuomet: 
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1) (a.b) -a'- Б"; 
) (2-5) z 
a" 5 


4) d-d za; 5) —=a °. 
a 


2) (2) -£.: 3) (0) =a"; 


3.7. REIŠKINIŲ SU LAIPSNIAIS IR ŠAKNIMIS 
PERTVARKYMO PAVYZDŽIAI 


1 pavyzdys. Apskaičiuokime: 


23-25; b) (2?) -(o25) -Cs?); 


942-23-27) «29. — 839-0175; 


ө (^2 (is) 49) (9: 


» (23) а? (ез2) а)": 


UNO 
8) 37243 Н | 
dimása)23-(2y452-d 1l. .1 1 I. 
Sprendimas. a) (-2) 23 anc тетт 


b) (sy RaT -(-52) хэй! C9 -(-25)? 234— 
-(-8)-(-8)-(-25)-(-25) =81-64-625 = -608. 


-2 5-3 зү! үлэ 1 | -1,,. 1 
с) 4-2 +(-2?) +2 == = 


—=1 
м (0 
10 
= 1 — 100000 = –99999. 


ster qu S 


=(272)" | 25.(2-4)°. (2^) (e) - 
-272:5.25.2-4-3.2-6:5.2)2-3.2:8.25у:122:30 236 _ 


2эу-845-12-30436 4-9 1 1l. 
a ia: 29 512 


? TUR dd 


41344): es B ест > 


=273-4. 19-39 25-7 4904-277. (2-5) = 


22-7.24.54.22-7+4.54_2)-3 „54,5 „625. 
2 8 


° "m 


-1-(-3) 3 
233413 » 3ү 254,3 -27,27. 243 -303 
=3 Ч 242) 27-2)-2760р-56-30р 


Atsakymas. a) = b) -608; c) É: d) —99999; e) 


Er 

512” 
. 3 

0 78,125: g) 305. 


2 pavyzdys. Apskaičiuokite: 


a) 2.3" -$.3^ ; b) 38-39. (2) 
ra 9)° ; 34,35 1024 I 
Sprendimas. 
К 2.395.319. 3"-(2:43-5). 3P 39-83, 
co? (2) zi 


.3"Q«1) (2) 
35641) 2 


35-34 (23) 
34,38 1004 


.39 -2 аа 9-10) _ -l 1 3 1 
“Тфу3!29 (-2979)-3-(-2) =3:—5=-5=-15. 


(39 PIS 
Atsakymas. a) -3, b) 48 


3 pavyzdys. Apskaičiuokime: 


d... 2 
а) 64 .64; b) 163 : 


— 
е 
o-— 
" 
e 
ыг 
— 
№ 
[23 
mm 
S 
Bl 


1 1 
d) [4 5, e) 2572 4362. 

1 =L [272 1 -3 
f) 4-1253 + 0,0001 *«(2) : g (125°!) ; 


3 
1 
96) 


T 
— 
[ITI 
I 
! 

- 

= 
— 

N 
кюе 
uis 
— 
1 

wjn 
— 
Ao 
— 
I 
N 


1 
273 427 4177 3 


1 1 1 244-1) 
е) 1 būdas. 25 73.362 -(s 2) 2 «(e2)? =5 +6 


-571-6-146-61 
5 +6=7+6=67. 


EN 13 
2 Бйдав. 25 ? 436? =—+362 = 


1 -1 (зү? 
f) 4 -1253 +0,0001 0) s 


(е) (ои) (67) 
4. sS.» 4) ^ -45« (0^ (3) 


-1 
2040) + 83-20410424-321. 
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1 
d3)2,(67€9 3 6 39. 
"1 pg 


"e p p 


22 
N 
ojo 


"9-16 9 16 16 25 
Galėjome skaičiuoti ir taip: 
2 


esr Gr 


19 


20 


„2315 


= 2133-3-543 z5-l 3 


3 0,25 
) G att en 2855705 512.025 28 . 23 =8 . 8 64, 


ni 5 ‚8173 EN 4173 

(5) BU а 882. 222 S 

UC рт зэс 
3) 


3716-12 3-28 


2 € xs =й =3-28-(-30) 232 9. 


Atsakymas. a) 6; b) 4; c) 5; d) 3; е) 


19 


h) 1207 


i) > AL, II ; k) 3i 1) 64; m) 9. 


4 pavyzdys. Apskaičiuokime reiškinio reikšmę: 


a) (6, 25905 . Ыр Р (0,343) ; 
b) (855-7) ОЕ 3 ert), 


2 m 
c) 0,1253 -H) 462595 247142 79. 


M 2: I 
65; 0 322; в) 10; 


IA i 
e) [Ü ETUDES 2 


23 -025 1 -0,75 1 0 
в) (0,25)72 +3 - 0,0081 "9. 415) 4-3: 


Sprendimas. a) Eilės tvarka atliekame veiksmus: 


2) e 1 


4) (0343) =1. 
0,25 
Vadinasi, (6,2525 15) - (4) (043) = 34-44 = 


b) Taikysime sutrumpintos daugybos formule 


E 
(a - b)(a - b) - à - ^ , kai а= (545) 7,0 5-815. 


(655)5 вез) (45) 3 вте) (65)3)- (81525) = 


3 


-(5/5) 3? -gre -(5/5)3 rm (ey 


1 16 


apa = 
adio 2 "9^ 25° 
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€) Eilés tvarka atliekame tarpinius veiksmus: 


2 2 2 
1) 0,1253 -((.5)))* =(0,5)2 ` 3 -0,52-0,25: 


2 (3 -(27) = (2) -027* €? -C2* -16; 


түк. | 1 
Galėjome skaičiuoti ir taip: (3) - - - 


1 
Galéjome skaičiuoti ir taip: 62595 = 625 2 = V625 
acl. > 

4) 471=2=0,25; 

5) (2,7)? =1. 
Taigi galutinai gauname: 

5 -4 

(0,125)3 -(-5 462595 2471 42,7 = 


2 
=0,25-16+25-0,25+1=10. 


-3 0 -0,25 
os (1 -18) . (4) дан 
d) 9 (3) Ч jum) - 
-(2)^ -67)^ n say ^ = 
232:05.3-0C3 411143715929 =3-27411+3=-10. 


e) Atliekame veiksmus: 


Ч 4e] ЭГ 3) 


f) Atliekame veiksmus: 


(37) 97 B 


43.86 (2 pé 


ppm ————————— al i B o 


1679 (217 222% 


2292621824 229-1. 


-0,75 
ы сү НИ, зал MEM Р 2] 
Vadinasi, (G) J vea uper. 


g) Atliekame veiksmus: 


33 
2 


1) (025) =((0,5)°) ? =(0,5)2 (3) -(05)?- 


-0,25 
2) 3 - 0,00817®?5 =з. ((0,3)*) " -3-(0,3) C?» = 


-3.(03)'! =10; 


117055 | 17085 TUN ET 
рЫ ЕЕ 


i19. 
a (5) =" 
Таірі CAN gauname: 


-0,25 1 0,75 1 0 
(0,25) 2 +3. 0,0081-92 (x) 4-1) =8+10+8+1-27. 
27, 


Atsakymas. а) 1,5; b) – 243' 


26. с) 10; d) -10; e) 18; 01 927. 


Е 
5 pavyzdys. Apskaičiuokime reiškinių reikšmes: 
22005 алан. p 25 41002-2795 
22005 , 2 2004 ° ) 22000 42005 ` 


| 22005 _ > 2004 220098 (2-1) 1 
Sprendimas. а) — ——— — -— zl 
Р 22005 + > 2004 220 (241) 3 
22905 +1002.22%% 22005.(141002-2) 


b) 22006 _ 2 2005 22005.(2-1) 


- 2005. 


Atsakymas. a) 3: b) 2005. 


6 pavyzdys. Apskaičiuokime reiškinio reikšmę ir rezultatą užrašykime 
standartine išraiška: 


3,6-107!8 m 
0,45-107? 2.1075 


b) (3,8:1075):(4.10) - 214-1077 ; 


S (8.11079). (9,3-105). 
36110 017 _ 36 D cun AA 
045.105 2405 045 10 or лага 


=8-10+0,085-107 = 10(8.-0,085-10*)- 10-858 = 8580 = 8558-10? . 


Sprendimas. a) 


b) 38-1075): (4-10) 214-107" = (38:4). (1075 :10?)- 214-107" = 
= 095-1075 214-10" -107"(0,95-10"' –21,4)= -21,305 10” = 
= -2,1305-10-10" --2,1305-1079. 

с) (&2-107?).(9,3-10*) - (8,2-9,3). (10? 105) = 7626-1073 = 
= 7626-105 = 7,626 107^. 

Atsakymas. a) 8,58 - 10? ; b) -2,1305 -107!9: c) 7,626 - 1074. 


7 pavyzdys. Reiskiniuose laipsnius su trupmeniniais rodikliais pakeis- 
kime šaknimis: 


E: 5 
а) a5 .Ь5; b) a5; с) 3,2795, 
3 " 

d) (3) ЫГ e) 5732, f) m^*; 8) (4-5) 5. 
1 1 

Sprendimas. a) a5 - b 5 = Sa - Ib = Sab 

5 

b) aš = 945; 
l 

с) 55-025 3575-4432: = 927-4, 5 = 40,3125; 


93-7. 
Atsakymas. a) Jab ; b) 9445: c) 40,3125; d) i: о Je" ; 


n Ym? ; g)  (а5)7 
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8 pavyzdys. Išreikškime laipsniu su racionaliuoju rodikliu: 3 b 
4|. 
3 


Vadinasi, (43) 4 < $3. 
952: plaka: ә 9. oaa. цэс 
4 4 
3 [үз 25 ү”. 1 41 
Sprendimas. a) 48.8 сны, b) (3) a (3) = (5 16 ` 
а - 
нА 1 1 i Matome, kad ora А 
b) ааа -Ма- Vala Jada = Ҹа-Ҹа -Nida a?-a4.a8$- 4 
i. Vadinasi, (2) >й: 
„А uut. 2 16 
4 
$45 4.41. 14341 
с) 55 239 233. Atsakymas. a) (Уз) ae b) (5) > 916° 
a) ааа = Ya ҸҸа - Ҹа = Ҹа. Ҹа. Ҹа = 


10 pavyzdys. Nurodykime, kuris iš duotųjų skaičių уга didžiausias: 


1 1 1 UNE, 19 
aadal aa 9 2-535. 323: [35 ; 17 BA. 
1 T 2 19 Sprendimas. Pirmiausia suvienodinsime šaknų rodiklius: 
Atsakymas. a) a6; b) a8; c) 35; d) a?6 


2-3 = 3 22.3 = {аз = 312 =° 2 = 2 ; 
9 pavyzdys. Palyginkime skaičius: 


A. | L. n. 1 233 = 323.3 = Мв з = 304 = $24; 
22 i š b) | i зї = i2 - o3 =° 54 -454, 


Sprendimas. 
3 Y i š NI 1 1 {3.2 =} 432:2-1/9-2-7318-3518. 
“ж 2| 32 232 VU3l 8.8423 _ e : 
a) (43) E -3 a санг 1 Iš skaičių 912, 9724, 454 ir 918 didžiausias уга 54. 
[РД Vadinasi, i$ duotuju skaičių didžiausias yra skaičius 4335 š 
3 1 3 314113 1 33 17 - 
3.45 233 .3]4 5 24/3 1d s 33.2 
3 3 3 93 Atsakymas. 4347. : 
1 
3 3 rfl X 
=. И» аз ii-34-43-8532.899. 11 pavyzdys. Palyginkime skaičius: 
3 312 а) Y4 ir 46; b) 47 ir 942: с) Y5 ir 49; 
Matome, kad 1L < 99. d) 47 ir (342; e) Va іг 4445; 0 4625 ir $25. 
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Sprendimas. Norint palyginti duotuosius skaičius, reikia suvienodinti 
šaknų rodiklius. Iš dviejų šaknų, kurių rodikliai vienodi, didesnė yra ta, 
kurios pošaknis didesnis. Norint suvienodinti šaknų rodiklius, reikia rasti 
šaknų rodiklių bendrąjį mažiausiąjį kartotinį, kuris ir bus bendras šaknų 
rodiklis. Po to bendrą rodiklį padalijame iš šaknų rodiklių. Gautas skaičius 
bus papildomas daugiklis, iš kurio reikia padauginti šaknies rodiklį ir 
pošakninio reiškinio rodiklį. 

a) Duotųjų šaknų rodikliai 3 ir 4, o jų bendrasis mažiausiasis kartotinis 
lygus 12. Papildomi dauginamieji: pirmosios šaknies 12:3 = 4 , antrosios 
šaknies 12:423. 

Vadinasi, V4 =*44* = 17256 ; 

1/256 > 47216 , nes 256> 216. Taigi V4 > V6 . 

b) Pertvarkome pirmąją šaknį: 

4-7 „9. 
Matome, kad 949 > 942. Vadinasi, 47 > $42. 
с) Pertvarkome abi šaknis: 

Y5 =° 755% wes. 

49 -* Yo? - 9. 

Kadangi 4/625 < 1729, tai 5/5 < 49. 

d) Pertvarkykime antraja šakni: 

JME = 45 IS = 45-42 = SIS AVI - 3142 - 27:2 = 58. 

Vadinasi, turime palyginti šaknis V7 ir V54 . Šaknų rodikliai уга 3 
ir 6, o ju bendrasis mažiausiasis kartotinis MBK(3; 6) = 6. 

Papildomi daugikliai: pirmos šaknies 6:3 = 2 , o antros - 6:6=1. 
Taigi VT «T uas ‚ o antroji šaknis nesikeičia. 


Kadangi 54 > 49 „tai $/54 > $/49. ir todėl 17 < J332 . 


e) Pertvarkykime antrąją šaknį: 


4445 = 4345-5 = 20 =* 3320 = 4320 . 


Pertvarkykime pirmąją šaknį: 


ya =° 4445-1056. 


Kadangi 320» 256, tai ir 19320 > 1256. 


Vadinasi, 3/4 44445. 
f) Duotasias Saknis pertvarkykime: 
4 1 
9625 -454-58-52-4/5, 


3 
9125 -45)-56-52-4/5, 
Matome, kad 1/625 = $125. 


ыГ- 


Atsakymas. a) X4 > 46; b) Y7 > $42; c) 45 «9: 


а) 47 < 342; е)У4«4445: p 5625 = $125 . 


12 pavyzdys. Apskaičiuokime: 


a) 4i eio es b) Vas er B, | 


427 +448 | 
45 


š 245043432 | 
112” 


4) 


9 (84300-3-/27--2:/75 3,8: 0 


Yas 
g) 445 - {75 уу; 


> 
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p 354- AUER p REN k) 7)? 2? 
794 "n 
Sprendimas. a) 412 - 475-42- i-re. x 
8 


= 900 ii +5 esp 
900 +: = ==30+ 5.305. 


b) qoas er 35, B sa- 


-3/0:125 - Vai „(125 mH ‚54 =0,5 des 28 06 =2+5+6=13. 


2450-3432 2/25-243/16:2 _ 


9 C2 O 
.2425 4243416 у? _ 2-5-4243-4-02- 
1142 1142 
4104241242 2242 | 
1172-0102 
а) 27. 48 o 3s 6.3. 9 eie УЗ _ 
5 Уз g НЬ " 
334443 _ AMA oy 
BET КД 


е) (64300-4427 +415): 343 = 
-(6-400:3-4,9:3» $45:3):245- 
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-(s . A100 - 45-249 ; 25 ; 4 35= 


= (6043 -243 +243) : 343 = 6043 o 


349 
A BBS EB 
45.42.43 — 45./248 


2 


238.48. 18-25 435:2-45-13 45.2.45. 42 
56.42.45 FN. 


8) 345. (518 н a5 C75) C f2- 


-34/3375 +16 = -15+2 = -13. 


E 44.5 _ 5 es 22 E 


N 


MEM син 453.45 
355.35 38.5.25 8.15.21 EUER GM 
58.1 55.2 

95-47 


i) Apskaičiuojame duotosios trupmenos skaitiklį ir vardiklį atskirai: 
1) 4/54-34/6--64128-1/27-2-318-2-6164-2- 

= 427 -Y2-338 . 42 +64/64 -17 = 

= 342 -3.2.42+6:4. 42 2332 642 +2442 = 

= 42 .(3-6+24)=2142; 


2 1 : 
2) 794-792 21.25-21.23 - 82. Sprendimas. a) ы г h. =- 1243 +|-2|=-3+2=-1. 
Tada galutinai gauname: 


I b) 258 3 „1 131.3. 11 
454 – 346-6128 _ 21. 32 


©з 5 
4 ETI 23 9 7-1(-4) -1(-8) -7-(-4)-1-8|--28-8--36. 
3 2 
irm x PS li дб IIS АВ- a С 11-5)-(-5)-4(-5)2 ҮС > се че». 
3 3 


als (^5) 
-У3У27 3 243 421 A3 = 3-27 45 =V3* Ny 13 = 1 I 
ABT ABRIL s. к жү 
5 3-[-5) us B 
(7) ar*a2 аа L. 


3 
1 1 : e) 3 QC 12)". |42 7| qs 
мг 1 59 2 - d m 
-2 "472 uoce 4 (-3)6 


Galéjome skaičiuoti ir taip: 


- 3 NC 12)? . 11277 . -27| 2 cwt E ТЕП 
Үзузуз. 345 ANS sai 5 E Ë do Ч E 
шиг Он (-3)° 
Уз! m 


ET 2 Co. $5 Em B quox замаг. мн 

1 1 1 1 ЖЕ. USA 3 d = ы RS 

=32.34.38.38 — 32 48 8 -3 
8 Atsakymas. a) —1; b) 5:9 -36, ау L; е) 108. 

Atsakymas. a) 3077; b) 13; c) 2; d) 7; e) 20; f) 2; g) -13; 15 
h) 6; i) 3; j) 3; k) 2 14 pavyzdys. Apskaičiuokime: 

13 pavyzdys. Apskaičiuokime: а) VIS - 46 -4415--/6: b 17-422 32-422 ; 

6 2 2 
a) 4243 + | -2); b) (2. 97. 4-4) - cs : €) (13-45 -43-45) : 4) (/4-47 «Ja-47) ; 
2 
aC (-5)* -(-5)3 COM COME CHA -5)? JED? c2" . [4—27 | -27| .$55 e) E V cR p 47-413-47-413: 
2 — фаз —— ar 77 (3-2%)(з+2%) 
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(5 -5)(/52 - 48) 


0 1—0 Yn 


h) (49 +46 + V4) - (43 - 32). 


Sprendimas. a) 4415-46 . 445-46 -4(415-46) - (v15 + v6) = 


= (A)? -ANF = Jis-6 - 49-3. 
b) 17-422-17-422--1(7-422(7-4722)- 
- jy: - (my = {49-22 -Y7 =з. 
© (6+5 - 5-55) = 
«вв ре в 46718 (87:8) - 
-3445 -2 (3 45)(3- 45) «3- 45 = 
абу «6-249-5-8-244-6-2-2-3, 
à (Ve + a=) = 
(Jar УТ] ende л а (a=) = 


-4e T2 (ae 07) (8-97) 4-47-8-2,8-(Л) = 
2842416-7 2842/9 =8-2-3=2. 


(2-45) 22-2.2.45 +(45)* _ 


_4- e _9- 2. 
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аа. p 


2 1 
-47? -(Vi3)^ - 449-13 = 156 = 6? =65 -62 = 


b dn I 


240 – 472 
(5 - Yo ((432)* -2432 . VE «(48)?) 
— BP 
(45 - Yo)(32 - 2256 +8) _ 
8.353 3 
(5 - %9)G Vo)2 - 2 168) Ne) 
| 235 - 23/9 EC 


b) (36 + V6 32). (35 -32) - (45) -(12)' -3-2- 
čia pritaikėme dviejų skaičių kubų skirtumo formulę 

a? -b° =(a-b)(a? «ab b? i kai a= 33 ir p= 42. 
Atsakymas. а) 3; b) 3; c) 2,4) 2; e 1; f) У; g) 4; h) 1. 


15 pavyzdys. Duotaja trupmena pakeisime trupmena, neturinčia šaknies 
ženklo vardiklyje (panaikinsime iracionalumą trupmenos vardiklyje): 


3 5 6 3 

=: b) =: 7: d) —— 
ME? Ёл iš I ! 8-3 
9 >=: 0324: mi 

47 437 42-17 45 -472-437 


Юун: | 9-2: JP 2. 
43-15 14472 42-15 
Sprendimas. Norédami panaikinti Saknis trupmenos vardiklyje, turime 
parinkti tokį paprasčiausią iracionalųjį reiškinį, kurį padauginę iš vardiklio, 


gautume racionalųjį reiškinį. Iš šio reiškinio reikia padauginti trupmenos 


d A uud 393 +45 кок a _ 303 +45) _ 
vardiklį ir skaitiklį. ) 35-35 — VA -35Y33 35) - (sy 47-75 
»--423--328. p X4 «505 45). 
23-45) 43445) | 2 (uy -2 i 
T 5-8 svo 59. did (5) -(5) 
Уз 33.3732 Xy š Toliau einančių reiškinių iracionalumui vardiklyje naikinti taikoma 
: 6 _ 6.45 гал EE X. formulé 
dp Dra DAI = 2 ; (Va &5)(Va? + Мав +) (Ул), 45) =а+ь, 
: alis sul kuri em 15 КИР е 
SAT w Heap “гэр Wm IE аас epe цайх 
adea i: imant joje х= Va ,o y= b. 
47-43 47 -43) _ 47 - 4). y —2—- 21-42 «X4 .20-V2«V4) 20-V2«V4). 
р Бр mcm "VB T +2 (8424-42-44) руу p 
(7 = 33). 5-45; " 22? +425 «s? 
2 Was Q2-VS Vn -Vxrse s) 
2-1. 42-1(/2-1) (2-1) _ “азай: _ 2044 «Vio +425) 2(V4 + V10 + V25 
2382-1) VB š (/2)-(45) ñ; | 


2((/5 + 42)» 43 Atsakymas. а) —— NL гъ 59, 342: 4) 54419 41-45; 
PTE WERL SNS: TDS 


2445-42-43) 38842648) Х/5-42445)1- m М0). дай, USE SS 
' 6 ? -2 А 
082) 03) 592452+2-3— (8210)--20 2(-12-44) _, 2(#ї+їїб +455) 


_ 465 +443) 410) — (88842445)0-40) _ T Ve 3 
42 - (2410) 6 | КУО, HEROS: 
16 pavyzdys. Apskaičiuokime reiškinio reikšmę: 
(V5 + /2 +43) (/10 -2) | 


24 2 + 2 -2) iL. tas: l š 
46-3 46-2 46 2-4 3«42 43-42 


; 2 3 5 
Sprendimas. a 21(R——-—. 
> Ped 48-25 Wd 


2( V6 -3) 3(V6 +2) 546 
л 


e S „AS 54/6 
(E) -2 (6) -22 9 


-4 6 -3 2 6 


30 
6 


7 1 2443 


m 34-42 Ga G-A 


ЕЕ: х. SONE. г” NEM 
Bre- BRT) 


2443 70-92) — 5-5 . 


=2 5. 


ын ышы ыы eiiis m. 2x 


4-3 9-2 3-2 
Atsakymas. a) 10; b) 5. 


UE IA) 48:55 ¿Sa edic 


: 1 1 : € 
17 pavyzdys. Įrodykime, kad —7——— — ——TRnYyra racionalusis 
PORTS 342-4 342447 


skaičius. 
Pi liko 
1 34244 342 -4 
577 4 X244. (342 -4)(3/2 +4) (342-4)342-4) 
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2 6-6 ES. 546) , (246-6 34/6«6 546). 
ета (Ено 
3 


342 «4 CREE. 34244 342-4 _ 


[ae 25 ь 3 


Matome, kad skaičius 4 yra racionalusis skaičius. 


18 pavyzdys. Įrodykime, кай 4343042 + /43 304/2 =10 . 

Sprendimas. Tarkime, kad а = 43 + 3042 , b-43- 3042 y 
Az4a «4b. 

Taikydami sumos kvadrato formule ir atsiZvelgdami i tai, kad 
a*b-86,0 ab = (433042). (43 -30/2)- 43? - (30/2) - 49, 

gauname: 

= (Va + Jb) = (Va) 224a - b + (Vb) =a+b+2Jab = 

- 8642/49 = 86 «14 -100 . 

Taigi 42 2100 . Vadinasi, A = + 100 = +10. 


Kadangi 4= Va + УЬ, tai A>0. Todėl reikšmė A=-10 netinka. 
Taigi 4-10. 
Tai ir reikėjo įrodyti. 


19 pavyzdys. Įrodykime, kad 17-450-450-7-2 
Įrodymas. Sakykime, kad У7--450 - 450 -7 = x. 


Įrodysime, kad х= 2. 
Abi lygybés 
V1 +50 - V450 -7 = x 
puses pakelsime trečiuoju laipsniu, kairiajai lygybės pusei taikydami 
formulę: 
(a- b)! = @ - P 3ab(a-b). 
Turime: 


x = 75750) - (456-7) 314 450 -V450 -7 )x 
471450 -4У50-7), 


e -74450-450-7-34(7 5-/50)(450-7)х(7 5450-4450 — 1); 


Pastebékime, kad skliaustuose esantis skirtumas 


V1 «450 - 44/50 -7 lygus 2 (žiūrėkite uždavinio sąlygą). 


Tada x! -14- 3 (450 -7 .2; 
x -14-6/50- 49 ; 
х!-14-6: 
х =8; iščia x=2. 
Tai ir reikėjo įrodyti. 
20 pavyzdys. Iškelkime dauginamąjį prieš šaknies ženklą: 
a) 6да?” „kai a>0, b>0; 
b) 14557, kai а>0, b»0. 


Sprendimas. 


a) Veaa? P? = Apa? ; 
b) 44555 2 Na* -a° -b*-b 7 a-a-bAÍb = a? bAÍb . 


Atsakymas. а) Aba? ; b) а2545. 


21 pavyzdys. Pakelkime nurodytu laipsniu: 
4 5 
a) (Ya? ) „kai a>0; b) (122) „kai а>о; 


e) (2A 352 : 


Mog 
2 
1-1) =a? Qa 4 =a. 


b) а) 40а) 45545 BEL 39-a «a sa! a =2аа) ; 
c) (2а Ї = (-2a* Je)“ -1644 434 = 

- 16a* $34 -b6 -b? =16a*|6|93*62 = 

160518 3 |b] -164 151 851. 
Atsakymas. a) a? ; b) 24547247, c) 16455 9|Б|. 


b) (43-2) - (1-48)? + 5 


22 pavyzdys. Suprastinkime: 
(2-2)! «44; 


) (2-5); d) 43-8) ; 

)q2-47); f) ++; 

g) 427-1042 ; h) 47-48: 

i) 49-445-4125, р 7+12002. 
Mi cue 


a) (2 ) +44 = W2- 2+ V = 442-2)-47 = 


=2- Por 2, nes 42-22 14-2«0 ir todėl pagal skaičiaus mo- 
dulio apibrėžimą |42 -2|= -(/2 - 2). 


b) МЗ -2)* -41-43) »45-18-2-1-43|-43- 


--43-2)-(4-43)-43-2-4341-43-43-3-43, 


nes 43-2417-2«0: 1-43 41-17-«0 ir todėl pagal 
modulio apibrėžimą 
|43 -2|- 43 -2), |1-43|=-(-+3) 


9 (2-45) -[2- 5]. 
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Kadangi 2-45 «0, tai 
12-45|4-(2-43)-43-2 


Vadinasi, 


Key -Ip-45| (2-45) - 5-2 
d) 18-48) -|3- 48]. 


Siuo atveju 3-48»0, todėl pagal realiojo skaičiaus modulio 


apibrėžimą 
[3-8 |-3- 8. 


Taigi ((3-48) -|3- 8 |-3- V8. 


€) Remdamiesi šaknų savybėmis duotąją šaknį, galime užrašyti taip: 


46-47) - 7)" - JP- 71. 

Bet 2-47 «0, todėl |2-47|=-(2-/7)=/7-2 
Taigi 10-47) = 47-2. 

f) Reiškinį 9 + 4/2 užrašykime taip: 
9+4J2 242 +1)’. 


Tada V9+4V2 -4(42-1) =|2V2 «1|- 242 +1. 
Todėl reiškinys V2 + V9 + 442 igaus pavidala 424242 +1. 


Ji suprastiname: 


Уз +22 «12434242 -4(/241) 2 2 +1. 
Taigi 424 494442. 2 42 +1. 


g) Kadangi 1047 -2-42-5, o 27-2425, tai 


21-1942 -42-242-5-25-4(/2-5) -M2 - 3. 
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Kadangi V2 — 5 <0 „todėl |V2 - 5| = - 
gauname 427-1042 - 5-2 . 

h) Šiuo atveju 7-443-4-2-2/3-3-0-43) . 
Todėl 47-443 = 4-43) -р-43|-2-43 , nes 2- 43 >0. 


i Jo-445 - 925 = (2- JS) – 952 = 
-|2- 45 |-5$ --(2- 45)-52 - 48 -2- 45-2. 

р 117:12/7 -4(3-242) -(3-245) = (зєэу2р = 
-43-242 -(1-42) -|1442|-1447. 


Atsakymas. a) 2; b) 3-4/3: с) V5-2; d) 3-48;e) }/7-2,; 
09-2 +1; g 5-42; b 2-43; i) -2; j) 0e 2. 


= 5)= 5-42 ir galutinai 


23 pavyzdys. |rodykime, kad: 


a) (3*2). - 417-455; 

b) 474443 «1-445 
yra natūralusis skaičius. 
Sprendimas. a) y(N3 «2)- ee :4(2-43) = 
43 +2) |2-43|-(43-2)(2-43)-23-(43) -4-3-1. 


шоо kad duotojo reiškinio reikšmė yra natūralusis skaičius I. 


b) 474443 «47-445 = [py «do-5 
=|2+43|+ |2- V3|=2+43 +2- МЗ =4. 


Matome, kad duotojo reiškinio reikšmė yra natūralusis skaičius 4. 


24 pavyzdys. Apskaičiuokime: Л. C € 42)) ШТ: (1 2 42) 


/ ' ы хыг Tala аы! ЖЕ ш 
а) 43-45 -(3445) (Vto - 72); Ty B 
2 š e А u 
һу 10025. Р 7-(1- 42) Atsakymas. a) 8; b) -45, c) - 47. 
5(2 Е 45) Í 1-2 25 pavyzdys. Su kuriomis х reik$mémis teisinga lygybé 
Sprendimas. a) Pirmiausia apskaičiuokime sandaugos y(x-7) 225-7? 


(3+ 45) (410-42) reikšmę: 


Sprendimas. Kadangi Į(x- 7). =|x-7|, 
(34 55): (410-42)-(3445)45-42-42)- 


tai pradinę lygybę galima užrašyti taip 


= 42 -(3+ 45 (VS -1)= V2 (3/5 -3+ 45 -V5 - V5) = |х-7|-х-7. 
-42-(245-2)-242(,5-41). Ši lygybė teisinga, kai x - 720, ty. kai x2 7. 
Tada galutinai gauname: Atsakymas. x27. 


У3-45 „(34 45)-(V10 - 2) = 43-45 - (V5.1) 243 = 
= 8-5 -((У544) -242-242-((3-45)45-1) = 
-242-ү(3-45)(64245) 222 - J2(3- J5 (3 45) = 


-242 42 43? -(V5)* -2-2-44-2-2-2-8. 
10-4125  10-425.5 10-545 


p= A— а". 42 
оу вар Т] 


5-(2-45) 5-(2-45) 5 8.5 


7У54((2-45)) -45-(2-45) E BS 
54/5 


5 


14-28 48-(1-2р 74-01 
P 


k sais AN Аана, as 28 


1-42 1-42 


4 SKYRIUS. LOGARITMAI 
4.1. LOGARITMO APIBRÉZIMAS 


Skaičiaus b logaritmu duotuoju pagrindu a vadinamas laipsnio 
rodiklis x , kuriuo reikia pakelti a , kad gautume skaičių 5. 

Skaičiaus b logaritmas duotuoju pagrindu a žymimas log , b. 

log,b=x; йа b — teigiamas realusis skaičius (b» 0), 
a - teigiamas nelygus vienetui realusis skaičius (a > 0, a 1) vadinamas 
logaritmo pagrindu. 

Pagal apibrėžimą užrašas log , b= x reiškia, kad a* =b ; čia a>0, 
asl,b»0. 


Pavyzdžiui, užrašas log, 8-3 reiškia, kad 27-38, 


— 1“ 3 

užrašas log -4 reiškia, kad (4) эт: 
116 2 16 

užrašas log,25=-3 reiškia, kad 377 => 


4.2. LOGARITMU SAVYBĖS 
1. Pagrindinė logaritmų tapatybė: 


jei а =b,0 x-log,b, tai а? b (а»0,аж1,5»0). 


2 
2. Su bet kuriuo skaičiumi a>0, a «1 teisinga lygybė log,1—0. 


log |5 
Pavyzdžiui, 2?! =3; Ө 2 =5; (03)**00*-4 іг рап. 


Pavyzdžiui, log,1=0; log, 1-0 ir pan. 
2 


3. Su bet kuriuo skaičiumi a>0, a>1 teisinga lygybė log „a=1. 


Pavyzdžiui, log , 2—1;log 1=1; log „V2=1 ir pan. 


1 
3 
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Tegul x ir y yra du teigiami skaičiai, a» 0, a £1. Tada teisingos šios 
lygybės: 

4.log,(xy)- log, x--log, у, ty. sandaugos logaritmas lygus loga- 
ritmu sumai. 

Pavyzdžiui, log ,(3:5) = 106,3 log, 5 . 


5. log (2. - log, x - log, y , t.y. dalmens logaritmas lygus logaritmų 
skirtumui. 


Pavyzdžiui, log , А = 108,3 108,5. 


6. Јеі х>0, о a>0, al, tai su bet kokiu skaičiumi k teisinga 
lygybé: log, x = klog,x, ty. laipsnio logaritmas lygus laipsnio 
rodiklio ir laipsnio pagrindo logaritmo sandaugai. 

1 


1 
log, 5* == 


Pavyzdžiui, 10р ,3° —5log,3; log,5 ; 


log,27* = -81og,2; log, VZ = 2108,2 ir pan. 


7T.Bet kokiems х»0, 450, а»0, as] teisinga lygybė 
log, x= log , x“, ty. keliant skaičių ir logaritmo pagrindą tuo pačiu 
laipsniu pats logaritmas nepasikeičia. 

Pavyzdžiui, log „, 5 *=log, 5. 

Atskiru atveju: log , x= 1108, x. 

8.Su bet kokiais skaičiais a>0, b>0, azl, bzl ir x>0 
teisingos lygybės 
log, x. 
log, a’ 


log, x = log, x = log, x- log, b. 


Pirmoji lygybė vadinama logaritmo pagrindo keitimo formule. 
_ 123 


Раууганш, | da ЁЗ. 1 3 
avyzaziut, 108, “1о8,57 og, us 
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4.3. DESIMTAINIAI LOGARITMAI 


Apibrėžimas. Jeigu logaritmo pagrindas yra skaičius 10, tai toks 
logaritmas vadinamas dešimtainiu. Žymimas: lg . 
Vietoje log,, b rašome Igb. 
Pagrindinė logaritmų tapatybė dešimtainiams logaritmams taip atrodo: 
105^ =b. 
og 1g2 n 1 
Pavyzdžiui, 10 *^ 22; 10 ? ы 
Dešimtainiams logaritmams tinka visos 4.2 skyrelyje surašytos 
logaritmų savybės. 
Dešimtainių logaritmų pagrindinės savybės: 
1. Pagrindinė logaritmų tapatybė 
10** = х, x>0. 


2. Ig(x5)=Igx+1gy, x>0, y>0. 
3: н(2)-їх-їв. x>0, y>0. 


4. igx“ = klgx , x>0. 


log, x 


5. Igx log, 10” 


x»0,b»50,bzl. 


Tačiau dešimtainiai logaritmai turi ir specifinių savybių. Pritaikę 
laipsnio logaritmavimo taisyklę, bei 3 savybę (Ig10=1), matome, kad 
Ig10" = nlgil0- n, 18107" =-mlg10=-m. 

Vadinasi, skaičiaus, išreikšto vienetu ir po jo einančiais nuliais, 
dešimtainis logaritmas yra lygus šių nulių skaičiui: pvz., 1810-1, 
1g100=2; Ig1000=3; 1610000-4:..., skaičiaus, išreikšto vienetu ir 
prieš jį einančiais nuliais, dešimtainis logaritmas yra lygus šių nulių 
(įskaitant ir sveikųjų nulį) skaičiui su minuso ženklu: 

pvz., 1801--1, Ig0,01=-2 ; 1g0,001=-3; 1g0,0001=-4;... 


Abiem šiais atvejais dešimtainis logaritmas yra sveikasis skaičius, — 
teigiamas skaičius pirmuoju atveju ir neigiamas — antruoju. 


Galima įrodyti, kad visais kitais atvejais dešimtainis logaritmas nėra 
sveikasis skaičius. 


4.4. NATŪRALIEJI LOGARITMAI 


Logaritmas, kurio pagrindas yra skaičius e-«2,71 vadinamas 
natūraliuoju. Žymimas In . Vietoje log , b rašome Ine . 


Pagrindinė logaritmų tapatybė natūraliesiems logaritmams taip atrodo 


Ina 


e за. 


In 


Pavyzdžiui, e"? =2 ; е 


[mL 


Natūraliesiems logaritmams tinka visos 4.2 skyrelyje išvardintos 
logaritmų savybės. 


4.5. LOGARITMAVIMAS IR ANTILOGARITMAVIMAS 


Sakykime, duotas reiškinys А, sudarytas iš teigiamų skaičių 
(raidžių), susietų daugybos, dalybos ir kėlimo laipsniu operacijomis. Šio 
reiškinio logaritmo log, 4 pertvarkymas į reiškinį А įeinančių skaičių 


(raidžių) logaritmais, vadinamas logaritmavimu. 


25 
1 Pavyzdys. Išlogaritmuokime pagrindu 3 reiškinį A =Ë n , kur 
5»0, с»0, d>0, e»0. 


! 
" b?c) bi? y 1 bic? 
Sprendimas. log , А = log , m = log (386 = 7198 TE = 


(ов,(5?с?)-1ов,(*е*=- (ов, ^" log , c? -log, d - log ,e?)- 


-|-— -|-— 


(2log, b 3log , c - 4log , d -Slog , e). 
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Radimas reiškinio, kai žinomas jo logaritmas vadinamas 
antilogaritmavimu. 

Antilogaritmuojant reikia naudotis taisyklėmis,  atvirkštinėmis 
logaritmavimo taisyklėms: logaritmų suma pakeičiama sandaugos 
logaritmu, logaritmų skirtumas — dalmens logaritmu ir t .t . 


2 pavyzdys. Raskime x, kai log, x = i log, b-l 3 4108, c. 
2 2 2 
Sprendimas. log, х = log, b? -log, Fm log, — : =log, Vp? - 
2 Ус 


MEAE LL MES 
WAS og 


Vadinasi, log, x = log, ; i$6a x- 


-log 


4.6. SKYRIAUS „LOGARITMAI“ UZDAVINIU 
SPRENDIMO PAVYZDZIAI 


4.2. skyrelyje surašėme pagrindines logaritmų savybes, kuriomis 
naudosimės šiame skyrelyje pertvarkydami įvairius reiškinius su 
logaritmais. Dar kartą priminsime pagrindines logaritmų savybes. 

Tegu x ir y yra du teigiami skaičiai, a>0, az1, b>0. Tada 
teisingos šios lygybės: 

1) a"*^ =b (pagrindinė logaritmų tapatybė); 

2) log,(x-y)=log,x+log,y, ty. sandaugos logaritmas lygus 
logaritmų sumai; 

3) log (3. )= og, x- log, y, ty. dalmens logaritmas lygus 
logaritmų skirtumui; 

4)jei x>0, о a>0, a1, tai su bet kokiu skaičiumi А teisinga 
lygybė log, х* = k - log, x 
ir laipsnio pagrindo logaritmo sandaugai; 


„t.y. laipsnio logaritmas lygus laipsnio rodiklio 
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5)bet kokiems х»0, k*0, а»0, ах! teisinga lygybė 
log, x = log , x',ty. keliant skaičių ir logaritmo pagrindą tuo pačiu 
laipsniu pats logaritmas nepasikeičia; 

6) Su bet kokiais skaičiais a, b (a>0, b»0, azl, 541) їг 


0 teisinga lygybė 1 log, x 
x>0 teisinga lygybė log x — RE d 


formulė). Atskiru atveju, kai b= x, gauname tokią lygybę: 


(logaritmo pagrindo keitimo 


7 =——. 
) log, x log,a 


1 pavyzdys. Nustatykime, kurios lygybés yra teisingos: 


a) log, 64-6; b) log; 0004 = 2; €) 1g0,00012 23; 

: : D d 
d) M; e) log, 1-8; f) 1085455 77: 
g) log,1- 0. 


Sprendimas. a) Lygybė teisinga, nes, remdamiesi logaritmo 
apibrėžimu, gauname pd lygybę 25 -64. 


b) Kadangi 572 =_= => =0,04, tai lygybė 108,004--2 yra 


x 
teisinga. 


с) Kadangi 107° = 0,001, tai lygybė lg0,001 — —3 yra teisinga. 
-4 
d) Kadangi Ө =G -') * =3*=81, tai lygybė log, 81=-4 yra 
3 
teisinga. 
e) Kadangi 8“ «1, tai lygybė 100,1=8 yra klaidinga. 
1 

ser ad : : | | 22 
f) Kadangi 5? #95: tai lygybé log, 55 = 5 yra klaidinga. 
g) Kadangi 87 =1, tai lygybė log, 1 = 0 yra teisinga. 


Atsakymas. Lygybės a), b), c) , d), g) yra teisingos, o lygybės e) , f) 
yra klaidingos. 


2 pavyzdys. Remdamiesi logaritmo apibrėžimu raskime х: 
a) log,256=4; b) 1g0,00012 x; с) log, 06-2; 


d) log, e 35 = x: e) log 125 = x; 0 log, V32 = x; 


g) log, x - 0. 
Sprendimas. a) Kadangi log, 256 —4, tai pagal logaritmo apibrėžimą 
х" = 256. Šią lygybę tenkina vienintelė nežinomojo x reikšmė x= 4. 
b) Kadangi  1g0,0001—- x, tai pagal logaritmo apibrėžimą 
10“ =0,0001. Ši lygybė teisinga, kai x=-4. 
c) Kadangi log, 0,16 - 2, tai pagal logaritmo apibrėžimą х? = 0,16. 
Šią lygybę tenkina vienintelė x reikšmė х = 0,4. 


d) Remdamiesi logaritmo apibrėžimu gauname lygtį 


e - 1. 


Si rodikliné lygtis ekvivalenti lygčiai i =-5; iščia х= E 1 


3 
arba 22-27, 


e) Remdamiesi logaritmo apibrėžimu gauname rodiklinę lygtį 
1, 
(/5) =125, kurią pertvarke gauname tokią lygtį 5? = 5) Ši lygtis 


ekvivalenti lygëiai 35 -3, iš čia х-6. 


f) Remdamiesi logaritmo apibrėžimu gauname rodiklinę lygtį 
@2) 23532, kurią pertvarkę gauname tokią lygtį: 2* -2*. Ši lygtis 


ekvivalenti lygčiai += i ; iš čia x-5. 


g) Kadangi logąx=0, tai remdamiesi logaritmo apibrėžimu, 


gauname lygybę 8° = х, arba x=1. 


с) x-04; d) х=-10; 


=-4; 
b) x à 3 


Atsakymas. а) x=4, 


€) x -6; f) x=5; g) х-1. 


3 pavyzdys. Raskime skaičiaus logaritma nurodytu pagrindu a: 

а) 5-125, а-5, b) 10* 210000, a=10; 

с) 43-46 а-4, d) 10? – 0,001, a=10; 

e) 532 =2, a=32; f) V64 -4, a=64. 
Sprendimas. Prisiminkime logaritmo apibrėžimą: 
Jeigu a“=b, tai log,b=x (skaitome: skaičiaus b logaritmas 


pagrindu a lygus х); čia a>0, azl, b>0. 
a) Kadangi 5! =125, tai pagal logaritmo apibrėžimą log, 125 =3. 


b) Kadangi 10“ =10000, tai pagal logaritmo apibrėžimą 
1g10000= 4. 

c) Kadangi 47? 23 tai pagal logaritmo apibrėžimą log, үс -2. 

d) Kadangi 107° —0,001, tai pagal logaritmo apibrėžimą 
1g0,001= -3. 


1 
е) Kadangi 32° =2, tai pagal logaritmo apibrėžimą log,, 2 = +: 

1 
f) Kadangi 647 = 4, tai pagal logaritmo apibrėžimą log,, 4 = i 
Atsakymas. а) log,125-3; b) 1810000=4; c) log, ü 2-2; 


d) 10001 3: e) log, 2-7; 0 loga doi. 


4 pavyzdys. Raskime skaičių 0,25; 05; 8; 2, 1 logaritmus 
pagrindu 2. 

Sprendimas. Jei log, 0125 = x, tai 2“ = 025. 

Gauname rodiklinę lygtį: 2* = 27°; iš čia х= —3. 
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Analogiškai ieškome ir kitu duotuju skaičių logaritmų pagrindu 2: 
jei log, 0,5=x, tai 2“ =0,5; iš йа x --1; 
jei log,8=x, tai 2* =8, arba 2" =2'; iščia x=3; 
jei log,2=x, tai 2“ =2; iščia x=1; 
jei log, 1= x, tai 2“ =1; iščia x=0. 
Atsakymas. -3; -1; 3; 1; 0. 


4 pavyzdys. Nustatysime, tarp kurių gretimų sveikųjų skaičių yra: 
a) log,15; b) log, т. 

Sprendimas. а) Tegu 109,15 = x. 

Remdamiesi logaritmo apibrėžimu iš šios lygybės gauname: 
3" =15. 

Jei x=2, tai 3? «15; 

jei x=3, tai 3 >15. 

Vadinasi, x yra tarp gretimų sveikųjų skaičių 2 ir 3. 


b) Kadangi logi, 7 l -log,,1-log,, 4 =0-5=-5, tai log, + yra 
tarp gretimų sveikųjų skaičių –1 ir 0. 


Atsakymas. а) tarp 2 ir 3; Б) tarp -1 ir O. 


5 pavyzdys. Apskaičiuokime: 
a) log,,4+10g,,3; 
с) 1g19—1g1900; 
e) log, (/7 - +3)+ log, (77 + 43). 
Sprendimas. Taikysime šio skyrelio pradžioje užrašytas 2) ir 3) 
lygybes. 
а) log,,4+10g,,3= log, „(4-3) 2log, 12-1; 


b) Юё, 160- log, 40; 
d) log, , 25-10g,,125; 
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b) log,160—1og, 40 = log (19) log, 4-1, 


€) 1819- 181900 = 1e( 16007 1g001--2; 
d) log, 25- log, ,125-- ювь (125) -1og,, 02 -1. 
e) log, (V7 - 43) tog (/7 ++3)= tog, (V7 - /3 7 ++5))= 


= tog (V7) - (3) )- tog, -3) - 10g, 4 -2. 
Atsakymas. a) 1; b) 1; с) -2; d) 1; e) 2. 


6 pavyzdys. Apskaičiuokite: 
a) Jog, 256 ; b) log, 16° 410829: 
d) log, (log, (log, 64): e) log, log, 417 |, 


с) log, (log, 8); 
log, 0,0625 
Sprendimas. 

a) Pastebėkime, kad 256 —4*. Pritaikę skyrelio pradžioje užrašytą 

4) lygybę, gauname: 


b) Kadangi log, 16= log, 2* =4-log,2=4 їг 
log, 9 = log, 3° 2 2-log, 3-2, ta 
log, 16° +10829 -3-1og, 1610929 2 3-4 € 2! 2124416. 
с) log,(log, 8)= log, (log, 2^) - log, Glog, 2)= 1og,3 - 1. 
d) Kadangi log, 64 = log, 2° = 610g, 2 — 6, tai 
log, (log, (log, 64) = log, (log, 6)- tog, 1 - 0. 


e) Pirmiausia apskaičiuojame vidinio reiškinio log, 4У2 reikšmę. 
Taikome šio skyrelio pradžioje užrašytą 4) lygybę: 


1 
log, Уу? - log, 2* -р log, 2-6 
Tada galutinai gauname: 


1 1 Е 
log, og, 4A3)- -log, с = -log, = -log, 27° = 


= -(-3)-1og, 2 - 3-1og,2 -3:1-3. 


f) Taikysime skyrelio pradžioje užrašytą 4) lygybę. Gauname: 


62 1 
log, 0,0625 HT _ 0816 _ logg2* -4g,2 | 
log, 256  1log,256  1og,2'  log,2! 808,2 2 


Atsakymas. a) 2; b) 16; c) 1; d) 0; e) 3; f) 2 


7 pavyzdys. Apskaičiuokime: 
c) 8057n. d) 100785; 


2)36 ^. Б) 109-92; 
s ра ха 
еу 399, 0949171982", g Vases Lage 
Sprendimas. Šiame pavyzdyje reikia taikyti pagrindinę logaritmų 


tapatybę (žiūrėkite šio skyrelio pradžioje užrašytą 1) lygybę). 
СЭ наг жим хэ хи? 


a) 36986 = 
83-182 _ e 3 
b) 10 10" „4. 
gone g^? > эз үлэ? = iss 22 2987 х 
9 £g 9 у 9 - 
log; 27 
-2 .27. 
| 9 9 E 


x ад Je 
d) 10076 = (192) 219 5 =10"2 = J. = 004. 


» gauname: 


(S 


e) Pagal 5) lygybę, kai k = 


log, 36 = log у; V36 = log, 6. 
Tada remdamiesi 1) lygybe, galutinai gauname: 


3798» 36 2 3956 €: 


Т Ө 49 Q 4 Q9 . РА 
49592 (noe? 72498125 721982 
49 _ 49 49 (4 
L 425 5 5 


7981 252 


1 1 
8) Ү255545 4 дов? _ [25908 agent [oriens grs 


= 5986 үл985 2688 = 36x64 = J100 -10. 


Atsakymas. a) 25; b) 2 с) 3; d) 004; e) 6; f) 92; g) 10. 


8 pavyzdys. Apskaičiuokime: 
UE. kase dr oer diedas 
а) Тор, 2 ) log, ` 1085; , 9 166516” )log, *108, 2; 
е) log, 3-log, 4 - log, 5-log, 6 - log, 7 log, 8. 
Sprendimas. Visų reiškinių reikšmėms apskaičiuoti naudosime šio 
skyrelio pradžioje užrašytą 6) lygybę, ty. logaritmo pagrindo keitimo 


formulę. 
log, 8 
a) 1:2 555-5. 


b) Taikydami logaritmo pagrindo keitimo formule pereisime prie 

pagrindo 3: 

log, 9-105367 1,6 10g, 21 7 [T es e 
2-2108,6 4 217 


— 3lg6 3 3 
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с) 1 būdas. Trupmenos vardiklyje esančiam reiškiniui taikome loga- 
ritmo pagrindo keitimo formule, t.y. pereisime prie pagrindo 3. Gauname: 


log,16 108,42 210р,4 
log, 16 = lg,9 ^ 7 = =log, 4. 


Tada galutinai gauname: 
log, 8 _ 108,8 8 
logg,16 ` log,4 4 


-108,8-108,(4-2)-108,444108,2- 


2 būdas. Pastebékime, kad log, 16= log у, 416 —log, 4. Tada 


log, 8  dog,2 _ 3log,2 _ 3log, 2 E 
log,l6 - log,4 ` log, Лор, 2? — 2108,2 2 


log,5 log,5  log,5 | 


d) Kadangi log, 5 = log, 9 - Tog, 37 = 21083 = 2198; 5, tai 


„E 3 = 21-41. 
log, 5: log, 3 = 3108, 5 - 10853 = 5-0, 5 log,5 27 
bae: 


čia reiškiniui 108, 3 pritaikéme 7) lygybę: log, x = Те ud 


e) Remdamiesi logaritmo pagrindo keitimo formule, pereisime prie 


logaritmu pagrindu 2: 
piston bod pM 


. НЭГЭЭРЭЭ 
Atsakymas. a) 3; b) 13: € 5:9 >: 9 3. 


9 pavyzdys. Apskaičiuokime: 
а) log, 6, jeigu log,2=a; 
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b) log,12, jeigu 108,2 =а, log,3=c; 

с) 1825, jeigu Ig2=a; 

d) log,,8, jeigu log 3=a, 108,5 =; 

е) log,,16, jeigu log,,2-a. 
Sprendimas. 


а) log, 6 = log,(2 :3) = log, 2+10g,3=10g,2+1=a+1. 


b) log, 12 = log,(3 - 4) = log, 3 + log, 4 = log, 3 + log, 2? = 


=log,3+2log,2=2a+c. 


с) 1g25 - 1g 5? = 2165 =210= 2(Ig10-1g2)= 2(1- a). 


d) log, 8 = log, 2? -3log,, 2 = зов, (29) = 3(log,, 30- log, 15)- 


=3(I -10g,,(3-5))= 3(1— 108,,3-10g,, 5)- 3(1- a - 6). 


log 4 log, 2 
e) log,, 16= log д5 416 - log, 4- 17 15-03: 
M юг 2 ) 


2log,, 2 21082 2а 


"log,l4-log,2 1log,2 l-a- 


Atsakymas. a)a+1; b)2a+c; c)2(1- a); d)3(1-a- b); J 
10 pavyzdys. Iš duotosios lygties raskime x reikšmę: 
a) Igx=1g38+1g15; b) Igx=1g5,07-1g03; 
c) log, x -3log, 2+ log, 25- log, 10; 
d) log, х= -2log, a + 2106, b- Log, m 


e) Igx=1g7-Iga-lgb. 


Sprendimas. — 7 e; 
a) Igx=1g38+1g15, b) Igx=1g5,07-1g03, 8Х-18 257 E B 
ЭЭ? lgx=1g ЫН : Atsakymas. 3 , 
BX- 1857; а) х=5,7; b) х=16,9; c) х=4; d) x=—— е) x=—. 
х=5,7. Igx=1g169, ) ) ) ) ат ) ab 
x-169. 


11 pavyzdys. Išreikškime kintamąjį y kintamuoju х: 
a) x -10-2" ; b) х=5”'!. 
Sprendimas. a) Pagal prasmę х> 0, nes su bet kuria kintamojo y 


c) log, x = 3log, 2 log, 25-108,10, 


1 

log, x = log, 2° + log, 257 — log, 10, мон | | 
reikšme 10-2" > 0. Vadinasi, egzistuoja abiejų duotosios lygybės pusių 

log, х = log, 8 + log, 5- log, 10 , logaritmai. Abi lygybės х-10-2” puses išlogaritmuokime tuo pačiu 

log, x= log, 8.5 1 pagrindu 2. Gauname: 

l log, x = log,(10- 2"), 
log, x -log,4, x=4. 
Bs ° log, x = log, 10 + log, 2” , 


d) log, x= -21og, a * 2log, b- +log, m, log, x = log, 10+ у · 108,2, 


i log, x=10g,10+ y. 


log, x = log, a * *log, b? - log, m’ , Iš paskutiniosios lygybės išreikškime y: 
log, x = loe ( 2; . b? )-1og, Ут, у = 106, х– 108,10 = 2363) š 
a 
2 
x Й b) Kadangi 5'* >0 su visomis realiosiomis kintamojo у 
log, x = log, = ? log, x = log, ue Р reikšmėmis, tai х»0. Vadinasi, egzistuoja abiejų duotosios lygybės 
m a m А а А А . . +1 . 
pusių logaritmai. Išlogaritmuokime abi lygybės х = 5°* puses tuo pačiu 
p pagrindu 5. Gauname: 
ur log, x = log, 5"*', 


log, x = (y +1)log; 5, 


е) Igx=1g7-Iga-lgb, „2 
log;x=y+1; iščia y-log,x-1. 


igx=1g7-(Iga+1g6), 
x 
lgx - 1g7 - lg(a- 5), Atsakymas. a) у=): b) y -log; x-1. 
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12 pavyzdys. Raskime duotojo skaičiaus dešimtaini logaritma: 


1 
a) 41000 ; b) 107; е 4/0001; a 2100000 


1000 


1 
Sprendimas. a) 1g 41000 = 11000? = 1161000= 3-3. 


1 1. 
2 2 
b) 1810? =11в10= List 

8107 = 71810=-1=5. 


1 
c) 164001 = 1g0,001* = 1180001 =1.(-3)=-3. 


4. 
d) s] = Ig V100000 — 1g1000 = 1100000? — 1g1000 = 


1 =- 1 
2 id 5 3 2 . 
Galéjome spresti ir tai, 


5 318100000- 1g1000= 


1000 : 0 


8-4 


Atsakymas. a) Ž Y 


b) 1; е 
) 7 ; 17 
13 pavyzdys. Raskime duotojo reiškinio logaritma pagrindu 5: 


2 
m x>0, y>0; 


b) та» b'c*,kaia»0, b>0, c>0. 
Sprendimas. a) МА )- log, x? - log, (25y) = 
= 2log, x - (log, 25 + log, ») = 2log, x -2-log, y 


Li 
b) ЕЕ able ')- log, t + log, a’ log, 97 log, c" - 
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р: 
- 
(271000. E тн 102° =1 810: 5--18)0--141--4 
-3, 


= -1+3log,a « log, b- log, с. 


14 pavyzdys. Palyginkime skaičius: 


а) log,3 ir Э;  b)logSirlog4;  e)log,3 ir log, 2. 


3 
2 


Sprendimas. a) Kadangi 3- log, 2? «log, V? = log, 48 , tai reikia 
palyginti skaičius log,3 ir log, J8. Matome, kad logaritmu pagrindai 
vienodi ir didesni už vienetą, todėl pakanka palyginti skaičius 3 ir 48. 

Kadangi 3» 48 , tai log, 3 > log, 48, ty. log,3 >3. 

b)Pazymékime: 108,5 =а, log,4=b. Kadangi teigiamojo 
skaičiaus logaritmas — tai skaičius, kuriuo reikia pakelti pagrindą, kad 


вашите logaritmuojamą skaičių, tai 37-5 ir 7° =4. Matome, kad 
a>1, о 0<b<l. Vadinasi a» b, arba log, 5 > log, 4 


Pastebėkime, kad log, 3 0853 (| 
с) Pastebékime, kad log, 752 9 


Kadangi esant vienam ir tam pačiam pagrindui а »1 didesnį skaičių 
atitinka didesnis jo logaritmas, tai log, 3» log, 2. 
Bet 106,3-1, todėl iš paskutiniosios nelygybės gauname, kad 
log, 2«1. 


Bet iš (1) lygybės gauname, Кай log,3>1. Taigi log, 3> log, 2 


Atsakymas. а) 108,3 > i ; b) log, 5»1og, 4; c) log, 3»1og,2. 


5 SKYRIUS. ALGEBRINIAI REISKINIAI 
5.1. ALGEBRINIU REISKINIU KLASIFIKACIJA 


Reiškinius, sudarytus iš skaičių ir kintamųjų naudojant sudėties, 
atimties, daugybos, dalybos veiksmus, šaknis іг laipsnius su 
racionaliaisiais rodikliais, vadinsime algebriniais reiškiniais. Tokių 
reiškinių pavyzdžiai: 


2 2 2 2 
5 кыз, akha S E бх, зз 
х+1 5 а-1 


1.1 сү 3 2 -Ž 5 25 3% 3 2 
25 3 » Xy +4x 7. У, 3522 „a -2ab«b'. 
Jei su kintamaisiais atliekami tik sudėties, atimties ir daugybos 
veiksmai (kėlimas natūraliuoju laipsniu irgi yra daugyba), o dalybos nėra 
iš viso arba dalijama tik iš skaičių, tai toks reiškinys vadinamas sveikuoju. 
Pavyzdžiui, sveikieji yra šie reiškiniai: 
2a*b -3ab/(a + b) , 
3x? 4 23 l 2 3 
s tz, u Nuy’, 49 +22. 6" 
Jeigu algebriniame reiškinyje panaudoti tik sudėties, atimties, 
daugybos ir dalybos veiksmai ir nors kartą dalijama iš reiškinio su 
kintamuoju, tai reiškinys vadinamas  trupmeniniu. Pavyzdžiui, 
trupmeniniai yra šie reiškiniai: 


5а? +2a+1 2 
5 a+2' а-1 Ë x12). 
4 x 3ab 1,1 1) R:R, abc 
xX-9 x-3' a«b' ` R+R, АК 


x y т 
Sveikieji ir trupmeniniai reiškiniai vadinami racionaliaisiais. 


2x? +3х+1, (М4 - yy, 2х7у!г, 


5a 


Jeigu algebriniame reiskinyje yra traukiamos Saknys i5 kintamuju (ar 
iš reiškinių su kintamaisiais) arba jie keliami laipsniais su racionaliaisiais 
rodikliais, tai reiškinys vadinamas iracionaliuoju. Pavyzdžiui, iracionalieji 
yra reiškiniai: 


2 2 1 
Ё =, I$ y х3 ey, abc, 
V x+ x 


XT Jp(p-a)(p-b)(p-c), Nd +b’ +e. 


Kai reiškinys yra sudėtingas, paprastai siekiame jį suprastinti, t.y. 
pakeisti paprastesniu. 

Du reiškiniai vadinami tapačiais tam tikroje kintamųjų reikšmių 
aibėje, jei su visomis kintamųjų reikšmėmis iš šios aibės reiškinių skaitinės 
reikšmės yra lygios. 


х+2 1 


Pavyzdžiui, reiškiniai xx 2) ir = уга tapatūs, kai x 20, x+-2; 


reiškiniai 4(х-3) ir |x - 3| yra tapatūs su visais x. 
Ratome: tt (x«0, x+-2); (х-3) -|x-3| (xe R). 
Pertvarkyti reiškinį – reiškia jį pakeisti jam tapačiu reiškiniu. Jei 
gautasis reiškinys yra paprastesnis už pradinį, sakome, kad reiškinį 
suprastinome. 


Raidinio reiškinio reikšmė priklauso nuo raidžių reikšmių: tos raidės 
vadinamos kintamaisiais. 


5.2. VIENANARIAI 
Reiškinys, kuris yra skaičių, kintamųjų ir kintamųjų natūraliųjų 
laipsnių sandauga vadinamas vienanariu. 


Iš apibrėžimo seka, kad jei reiškinys yra vienanaris, tai jame negali 
būti atliekami jokie kiti veiksmai su skaičiais, kintamaisiais ir laipsniais, 
išskyrus daugybos veiksmą. 


Pavyzdžiui, reiškiniai Зах”, -26' , 0,5c7-(-36'), -3, 3a-(2,5a'), 
(ѕа?ь?). (0,2с?а?), xy (-3)-Ž yra vienanariai, о reiškiniai a+b, 
ab зу? 


29 x*«l,a b, = nėra vienanariai. 
c 
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Skaičiai taip pat laikomi vienanariais. 

Kiekvienam vienanariui galima suteikti standartinę išraišką, t.y. jį 
užrašyti taip, kad pirmasis dauginamasis būtų skaičius, o kiti dauginamieji 
būtų skirtingų kintamųjų laipsniai. 

Pavyzdys. Vienanarį 3a?!b.Sab/c parašykime standartine išraiška: 
3a*b -Sab'c = (3-5)(a? -a)(b-6*)-c = 15a*b*c.. 

Standartinės išraiškos vienanario skaitinį dauginamąjį vadiname 
vienanario koeficientu. Visų kintamųjų laipsnių rodiklių sumą vadiname 
vienanario laipsniu. 

Pavyzdžiui, standartinės išraiškos vienanaris 15ařbfc yra aštuntojo 
laipsnio, nes 3+4+1= 8, о jo koeficientas yra skaičius 15. 

Standartinės išraiškos vienanariai, kurie yra tapačiai lygūs arba 
skiriasi tik koeficientais, vadinami panaišiaisiais. 


Pavyzdžiui, vienanariai 5 ir -2; ab ir ba, jy ir 16x^y?z 
уга panašieji, o vienanariai 3x2yz ir —2xyz , 2 ir 2а nėra panašieji. 

Panašiuosius vienanarius galima sudėti ir atimti. Tokių vienanarių su- 
ma ir skirtumas — vėl vienanaris, panašus į pradinius (kartais gauname 0). 


Pavyzdys. Sudėkime vienanarius 12x*y*z? ir —4xly'z^. Šių viena- 
narių raidinės dalys vienodos, o skiriasi tik koeficientai, todėl panašiųjų 
vienanarių sudėtį atliekame taip: 

12x2y?2 + (4) yz = (12 + (CA) x? y) z =8x°y’z 


Sudėdami (atimdami)  vienanarius sudedame  (atimame) ju 
koeficientus, o kintamuju laipsnius palickame tokius pat. 

Panašiųjų vienanarių sudėtis ir atimtis vadinama panašiuju narių 
sutraukimu. 

Jeigu tarp dviejų vienanarių parašysime daugybos ženklą, tai gausime 
vienanarį. Jį vadiname pradinių vienanarių sandauga. Norint vienanarių 
sandaugą parašyti standartine išraiška, reikia dauginamųjų vienanarių 
koeficientus ir atitinkamus kintamųjų laipsnius sudauginti. 
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I pavyzdys. Sudauginkime vienanarius 25а?5?са? ir Тао . 
Sprendimos. esee) (Sabe?) - 
5 (54) ё -а7)(62-5) с-с)-4 = Sasha? . 


Jeigu vienas iš dviejų vienanarių neturi kurio nors kintamojo, kurį turi 
kitas vienanaris, tai tokiu atveju šio kintamojo laipsnio rodiklis laikomas 
lygus nuliui. 


Pakėlę vienanarį natūraliuoju laipsniu, taip pat gauname vienanarį. 

Pavyzdys. Vienanarį -3497с” pakelkime ketvirtuoju laipsniu. 

Sprendimas. (зас!) = (-3)*а“(02) Су = 8la*b*c" . 

Jam paprastai suteikiama standartinė išraiška. 

Jeigu vienanaris parašytas standartine išraiška, tai jo n-tasis laipsnis 
taip pat yra standartinės išraiškos vienanaris. Tokio vienanario laipsnis yra 
n kartų didesnis, negu pradinio vienanario. 


5.3. ПАОСІАМАВІАЇ 


Daugianariu (arba sveikuoju algebriniu reiškiniu), vadinama 
vienanarių algebrinė suma. 

Daugianarių pavyzdžiai: a+b, 5x!-4x«3, 8а? +3ab-5, 
4x$y'z-3x!y!42xygz, 28x! -35x'. 

Daugianario démenys (vienanariai) vadinami daugianario nariais. 

Pavyzdžiui, daugianarį 2x? yz + 0,5x! y!z + 5ху sudaro trys nariai 
(vienanariai): 2x!yz , 0,5х2у?2, 5ху. 

Į vienanarį galime žiūrėti kaip į atskirą daugianario, susidedančio iš 
vieno nario, atvejį. Daugianaris, kurį sudaro du nariai, vadinamas 
dvinariu; daugianaris, kurį sudaro trys nariai — trinariu. 

Visus daugianario narius parašę standartine išraiška ir sutraukę 
panašiuosius narius, gausime standartinės išraiškos daugianarį. 


Kiekvieną sveikąjį reiškinį galima pertvarkyti į standartines išraiškos 
daugianarį. Toks pertvarkymas vadinamas reiškinio prastinimu. 

1 pavyzdys. 

9а -8b + Sab + 7a - (—4b) + b - b = 72ab + 5аЬ — 28ab + b? = 49ab + Ь?. 
i cba 22 (^4) +a b? +3a-2c-6b+a-a= 
= Sabc - 8a? b! + а?Ь? + 4abc + а? -дас-7а! b! +а?. 


2 pavyzdys. 2-5- 


Standartinės išraiškos daugianario laipsniu vadinamas aukščiausias 
daugianario narių laipsnis. 


Pavyzdžiui, daugianaris Ax zy e xy ex yz yra septintojo laipsnio, 


nes aukščiausią laipsnį (septintą) turi daugianario narys х?уг. 


(5+1+1=7). 

Vidurinės mokyklos matematikos kurse labai dažnai sutinkami vieno 
kintamojo daugianariai. Daugianarį ax+b, kai a, b — skaičiai (a +0), o 
x- kintamasis vadiname pirmojo laipsnio daugianariu; daugianarį 
ax! « bx «c , kai a,b,c- skaičiai (a + 0), o x — kintamasis, vadiname 
antrojo laipsnio daugianariu, arba kvadratiniu trinariu; daugianarį 
ax «bx! +cx+d,kai а,Ь,с, а – skaičiai (a*0), o x- kintamasis, 
vadiname trečiojo laipsnio daugianariu ir pan.. 

Apskritai, kai а,,а, ,,..,a,, as Skaičiai (a, = 0), o x — kintamasis, 
tai n-ojo laipsnio daugianariu vadinamas sveikasis reiškinys. 


- n n-i n-2 
ф(х) = а„х" +а, x" *a, x" *..*ax*a,, 


kur a,x", a, x" ,..., ах, a, — daugianario nariai, 


a a 


n. 


a, — aukščiausiojo nario koeficientas, a, — daugianario laisvasis narys. 


Р п TP 
„а, а — koeficientai, a,x — aukščiausias narys, 


PEEL 


Dažniausiai daugianaris rašomas mažėjančiais kintamojo laipsniais, 
t.y. kintamojo x laipsniai palaipsniui mažėja; tada pirmoje vietoje rašomas 
aukščiausias narys, paskutinėje — laisvasis narys. Daugianario laipsnis — 
tai vyriausiojo nario laipsnis. 


5.4. VEIKSMAI SU DAUGIANARIAIS 


1. Sudédami arba atimdami daugianarius, taikome šias atskliaudimo 
taisykles: 

a) jeigu prieš skliaustus nėra jokio ženklo arba yra pliuso „+“ ženklas, 
tai atskliaudžiant daugianarį, jo narių ženklai nekeičiami, 

b) jeigu prieš skliaustus yra minuso ženklas, tai atskliaudžiant 
daugianarį, jo narių ženklai pakeičiami priešingais. à 

Daugianariai sudedami (atimami) sekančia tvarka: pirmiausia 
daugianariai atskliaudžiami pagal atskliaudimo taisykles, o po to 
sutraukiami panašieji nariai. 

Dviejų daugianarių suma (skirtumas) yra vėl daugianaris. 


1 pavyzdys. (2a + 4b-—6c)+ (8a - 3b + 9c) = 
= 2а+ 46 – 6c + 8а -3b +9с = 10а +b + Зс. 


2 pavyzdys. (х «2x! y +3у?х- - y )« (6x y -2x y -2y x ^ 2y')= 


-х-. 2x!y  3y'x - y £5x!y - 2x! y -2y! х-2у = xo e Sx! y+ y! x y. 


| 


3 pavyzdys. (ба?ь+ 2а52)-(447Ь-7а52)- 
= 6a*b + 2аЬ? – 4ab + Tab! = 2a'b + 9ab' . 

4 pavyzdys. (2аЬ? - 3a2b)— Ü - ab? - 2a2b)= 
= 24? —3a?b - 3 ab! « 2a?b = 3ab! - à'b- 3. 

2. Norint padauginti vienanarį iš daugianario, reikia vienanarį 


padauginti iš kiekvieno daugianario nario ir gautąsias sandaugas 
(vienanarius) sudėti (sutraukti panašiuosius narius). 


1 pavyzdys. 
3a(2a - 5b + 4с) = 3a - 2a -3a-5b+3a-4c = ба? - 15ab + 12ac . 


2 pavyzdys. (х-к +з) =8х?-х-8х? ч“ +8x7-3= 
= 8х) -2x* «24x! =—2x* + 8x? + 2452. 
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3. Norint padauginti viena daugianarį iš kito daugianario, reikia vieno 
daugianario kiekvieną narį padauginti iš kito daugianario kiekvieno nario 
ir gautąsias sandaugas (vienanarius) sudėti (sutraukti panašiuosius narius). 

1 pavyzdys. (x? y + 5xy?)-(3x -4y+1)= 
= 2х?у(3х-4у +1)+ 5xy Qx - 4y +1) = (6 y - 83? + 2x2y)+ 
+(15х? y? - 20x? + 5x?)- 6 y - 8x? y! + 2x y «15x? y? - 20x? + 
+5ху? = 6x!y T3 y? + 2x!y - 20x) +5ху?. 

2 pavyzdys. (бху +2х° yz) (2x y+ yz+ 3xyz) = 
= 5ху-(—2х?у)+ Sxy - yz + 5ху-3хуг + 2x2yz-(-2x2y)+ 2х?уг- yz + 
+2х?ут.3хут = -10x)y2 +5xy2z+15x2y2z-4xty2z + 2x! y! z! + 6x? y!z?. 

5.5. GREITOSIOS DAUGYBOS FORMULÉS 
IR JU TAIKYMAI 


Kartais daugianarius galima sudauginti greičiau, pritaikius vadina- 
masias greitosios daugybos formules. Užrašysime jas. 

1. (а+ Б) =a! «2ab b). 

2 Ч 2\2 2 2 

1 pavyzdys. (-2x +3у) = (-2х )?+2.(—-2х?)-3›+@у)?= 
=4х*-12х?у+9у?; 6iaa--2x!, b=3y. 

2. (a- b =a -2ab« bl. 

2 pyyzdys. (2x -3у) = (2х) -2-2х-(-Зу)-(3уу = 4x! «12xy +9у?. 

3. а - b? = (a+ b)(a — b). 

3 pavyzdys. 47° — 33? = (47 – 33)(47 + 33) 214-80 2 1120, 
Qx» -3y!)Qxy «3y!)2 Qo -Gy!) = 47у? -9»*. 

4. (a - b = à +3За?Ь «3ab! + P). 

4 pavyzdys. Qx +3y) = Qxy «3-Qxy -Зу-3-2х-3у) + Gy) = 

-8x'436xly 54x) + 27y!. 
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5. (a- b) = а? - 3à!b -3ab! - P . 
5 pavyzdys. (2х-3у) = Qxy? -3-(2x)?-3y+3-2x-(3y)7- y = 
=8x -36x!y + 54xy! - 21y) . 


6. a + P = (a + b)(a! - ab + b°). 
6 pavyzdys. 8x +27х° = (2х?) + (38у?) = Q2 +3y7)x 
x ley -2x -3y° «буур (Ох? +3y*)(4x* -6xy! +9y*). 
7. à - P = (a - b) (a? + ab + b°). 
7 pavyzdys. 8х —27х° = key = ву) = бх 2 -3y?) 
x ley +2х?.3у? «Уу» бх -3y!)(ax* +6х?у* +9y*). 


5.6. DAUGIANARIO SKAIDYMO 
DAUGINAMAISIAIS BŪDAI 


Skaičiuojant reiškinių reikšmes, sprendžiant lygtis, prastinant 
reiškinius kartais patogu pertvarkyti daugianari | sandaugą. Tai vadinama 
daugianario skaidymu dauginamaisiais. 

Nagrinėsime paprasčiausius daugianarių skaidymo dauginamaisiais 
būdus: 

1. Bendrojo dauginamojo kėlimas už skliaustu. 

Daugianarius skaidant dauginamaisiais šiuo būdu naudojamasi 
daugybos skirstymo dėsniu, užrašytu atvirkščia tvarka, t.y. kairioji ir 
dešinioji lygybės c(a +b)=ca+cb pusės sukeičiamos vietomis: 

ca+cb=c(a+b). 

Paprastai, iškeliant bendrą dauginamaji už skliaustų, kiekvienas 
kintamasis, kuris jeina į visus daugianario narius, iškeliamas su mažiausiu 
laipsnio rodikliu, kurį tas kintamasis turi daugianaryje. Kai visi 
daugianario koeficientai — sveikieji skaičiai, tai bendro dauginamojo 
koeficientu imamas visų daugianario koeficientų modulių didžiausiasis 
bendrasis daliklis. 


1 pavyzdys. 2x! yz — 5xy? = xy(2xz - 5y). 


2 pavyzdys. 8xy +16xz — 28xt = Ax(2y + 4z — 71), nes 
DBD(8,16, 28) = 4. 
3 pavyzdys. Ta? bc - Ma^? = тас - 2a) b? ). 
2. Daugianario nariy grupavimo büdas. 
Šis būdas pagrįstas tuo, kad sudėties keitimo a-- b = b--a ir jungimo 
a+(b+c)=(a+6)+c dėsniai leidžia įvairiai grupuoti daugianario narius. 
Kartais pavyksta juos sugrupuoti taip, kad iškėlus kiekvienoje grupėje 
bendrus dauginamuosius, visų grupių skliaustuose lieka tas pats 
daugianaris. Jį savo ruožtu, kaip bendrą dauginamąjį, galima iškelti už 
skliaustų. Pravartu žinoti, kad reiškinį a—b visada galima pakeisti reiš- 
kiniu -(b-a), ty. a-b=-(b-a). Pavyzdžiui, За-2Ь = -(2b – За). 
Išnagrinėkime keletą daugianario skaidymo grupuojant pavyzdžių. 
1 pavyzdys. 20x? + 3yz - 15xy - 4х2 = (20x? — 15xy)+ yz - 4xz) = 
= 5х(4х -3y) + z(3y - 4x) = 5x(4x - 3y) - z(4x - 3y) = (4x - 3y)(5x - z) . 
2 pavyzdys. 12 - 4x Зх? + x! = (12- 4x) -Qx? - x*)= 
-40-x)-x!G-x)2 (3— x)(a — x:)= (3 — x)(2 - x)(2 + x). 
3 pavyzdys. 10a? — 6b? + 4ab? — 15а?Ь = (10a? – 15а?Ь)+ (4ab? — 6Ь?)= 
= Sa'(2a — 3b)  2b^(2a - 3b) = (2a - 36)(Sa? + 252). 
4 pavyzdys. бах – 2bx + 9by - 27ay = 2x(3a - b) + 9y(b - За) = 
= 2x(3a - b) -9y(3a - b) = (За - b)2x - 9y) . 
3. Susiprastinančių narių įvedimas arba kurio nors daugianario 
nario išskaidymas į keletą panašiųjų dėmenų 
Jei jokiu grupavimu negalima pasiekti, kad visose grupėse atsirastų tas 
pats daugianaris, tai kartais pravartu kurį nors daugianario narį išreikšti dvie- 
jų ar didesnio skaičiaus panašiųjų narių suma, o po to vėl bandyti grupuoti. 
Pavyzdžiui, daugianario a^ - 7ab «125? narį -7ab parašę kaip suma 
-3ab- 4ab ir atitinkamai sugrupavę daugianario narius, gauname: 
а? - Tab «12b? = а? - 3ab - 4ab + 1267 = (а? -3a6)- (aab - 1267)= 


= a(a - 3b)- 4b(a -36)= (a - 3b(a — 45). 


Kartais pavyksta daugianarį išskaidyti dauginamaisiais, prie jo 
pridėjus ir atėmus tą patį narį, t.y. įvedus susiprastinančius narius. 


Pavyzdžiui, prie daugianario х* +4y* pridėkime іг atimkime viena- 
narį 4xŽy?. Gauname: 
xt +4у* = (х* +4x y? + 4y!)- 4x!y! = (e? + 2x7 -(2хуу = 
= (x? +2y7— 2xy)(x? +2y?° +2ху); čia pritaikėme greitosios daugybos 
formulę a? - b’? = (a - b)(a + Б). 
4. Greitosios daugybos formulių naudojimas 
Šiame skyrelyje kalbama apie formules: 
1) à! -b° - (a -b)(a« b) ; 
2) a° — b° = (a - b)(a° +аһ+Ь?); 
3) а + =(а+Ь)(а?-аһЬ+Ь?). 
1 pavyzdys. 1- x? =  - x! = (1- x)(0 x). 
2 pavyzdys. 4m? – 25п? = (2mY - (5п) = (2m - 5n)(2m + 5n) . 
3 pavyzdys. x) -64 = x? - 4^ = (x — 4x? + 4x +16). 


4 pavyzdys. 845 + 27 = (2а?) +3 = Qa? -3(02) -24-3 +3)= 
= Qa? + 3)(4a* - ба? +9). 


5.7. REIŠKINIŲ SU MODULIO ŽENKLU PRASTINIMAS 


Prisiminkime realiojo skaičiaus modulio apibrėžimą. 
e Apibrėžimas. Realiojo skaičiaus a moduliu vadinamas pats skaičius 
a, kai a20 ir skaičiui a priešingas skaičius (-a), kai a«0, ty. 
la|-a,kai a20 ir |a|=-a,kai a<0. 

Pavyzdžiui, |3]-3;  |-3|=-(-3)=3; 10|-0. 

Realiojo skaičiaus modulio apibrėžimu dažnai naudojamės prastin- 
dami skaitinius reiškinius su modulio ženklu. 
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1 pavyzdys. Suprastinkite reiškinį |42-2|-44 . 
Sprendimas. Pastebékime, kad po modulio ženklu esančio reiškinio 
42 -2 reikšmė yra neigiamas skaičius, nes 42 «2. 


Tada pagal realiojo skaičiaus modulio apibrėžimą 
|V2-2|=-(/2-2)=2-42 . Kadangi 


1 1 2 1 
44-41 =(27)* -2* -2? = 42 , tai galutinai gauname: 
|2-2|-У4--(/2-2)-42-2-42442-2. 
Atsakymas. 2. 


2 pavyzdys. Suprastinkime reiskini | -43|-1- 45 Ї 
Sprendimas. Kadangi 1+ 43»0, o 1-43 «0, tai pagal realiojo 
skaičiaus modulio apibrėžimą: | * 43| -1443, |! = 43| = -( > 43) А 
Vadinasi, |1++3|-|1-43|=1++3 «1-43 =2. 
Atsakymas. 2. 
€ Analogiškai apibrėžiamas ir reiškinio A(x) su nežinomuoju x 


modulis: 
|A(x)|= A(x), kai A(x)20, (1) 


|A(x)|=- A(x), kai 4(x)«0. 
Pavyzdžiui, |х-2|-х-2, kai x-220 ty. x22; 
|x-2|=-(x-2)=2-x, kai x-2«0 ty. x<2. 


Šis apibrėžimas dažnai taikomas prastinant reiškinius su moduliu. 


3 pavyzdys. Suprastinkime reiškinį |x-1|+|1—2x|, kai x>1. 
Sprendimas. Kai x»1, tai x-1>0, o 1-2x«0, todėl 
|x-12x-1,  [1-2x|2-(-23). 
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Taigi, kai x »1 , tai galutinai gauname: 
|х-141-2х|-х-1-0-2х)-х-1-142х-3х-2. 
Atsakymas. 3х-2. 


4 pavyzdys. Suprastinkime reiškinį [x 3| -|x - 3 


,kai xe R. 
Sprendimas. Randame, su kuriomis x reikšmėmis x+3=0 ir 
x-3=0. Šios reikšmės atitinkamai yra х--3 ir х= 3. Jos skaičių tiesę 
dalija į tris intervalus (-%;-3), [-3;3], (3;+0). Kiekviename šių 
intervalų po modulio ženklu esantys reiškiniai x+3 ir x-3 išlaiko 
pastovų ženklą, t.y. su visomis nežinomojo x reikšmėmis iš pasirinkto 
intervalo įgyja tik teigiamas arba tik neigiamas reikšmes. 
Nustatysime reiškinių x+3 ir x-3 ženklus kiekviename iš trijų 
gautųjų intervalų. 
1) Imkime intervalą (-со:-3). Įstatykime vieną kurią nors x reikš- 
me iš šio intervalo, pavyzdžiui x=—4 , į kiekvieną iš šių reiškinių x+3 
ir x-3. 
Turime: -443--1, -4-3--7. Taigi, kai x=-4 abu minėti 
reiškiniai įgyja neigiamas reikšmes. Vadinasi, neigiamas reikšmes abu 
reiškiniai įgys ir visuose kituose intervalo (оо; —3) taškuose. 
Taigi x+3<0 ,kai x<-3 
x-3<0,kai x<-3, ir todėl pagal (1) lygybes: 
Ix *3|2 - (x 43), kai x<-3; 
[x -3|» - (x -3), kai x<-3. 

Galutinai gauname: kai x « —3 , tai 


Ix *3|2|x-3| 2 -(x 43) - (x -3) 2 -x-3- x 32 -2x. 


2) Imkime intervalą [-3;3). Įstatykime vieną kurią nors x reikšmę iš 
šio intervalo, pavyzdžiui, x = 0 , į kiekvieną 15 šių reiškinių x+3 ir x-3. 

Turime: 0+3=3, 0-3=-3. Taigi, kai x=-4 pirmasis reiškinys 
įgyja teigiamą reikšmę (išskyrus tašką x = —3 , kuriame pirmasis reiškinys 


x * 3 lygus nuliui), o antrasis — neigiamą. Vadinasi, tokio ženklo reikšmes 
abu minėti reiškiniai įgys ir visuose kituose šio intervalo taškuose. 

Taigi x+320, kai -3<x<3, 

x-3<0, kai -3<x<3 ir todėl pagal (1) lygybes gauname: 

|x+3|=x+3, kai -3<x<3; 
|x-3|=-(x-3), kai -3<x<3. 

Galutinai turime: kai -3<x<3, tai 

|x+3|+|x-3|=x+3-(x-3)=x+3-x+3=6. 

3) Imkime intervalą [3; +оо). Įstatykime vieną kurią nors x reikšmę 
iš šio intervalo, pavyzdžiui x = 4, į kiekvieną iš reiškinių x+3 ir x-3. 

Turime: 4+3=7 ir 4-3-1. 

Taigi, kai x=4 abu po modulio ženklu esantys reiškiniai įgyja 
teigiamas reikšmes. Vadinasi, teigiamas reikšmes abu reiškiniai įgyja ir 
visuose kituose intervalo [3; +оо) taškuose, išskyrus tašką x = 3, kuriame 
antras reiškinys x —3 lygus nuliui. 

Taigi x+3>0, kai x23; x-320,kai x23 ir todėl pagal (1) 
lygybės |x+3|=x+3, kai x23; |x-3|=x-3,kai x23. 

Galutinai gauname: kai x 23, tai |x+3|+|x-3|=x+3+x-3= 2x. 

Reiškinių x+3 ir x-3 ženklus minėtuose intervaluose vaizduojame 
taip: 


х+3 — | + i + 
x-3 шал - | + 
-3 3 à 


Atsakymas. -2х, kai x «-3; 6, kai -3<x<3; 2x, kai x23. 


5 pavyzdys. Suprastinkime reiškinį 1-- a + 41—4a--4a?, kai а> 5 : 


Sprendimas. Duotaji reiškini pertvarkykime: 


1+а+уй-4а+4а? 21a (1-22)! =1+a+|1-2a|. 


Kai a>}, tai 1-2a «0 irtodėl |1-2a|- -(1-22) -2a-1. 


Vadinasi, 1+а+ fl 4a«4a? =1+а+2а-1=3а. 


Atsakymas. 3a, kai a»j. 


6 pavyzdys. Suprastinkime reiškinį А = J4x? -12x +9 — 4x, kai x «0. 
Sprendimas. Duotąjį reiškinį pertvarkykime: 
Az Vax? -12х+9 - x? = J(2x-3)? - Vx? =|2х-3|-|х|. 


Kai x«0, tai 2x-3<0 ir todėl |2х-3|--(2х-3)-3-2х, be 


to, kai x «0, tai |x|=-x. Taigi A=3-2x-(-x)=3-2x+x=3-x. 
Atsakymas. A=3-x, kai х<0. 


7 pavyzdys. Suprastinkime reiškinį 


А= үх“ 48x! «164 x*-8x7+16, kai xe R. 


Sprendimas. Duotaji reiškini pertvarkykime: 

A- dx «8x? +16 e Jx* 8x? +16 (x? +4)? + (x: -4) = 
=|х®+4|+|х®-4|. 

Kadangi x?+4>0 su visomis realiosiomis х reikšmėmis, tai 
|x*+4|=x7+4. Kadangi x'-420, kai x<-2 ir x22, o 
x! -4«0, kai -2«x«2, tai |x' -4|- x^ -4, kai x<-2 ir x22; 
|х2-4|--(х7-4)-4-х”, kai -2«x«2. 

Taigi galutinai gauname: 

kai x<-2 ir x22, tai 42x? «44 x?-4-2x?; 
kai -2«x«2, tai 42x? «444- x? -8. 


2x!, kai x<-2 ir x22, 


Atsahynsas 4-р kai -2«x«2. 
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5.8. SKYRIAUS »ALGEBRINIAI REIŠKINIAI“ 
UZDAVINIU SPRENDIMO PAVYZDZIAI 

1 pavyzdys. Nustatykime vienanario laipsnį: 

a)2x?xy); b)-2x)y5; c) 0,8а?Ь%с?;  d)8xx?; е) 5. 

Sprendimas. a) Duotąjį vienanarį užrašykime standartine išraiška: 

2x?xy? - 2х?у?. 

Matome, kad duotasis vienanaris уга šeštojo laipsnio, nes kintamasis 
x yra trečiojo laipsnio, kintamasis y taip pat yra trečiojo laipsnio, o 
kintamųjų x ir y laipsnių suma lygi 6 (343-6). 

b) Vienanaris -2x? y^ yra septintojo laipsnio, nes 3+4=7. 


с) Vienanaris 0,8a 2,469 yra devintojo laipsnio, nes 2+4+3 = 9. 


d) Vienanarį 8xx? parašykime standartine išraiška: 
8xx? - 8x. 
Matome, kad duotasis vienanaris yra trečiojo laipsnio. 
e) Vienanario 5 laipsnis lygus nuliui. 
Atsakymas. a) Šeštojo laipsnio; b) Septintojo laipsnio; c) Devintojo 
laipsnio; d) Trečiojo laipsnio; e) Nulinio laipsnio. 
2 pavyzdys. Vienanarį parašykime standartine išraiška ir nurodykime 
jo koeficientą bei laipsnį: 
а) 2a?bc? -(-3)ab3c? - 4а*Ь?с; b) 3xy(-1,5)y?; 
с) Зах?у? -6,5x3a7. 


Sprendimas. a) Pasinaudoję daugybos perstatymo ir jungimo dėsniais, 
sugrupuosime skaitinius daugiklius ir laipsnius su vienodais pagrindais, o 
po to juos sudauginsime. Gauname: 


2a?bc? . (-3)ab?c? -4а*Ь?с= 
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-(2-(-3)-4) (a? -a-a*)-(b- 5? -5?) (c? -cf c)  -24a?bSc*. 
Matome, kad vienanario koeficientas lygus (– 24), о vienanario 


laipsnis lygus 21 (7-64 8-21). 


b) 3xy(-15)»? =(3-(-1,5)) x (y: у?)=-4,5ху*. 

Matome, kad vienanario koeficientas lygus (-4,5), о vienanario 
laipsnis lygus 5 (1+4=5). 

о 2ах2у? -6,5х?а? -(1-65| (0-4?) (2° a). y? =Ba’x*y?. 

Matome, kad vienanario koeficientas lygus 2. o vienanario laipsnis 
lygus 10 (3542-10). 

Atsakymas. a) -24a! bc? , koeficientas lygus (-24), o laipsnis 


lygus 21; b) —4,5xy ^, koeficientas lygus (74,5), о laipsnis lygus 5; 


c) Ba 


3x5y?, koeficientas lygus uo o laipsnis lygus 10. 

3 pavyzdys. Sutraukime daugianario panašiuosius narius ir raskime jo 
reikšmę, kai x --1, a=-2: 
b) -a*+2a3-4a*+2a7 -За? í 


с) 12ax? - x? - 6ax? 43a? x - Tax? - 2x? - 4a? x & Sa? x?. 


a) 2x? -3x «5x2? 4 7x4; 


Sprendimas. Panašūs nariai yra vienodi arba skiriasi tik koeficientu. 
a) 2х2 -3x+5x7 + 7x+1>(2x7 +5x7)+(-3x+7x)+1=7x7 +4x+1; 
kai x=-l, tai dauglanad reikšmė lygi 
7-(-1)?+4-(-1)+1=7-1-4+1=4. 
b) -a* «2a? - 4a* «2a? - 3a? - (-a* -4a*) 241» 


* (2a? -3a?) 2 -5a* +2a* -a? 


> 


kai а= —2, tai daugianario reikšmė lygi 


-5-(-2)*+2-(-2)?-(-2)? 2 - 5.1642. (-8)-2.2- 
--80-16-4--100. 


с) Dax? ux 3 -6ax? +3а2 x-7ax? -237 -4a?x «5a?x 


(12ах? -6ax? -7ax 2)+ (3a? x-4a 2x)+ (- x3-2x este 
=-ax?-a?x-3x3 & 5a? x? 


kai x --1, a=-2, tai daugianario reikšmė lygi 
-C2:C90*-C2*C0-3-CD* «5-2? (D? = 
-(-2):1-4-(-1)-34(-1)-5-2:1-2-4-3-10-13 
Atsakymas. а) 7x? +4х+1; 


; 4; b)-Sa'-«2a?-a?; -100; 
2 La?x 3x) 5a? x? ; 2-13: 


с) -ах 


4 pavyzdys. Suprastinkime reiškinį 


ir raskime jo reikšmç su 
nurodytomis kintamųjų reikšmėmis 


a) (12a 165) - (6a — 7b) , kai a-i b= 
b) S(4x? -5)- 4(3x? - 7). kai x--1; 


Y(5x -2y?)- (3x? -6y?)-3- (x? -2y?) kai x=-—, y=- 


=-5; 
2 2 : 1 2. 
4) -(3x -25xy)+7x -18ху, kai x-le, Je 


3, 
46” 


1 


е) 3х-(5х-(2х-1)), Ка x=100. 


Sprendimas. a) (12a * 165) - (6a- 75) 212a «16b -6a - (- 75) = 


-]12a «16b -6a * 7b = (12a-6a) * (16b 7b) =6a+ 23b 
kai a= 2, 


3 b= 26” tai reiškinio reikšmė yra lygi 


T 
b) 8(4x? -5)- 4(33? -7)=8-4x? -8-5-4-3x7 -4-(-7)= 
=32x7 -40-12x? +28 = 20x? -12 
kai х= = tai reiškinio reikšmė lygi 
{Т -12-20-4--12-3-12-2-3-1--8-1--14 
с) (5x? -2y*)-(3x*-6y)-3-(x2 -2y?) 
=5x -2y? -3x -(-6y?)-3x? -3-(-27?) 
=5x? -2у? -3x? «бу? -3х? «бу! = - 
(5x? -3x? -3x2)+ {= 2у? +6y7 2467?) 


kai x=- 


=-х?+ 10у? ; 
i г ees tai reiškinio reikšmė lygi 


(3) 0) = T 


d) -(3x -25xy)«7x? -18xy 2 -3x? -(-25xy) 7x -18ху- 


279410 1 
eg Ч 81 


-3х: +25xy+7x7 -18xy -(-3x? +7х?)+(25ху-18ху)= 
-4x? xy, 


kai х-1-, уз B , tai reiškinio reikšmė lygi 
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е) 3x-(5x- (2x-1)) 23x- (5x-2x 41) = 3x- 5x - (-2x)-1- 
-31х-5х-2хХх-1--2х42х-1--1, 

kadangi reiškinio reikšmė su bet kuria kintamojo x reikšme lygi -1, 
tai reiškinio reikšmė, kai x = 100, taip pat lygi —1. 


Atsakymas. a) 6a +23b; 45: b) 20x? -12; -14; 
с) -x? 410? ; "E d) 4x? +7ху; 108; 9-1. 


5 pavyzdys. Sudauginkime: 
a) 4(5y - 3x); 
с) (4a-5b+8c)-(-3); 


b) -8x(3y - 4x); 
d) (3x? -7x+2)-(-6x); 


e) (ša* *3ab):a*b; f) [5,065 -4х**?).3х; 


7 
Sprendimas. а) 4-(5у-3х)-4-5у-4-3х-20у-12х. 


в) -8a'^ (0,5a**! -0,154): b) -Ma*b*(- 54) 5577). 


b) -8x(3y - 4x) = -8x-3y - 8x-(- 4x) = -2axy 4 32x? . 


с) (4a- 5b 8c)-(-3)2 -3-4a-(-3): 5b (-3)-8c = 
--12a415b - 24c. | 


d) (3х2-7х-2)-(-6х)--6х-3х2-(-6х)-7х-6х-2- 
--18x? «42x? -12x. 

e) (8а* +3a6)-a*b=a*b-8a* +akb-3ab= 
=8a*a*b+3a*abb =8a**b+3a/* 51 -За255--3а 53, 

f) (5x*9 -442).3x 23x .5x**9 -3x 4x* ? = 


23.5. x. x D 23.4. x. x? =15x!tk+1 —12х!*^*? гэ 
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=15xk*14 195443 

g) -8457(0,545"-0,75а)- 
--8a*.0,5a**! -(-82*)-.0,75a- 
--8-0,5-4571!-а "1-8-0,75-а57!-а- 
224.g* b -6-ад "Ч! --4а25 4 6a. 

h) -14a%b* (- 1297 вә") = 

7 2 
EA хрх 1 3-x хрхү 1 5-Х 2 
--14a*b [32 )-(14a TE 
«-14-| atat adn a = 
-22a*7*.b* +7a* .p**5-* =2a°b* +7a*b5. 

Atsakymas. a) 20у -12x ; b) -24xy 432x? ; €) -12a +15b -24c ; 
d) -18x? «42x? -12x; e) 8a? b«3a**15?; 0) 15x **1 1249; 
р) -4a? «6a*; h)2a?b* «7a*b5. 

6 pavyzdys. Atlikime veiksmus ir suprastinkime: 

b) 3(x+ y)+5(x- y); 
d) 5x(x- y) - Qx * y)(x- у); 


a) a(a* x) - x(a- x); 
€) (Да-35)-Ха-25), 
€) (a- 4)(a -2) - (a -1(a - 3); 
0 (x-2)(x-3)* Ge 9x5) -2(x? -7х +13); 
g) -3(x- y)-2(x + y) -(GBx-2y)* 5(x-2y); 
Sprendimas. a) ї(а-х)-х(а-х)-а-ажа-х-х-а-(-х) x= 


= а? +ах-ха+х? =а? +ах-ах+х? 2 a? « x7. 


b) 3(x e y)*5(x- y) =3х+3у+5х-5у=8х-2у. 
c) 2(a - 35) -3(a - 2b) - 2a -2-3b-3a- (-3)-2b = 
-2a-6b-3a*6b--a. 
d) 5x(x- y) (2х+у)(х-у) = 
-5x.x-5x.y-(2x.x-2x- yt y: x- y: y)-7 
25x! -5xy - (2x? -2xy « yx- y?)- 
-5х7-5ху-2х +2xy-yxty = 
-(5х°-2х?)+(—5ху+2ху-ху)+у® =3x2 -Axy ey? 
e) (а-4)(а-2)-(а-1)(а-3)= 
-(а-а-2а-4а-4-(-2))-(а-а-За-1-а-1-(-3))- 
=а? -2a-4a*8- (a? -За-а+3)= 
48-2? +44-3=5-2a. 


0 (x-2)(x-3) «(x 6)(x- 5) -2(x? -7x13)- 


(х2-3х-2х46) (x? - 5x «6x - 30) - (2x? - 14x +26) = 


= х? -5х+б+х? +x-30-2x° +14х-26= 


Ш 
Ts, 
ч 

N 
+ 
х 


?-2x?)«(- 5x x &14x) € (6-30 - 26) =10х-50. 
g) -3X(x- y)-2(x* y) -G3x-2y)* 5(x-2y)- 
--3-х-(-3)у-2-х-2-у-3х-(-2у)-5х-5-2у- 
=-3x+3y-2x-2y-3x+2y+5x-10y = 
=(-3x-2x-3x+5x)+(3y-2y+2y-10y)=-3x-7y. 


Atsakymas. a) а?+х?; b) 8x-2y; с) -a; d) 3x? -Axy e y? ; 
e) 5-2a; f) 10x-50; g) -3x-7y. 


7 pavyzdys. Iškelkime bendrą dauginamąjį prieš skliaustus: 
b) x +5х2 +8х*; с) 4х“ - 8 42x? - 6x ; 
d)3xy-6x?y? «12x y^; е) 5a?bf -20a b? 430a? p? . 


Sprendimas. a) x? -3x = x(x- 3). 


a) х2-3х; 


b) х? +5х2 +8“ = 8х“ +x? +5x? a (8x? x5). 
с) 4x* -8? +2x? -6x=2x(2x? -4x7+x-3). 
d) 3xy? -6х?у? ®ї2х*у° -3xy! (y - 2x 4x?y?). 
e) 5а?Ь® - 20a*5? 430757 = Sa?b? (b* - 4a? +6ab). 
Atsakymas. a) x(x -3); b) x° (8x? +х+5); с) 2х(2х° -4x? +х-3); 
d) 3ху?(у-2х+4х?у%); e) Sa?b? (b° - 4a? +6аһ). 


8 pavyzdys. Išskaidykime duotuosius daugianarius dauginamaisiais 
iškeldami bendrą dauginamąjį prieš skliaustus: 


a) 2а(х-у)-(у-х); b) 4x(x-1)+(1-x); 
c) 2(k+5)-x(-k-5); d) 3a?b? « 6ab? ; 
e) a? -2a? -a; f) (a*x)* -3a(a* x)? ; 
g) 3(x+ y)? -a(x+ y). 
Sprendimas. a) Pastebékime, kad у-х-(-1)-(х-у). Tada gauname: 
2a(x-y)-(-(x- у))=2а(х- y)+ (x-y)=(x-y)(2a+1). 
b) Pastebékime, kad 1- x = - (x - 1). Tada gauname: 
4x(x- 1) -(x-1) 2 (x -D(4x- 1). 
€) 2(k+5)-x-(-(k+5))=2(k * 5) + x(k - 5) = (6+ S)(2* x). 
d) 3a?5?  6ab? -3ab? (a - 2b). 


e) a? -2a? - a - a(a? - 2a -1). 
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f) (a x)* -3a(a + x)? -(ажх (ажх) -3a(a+x)7)= е) Gcy-15cx-4ay+10ax=(6cy-4ay) +(10ax-15cx)= 
=2y(3c-2a)+5x(2a-3c)=2y(3c-2a)+5x-(-1)-(3c-2a)= 


=(а+х)(а® +3a2x+3ax2 +х? -За(а? +2ах+х?))= 
-2y(3c-2a)-5x(3c - 2a) = (3с-2а)(2у- 5х). 
=(а+х)(а? +3а?х+3ах? +x? За? -6a?x -3ax?)- х dh )=( Хөрсөн) 

NL = 0 ax? -cx 


=(a+x)(-2a° «x? -3a75). 


2 2 


-сх+ах-а+с=(ах -сх?)+(ах-сх)+(с-а)= 


= x! (а-с)+х(а-с)-(а-с)=(а-с)(х?+х-1). 
8) 3(х+у)? -а(х+у)=(х+у)(3(х+у)-а)= 
=(х+у)(3х+3у-а). 
Atsakymas. а) (x - у)(2а+1); b) (x -D)(4x-1); с) (4+ 5)(2+ x); 
d) 3ab?(a*2b); e) a(a? -2a-1); f) (a+x)(-2a3 +x? -3a?3); 


в) Sax? -104ах-ух-2у-х-2-5ах(х-2)-у(2-х)-(2-х)- 
=5ax(x-2)+y-(-1)-(x-2)+(-1)-(x-2)= 
-5ax(x-2)- y(x -2)- (x -2) (x -2)(Sax - y - 1). 

Atsakymas. a) (a-3)(x «2); b)3(x -2y)(x-2y-1); eo(x-y)(x-2); 
d) (5у+х)(2а-с); е) (3с-2а)(2у-5х); 0 (а-с)(х? +х-1); 
g) (х-2)(5ах-у-1). 


g) (х+у)(3х+3у-а). 


9 pavyzdys. Išskaidykime duotuosius daugianarius dauginamaisiais 
grupavimo büdu: 


Ну b) 3(x-2y)*-3x+6y; 10 pavyzdys. Išskaidykime duotuosius daugianarius dauginamaisiais 
c)x?-2x-xy+2y; d) 10ау-5су--2ах-сх, naudodami greitosios daugybos formules: 
е) бсу-15сх-4ау410ах: f) ax? -cx? -сх+ах-а+с; a) 25-30х-9х2, b) 6x? +24ух+24у?; €) (x43)? -16; 
g) Sax? -10ax- yx «2y-x42. d) да? - х? +2ху- y? ; e) 36-х2у?; 
Sprendimas. а) ах-2а-3х-6-(ах-3х)-(2а-6)- f) х2-у2-8х+16; g) 9-с «a? «6a; 
= x(a-3)*2(a-3) - (a - 3)(x +2). h) x « y? «2xy(x* y); i) x - 3 «2x2 «2xy «2y? ; 
b) 3(x-2y)? -3x«6y 2 3(x -2y)? -3(x-2y)- j) 16-x*; k) 8x/-27y5; n 8+x3y3; 
=3(х-2у)(х-2у-1). m) х°-2°; п) 27а? +8; 0) (a+6)*-(a? +b°). 


2 2 
с) x^ -2x-xy *2y -|x^ -xy|+(2y-2x)= 
: ind | >) ‚йш Sprendimas. a) 25 -30x -9x? -9х2-30х-25-(3х) -2-3x-5+5° = 
= х(х-у)+2(у-х) e x(x- y)- 2(x- y) =(х- у)(х-2). 
d) 10ay - 5cy -2ax-cx - (10ау+2ах)+(-5су-сх) = 


=2a(Sy+x)-c(Sy+x)=(Sy+x)(2a-c). 


-(3х-5) - (3x- S)(3x- 5). 
b) 6x? +24yx+24y7 = 6x? +24xy+24y2 = 6[x2 +4xy+4y°): 
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6(х+2у)? = 6(х+2у)(х+2у). 


c) (х+3)2-16=(х+3)2-42 2 (х+3-4)(х+3+4)=(х-1)(х+7). 


d) 4a? - x? +2ху-у? =4a? - (x? -2xy « y?) 244? -(x- 5)! = 

= (2а)? -(x- y)? = (2а-(х- y))Qa «(x-»))- 
- (2a- x « y) (2a * x- y). 

e) 36- x2y? 2 6? - (xy)? 2 (6- xy)(64 xy). 

f) x! -y? -8x«16- (x? -8x+16)- y? 2(x-4)? -?- 
- (x-4- y)(x-4+ y). 

8) 9-c? «a? «6a - (a? +6а+9)-с? =(a+3)? -c° = 
=(а+3-с)(а+3+с). 

h) xà +y? +3xy(x+y)=(x+y)(x?-xy+y?)+3xy(x+y)= 
=(х+у)(х*-ху+у?+3ху)=(х+у)(х® *2xy  »?)- 
=(х+у)(х+у)* = Gee y) Gee у)(х+ у). 

i) x -y? +2х2+2ху+2у2 = 
-(х-у(Цх жхужу?)-2(х2 +ху+у?)= 
=(х®+ху+у?)(х-у+2). 

р 16-x* -4? (22) =(4-х°)(4+х°)=(22-х°)(4+х?)= 
=(2-x)(2+x)(4+ x°). 

k) 8? -27y 5 =(2x)? -(3у°) = 


=(2х-зу°)[(2х)° +2х:3у® +(›%)?) = 


-(2х-3у9)4х2 +6ху +9у!?). 

I) 8+х2у2=22 « (xy)? =(2+xy)(27 -2xy*(xy)))- 
=(2+ху)(4-2ху+х?у?). 

m xtate ( (Pe 
=(х?-4)((х?) зад ана) (2-4 а> 16) = 
-2(x? -22y(x* «4x? +16) 2 (x - 206 2 (x* 4x? +16)= 
=(х-2у(х+2)((х? +4)? -4x?) e - 263 +4) -27])- 
-(x-2) x2) (x? - 2x (x? +2х+4). 

Galėjome spręsti ir taip:, 

х6 26 - (9) -(22) =(+*)-87=(x*-8)(x? в) 
-(х7-2"|х7»27)-(х-24х2 +2x+4)(x+2)(x7 -2x+4). 

n) 27a? «8- (3a)! «2? =(За+2)((За)* -3a -2+2°) = 
- Ga « 2 (9a? -6a « 4). 

0) (a+b)? - (à? +53) 2 (a5)? - (a bY(a? -ab 5?) 
- (a b)((a* 5)? - (a? -ab «5?))- 
- (a * ba? *2ab b? -a° «ab b?) - 3ab(a * b). 

Atsakymas. a) (3x -5)(3x- 5); b) 6(х+2у)(х+2у); 
с) (х-1)(х+7); d) (2а-х+у):(2а+х-у); е) (6-ху)(6+ху); 
f (х-4-у)(х-4+у); g) (а+3-с)(а+3+с); 


h) (х+у)(х+у)(х+у); I) (х®+ху+у?\(х-у+2); 
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j) (2-х)(2+х)(4+х?); к) (2x-3»5) (4x? +6ху® +9y12); 
0 Qexyy(4-2xy«x?y?);m (x-2) G6 2 (x? - 2x 4) (x? 2x4); 
n) (За * 2 (9a? —6a «4); 0) 3ab(a +b). 


11 pavyzdys. |rodykime, kad reiškinio (x+7)?-(x-5)(x+19) 
reikšmė nepriklauso nuo kintamojo x reikšmės. 

Įrodymas. Duotąjį reiškinį pertvarkykime: 

(x47)? - (x-5)(x 419) 2 x? + 14x 49 - (x? 419х-5х-95)- 


=x7+14x+49-x7-19x+5x+95=49+95 = 144. 

Matome, kad duotojo reiškinio reikšmė lygi 144 su bet kuria 
kintamojo x reikšme. 

Vadinasi, duotojo reiškinio reikšmė nepriklauso nuo kintamojo x 
reikšmės. 

Tai ir reikėjo įrodyti. 


а?+4а+2 


12 pavyzdys. |rodykime, kad reiškinio -a E reikšmė 


nepriklauso nuo kintamojo a reikšmės. 
Įrodymas. Duotąjį reiškinį suprastinkime: 
a!44a42 | 2,2 *4a*2-a?-2 EN 
a a a a 
Matome, kad duotojo reiškinio reikšmė lygi 4, su bet kuria 
kintamojo a reikšme. Vadinasi, duotojo reiškinio reikšmė nepriklauso 
nuo kintamojo a reikšmės. Tai ir reikėjo įrodyti. 


13 pavyzdys. Reiškinį užrašę pavidalu x+3—-——, 


-2 x-2 
nustatysime konstantos А reikšmę. 


xŽ+x-12 5 A 
x 


Sprendimas. Konstantos A reikšmę rasime iš lygybės 
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Pertvarkykime šios lygybės dešinėje pusėje esantį reiškinį: 
A. (x*3(x-2)-4 х2-2х43х-6-А _ 
=2 x-2 Е х-2 E 
Es +x-(6+ à 

x-2 


х+3-— 


х? +x-12 x! ex- (4*6) 

x-2 x-2 1 
Iš šios lygybės randame, kad 4+6=12, ty. A=12-6=6. 
Atsakymas. A=6. 


Taigi gauname tokią lygybę: 


14 pavyzdys. Apskaičiuokime reiškinio (a -Va + )(а+ Ја + 1)(а-1) 


reikšme, kai а = 45. 
Sprendimas. Pritaikę dviejų skaičių kvadratų skirtumo formule, о po 
to dviejų skaičių kubų skirtumo formulę, duotąjį reiškinį suprastiname: 


(a- Ja +1)(а+ Ja +1)(а-1) = ((а +1)- Va )((a +1) + Ya)(a-1) - 
=((а+1)? -(Va)" Ja-n-(«* +2а+1-а)(а-1)= 
= (а? «ач! а-1)-а! -13=a3-1. 
Į gautąjį reiškinį įstatome duotąją kintamojo a reikšmę: 
a? -A- (45) -1-5-1-4. 
Atsakymas. 4. 
15 pavyzdys. Apskaičiuokime reiškinio 
jeigu žinoma, kad /8-a + V5+a =5. 
Sprendimas. Lygybės 48-а + JS +a =5 abi puses pakeliame kvadratu: 


(8-a)(5+a) reikšmę, 


( 8-a+ Sra) =52, 


(48-а)? «24(8-a) (5a) + (V5 a). -25, 
8-а+24(8-а)(5+а) +5+a=25, 


24(8- a)(5*a) 412. 


Iš paskutiniosios lygybės randame, кай J(8—a)(5-a) = E =6. 
Atsakymas. 6. 


16 pavyzdys. Apskaičiuokime reiškinio a 2% E? reikšmę, jei žinoma, 
a 


kad 1+1=5. 
a 


Sprendimas. Raskime dvinario a „L kvadratą: 


2 2 
(4-2) -a! 2a L8 (1) =а?+2+-.. 
а а \а а 


2 
Taigi gavome lygybe (в + 1) =а 


2 
Iš šios lygybės randame, kad a 2 ya (a + z) -2. 


a? a 


Kadangi uždavinio salygoje duota, kad a+1-5, tai, įstatę šią 


reiškinio a +1 reikšmę į paskutiniąją lygybę, gauname: 


а2-41--52-2-15-2-23. 
а Atsakymas. 23. 


17 pavyzdys. Raskime visas m reikšmes, su kuriomis duotasis reiški- 
nys yra dvinario kvadratas ir užrašykime šį reiškinį kaip dvinario kvadratą: 
b) 4х2 +12x+ m. 


Sprendimas. a) Kad duotasis kvadratinis trinaris būtų dvinario kva- 
dratas, jo diskriminantas D turi būti lygus nuliui. Gauname: 


a) х2+2тх+9; 


D-(2m)? -4-1.9-4m? -36; D-0, 
4m? -36=0; iščia m=-3 ir m-3. 
Taigi kvadratinis trinaris х? +2тх+9 bus dvinario kvadratas, kai 
m=-3 ir m=3. Gauname tokius kvadratinius trinaris: 
x!-6x«9 ir x? «6x49. 


Pirmasis kvadratinis trinaris yra dvinario x —3 kvadratas, o antrasis — 
dvinario x--3 kvadratas, t.y. 
x!-6x49-(x-3), x2+6x+9=(x+3). 
b) Apskaičiuojame kvadratinio trinario 4х2 +12x+m diskriminantą: 
р-122-4-4-т-144-16т. 
Jį prilyginame nuliui ir iš gautosios lygties randame nežinomą m 
144 


reikšmę: 144-16т= 0, 144=16m; iš čia m-4679 


Taigi, kai m —9, tai kvadratinis trinaris 4x? +12х+т yra dvinario 
kvadratas. Kvadratinis trinaris šiuo atveju yra toks: 


4х2 +12х+9. 
Užrašysime šį kvadratinį trinarį kaip dvinario kvadratą. Sis trinaris turi 


vienintelį sprendinį x, --Ž. 
Pritaikę kvadratinio trinario skaidymo dauginamaisiais formulę, kai 


2 
D=0, ty. formulę ax? «bxc z a(x- x,) , gauname, kad 


vene If be ee 
4x +12х+9=4[х | 3) -4/ 55 -2 x+5 2542 = 


=(2х+3)(2х+3)=(2х+3)?. Taigi 4x? «12x 49 - (2x 3)? 
Atsakymas. a) т--3 ir m=3; x?-6x49-(x-3) ir 


x? +6х+9=(х+3)2; b) т-9: Ax? «12x 49- 2x «3)?. 
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18 pavyzdys. Raskime nežinomojo x reikšmę, su kuria reiškinys 


b 2 (a* b)" -4ab | а | 
х?-10х+36 įgyja mažiausią reikšmę. Raskime šią mažiausią duotojo n) (>=) 2 a^ cab abab ap" 
reiškinio reikšmę. : : 1 3xy 1. xus у? х+у ). 

Sprendimas. Kadangi x^-10x436-(x-5)' +11, tai duotasis 0) zy 3. x xi-y! 2х-2у , 
reiškinys įgyja mažiausią reikšmę, kai x-5=0, ty, kai x=5. Ši ; 4 
mažiausia reikšmė lygi 11. " 2x 3 035 | хиа 
: 2 1 5 2 2 
Atsakymas. х= 5; 11. FECE Р. х^ -4х+3 
2 
19 pavyzdys. Suprastinkime reiškinius: Sprendimas. a) х 251.48 ei = рын -(x-1)21-x. 
4 x?-2x41l. b) xy-x+y-y2 Р 
A, xy 7 p XXcxty- y (»-»)*6-9 ye) _ 
бубен aca. span x1-y? (х- у)(х+ y) (х- у)(х+ y) 
СЕЕ а . : 
27-9т-3т +m аъ asa -xG-»-G-») (х-УХУ-0) ул 


(x-»)x*»)  (x-»)x*») х+у` 


x43) 3x49 1-x? 
oS S LSS д.9-бихтд 000 m?-6m+9 00 
И 27-9m-3m? «m? | 9(3- m)« m? (m-3) 
1 -y*l -1 2 
i = s эс: J (635 ones ws 
Fox -9(m-3)*m*(m-3) (m-3)(m? -9) mi-9 mai-y 
i) x-25 3x45 | 
$x-25 sx-x!' MEC . NUM M 
(т-3)т-3) т+3 
"M 1 Зу y 1 2 2 -1)(а +1 -b 
9525 ua) (5-1) а2-1 7a-7b (a-l(a*l) 1(а-5) 
2х+у 2x-y у2-4х?) (8x? 2 dr. 2248 (a-b) а(а+1) 
1 1 1 7(a-1(a*1(a-5) 7(а-1 
k 3-1 1 а242 а2-2| а241, MU гах ala Хаа а] ). 
БЭЛЭГ ЭХ | 17 ЧИШ 5 
a*2a? +1 a? " (x3) 3х49 (x43) — 3(х43) _ 
14 Era iio. 2x-4 “2-4 2(х-2) (x-2)x42) 
ху x^ty ху M. 
uz CORDE Zil + _(к+з)* (х-2(х42) G3) (х-2(х42) _(х+3у(х+2) 
ху?+х?у ху2-х2у ^ 2(x-2) 3(х +3) 5 2(х-2)-3(х43) | 6 
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о (x «)- L эхн (D. | 2 2 ES 3y ) [22 


ах? -1 EHE 2х+у 2x-y  Qx-y)Qx*y) 82 | 
_2х+1 (l-x)(1+x) | (2х+1)-(1-х)-(1+х) Е 
x*l Qx-DQx«l) +) 001) (2541) = T -.2Qx-y)-Qx*y)*3y | Qx-»)Qx*»)|. 
(2x-y)(2x+ y) 8x? 
2 
8) (s J amr. x». a ak LAx-2y-2x-y*3y. _(2х-у)(2х+у) Ё 
lay ›®-2у++ — 1^»  (y-1) Qx- y)Qx* y) 8x? 
.X'-yn.y'-yn y!-yn (-0-уу _ _—2х(2х-у)(2х+у) __1 
а: (7-1) 1-у у?-у+і (2х-у)(2х+у):8х2 4х 
2 2 
y -у+1)-(1-у) пуз уз " 2, 1 
-5 ) 7 aj is EE _ (х ) -1 (€ -1)(х +х Ч), 
( -у)-(у “УУЛ ) xD +х??+х!! х!!(х®+х!! +1) x (x? x! +1) 
h) 4д-4-1 2*2. 12-4a-3(a-1)-4(a +2) _ 22! 
4 3 12 х! 
_ 48a - 3а+3-4а-8 Ма-5 
12 UCM C 1 H 1 
р а242  a?-2| a*+1_ 
p 2225 _ 3x+5 _ x-25 _ 3x45 | х-25 __3х+5 Бут ий” 
5x-25 5х-х2 5(х-5) x(5- x) 5(х- 5) -х(х- 5) 
-%25 | 3x+5  х-25 Q-3x*5. 3х-5 x(x- 25)+5(3x+5) _ 1 1 { 
© 5(х-5) -x(x-5) 5(х-5) x(x-5) 5х(х- 5) | a242 a?-2 а?+1_ 
2 22 71 үз Mb о 
0х2 -25х+15х+25 х1-10х425 _ (x-5)? х-5 4341 CE a 
Sx(x-5) ^ $x(x-5)  Sx(x-5) 5х` 
l L B oA 
) 2 е 3 й y? Бий "LC 2 1 
1 2x+y 2х-у у?-4х? 8х2 2) = 22341. 


E YA d L 
2 1 3y у?-4х? 20 5) a? 
=— - +———|-| —— |= 
2х+у 2х-у 4x2-y2 8х2 
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5 1 1 UE abo AL ord b? а b(a? - ab - b?) 
а241|1-(а2-1 а2 а2 "a 
_a(a-b) -b'(a-b) a Р 
ab? b(a? -ab- b?) 
i1 i 3*3 24 И : 
ај х2-у2 " x2«y2 | x2y2 2y _ (a - bY(a -ab- b?) 1 4-8 
l l E d x+y x-y Е 2 "2 oni a 
ху2жх2у xy?-x?y b b(a ab 8) b 
i A i. 3 1 "ЭРХЛЭН... ШЕ ET р 
K х2-у2 x24y2 x2y2 2y _ (Х-У y- x?-y? 2x-2y 
ENTE “Ti /1 i x+y x-y 
х2у? ei) yis EN 3xy f Iy) x+y р 
х-у (›-х){у*+ху+х?) `\(х-у)(х+ y) 2(х- у) 
1 1 1 3 3 J 
i 2у2 + 2,2 
4. a nod A E X L = йаа” шли m DUE — € š — y = 
Rr x á S Ñ. 2(х- у)(х+ y) 
2 2 
- 2(х- 2 
„20х+у) x 2у 25 2y Xx-») , -— x 043 гн (> Усу) RD. 
^o x-y x+y x-y x-y х-у x-y ` (х- у)(х +ху+ у?) х°-2ху+у x +xy+y 
-1 2 
ii | b [- инээ dab). a _ p 2x 3 x? x+ _ 
b-a = a2 2 5 2-2. Б X DL. B 
a^-ab J alb-ab?-b 5275, sak f 4х+3 
-(5 E a a? +2ab+b? -Aab]. u E А 
a(a - b) | ы ш.228:5 ao ам 
ди! 2 (x-1)(x- 3). 
e ay- a SENE a р x 3(х-3) х3(х-1) 
5 a(a-b) j b[a2-ab-b2) 2.8 d он... 2G=1=( 3) = (x+). _ 
 x-3 х-1 (х-1)(х-3) (x-1)(x-3) 
b- гү. (а- b)? \ a 
— ——À 2Х-2-Х43-х-1 0 
4 b a(a - b) ) b(a? -ab-b?) -2-1--1:5-2-1- 


GG) =" kai x>0, vél, x*3. 


Atsakymas. а) 1- x ; jp al. e) 1. d) JY(a-1). 


x+y’ т-3” а 
(х+3)(х+2) , l-x. a_p 405. x-5.. 1. 
0) 0 T 8) — B 
5-4 = 2(х+ 
pe гий 2: а) 256,0) Жаз. 2) p). 
x a-l b х°+ху+у 


20pavyzdys. Sauprastinkime reiškini 


d a-l 
1-а2 
apskaičiuokime jo reikšmę, kai а= 4. 
1 
1 DEN. 
do Ro ый post 
ç l-a 2 а2-а 2 д2 a? _ 
Sprendimas. it 11 ТОО аар = 
l+a2 1+а? 
1 
а2-1 a-l 
1 1 1 1 
a? a? a? -| а-1 а2-1 1 


Atsakymas. — i Я 


21 pavyzdys. Suprastinkime reiškinius: 


a) e 4 зр; -ab*a! | psa? š 
a-b a+b (562 —5ab ' 
5х-х2-3 4 x+1 ‚х+1 

p EE (аы): 


Sprendimas. a) Pirmiausia pertvarkysime skliaustuose esantį reiškinį: 


аваа? , ab*a? «ab(5b? -5ab)+a7 (Sb? -5ab) 
o ssp q mi 
5b? -Sab 5b? —5аЬ 
abra? «5Sb?a-5a?b? «5a?b? —5а?Ь _ 
5b? -5ab 
 ab*al«Sbla-Sa)b a(a*b)*Sab(b?-a?) - 
5b? - Sab Sb(b-a) 
_ a(a+b)+5ab(b-a)(b+a) a(a*b)(1-5b(b-a)) _ 
Е Sb(b-a) s Sb(b—a) Š 
a(a+b)[1+552 - Sab) 
Sb(b—a) 


Įstatę šią išraišką į duotąjį reiškinį, galutinai gauname: 
sp a(a+6)(L+5b? - Sab) 


a - 
а-5 arb. 55-а) T 
a  a(i*5b?-Sab) а — a(1+567 -5ab) 
"ud ^ dod — deb Li 
a 4(1-552-5а8) а-а(1+52 - Sab) 
“a-b a-b i a-b т 
2 2 JA 
.a-a-5Sab^*5a"b _ Sab(a b) ab. 
a-b a-b 


14i 


b) Pirmiausia pertvarkykime skliaustuose esantį reiškinį: 
4 „x+l 4-2х-4(х-1) (х-3)-2-2х(х-3) 
— ЕН бш — дш а у = T АДЕ АРЕ 
х+3 2x 2х(х +3) 
Е 8ёх+х? +3х+х+3-4х2-12х » -3x?43 
Ы 2х(х+3) © 2х(х43) | 
23082-10) 06-9610 
© 2x(x+3) — 2x(x43) ` 
[statykime gautą išraišką į duotąjį reiškinį: 
5х-х?-3 f 4 о х+1_„\ох+1_5х-х°-3_ 
2x x+3 2х `x+3 ` 2x 


_3(х-1)(х+1) x+1 5х-х2-3 3(х-1(х41) х+3 _ 


2x(x+3) ` x+3 ` 2x 2x(x+3) x+l 
_5x-x? -3 3(х-1) 5x-x?-3-3(x-1) _ 
7 2x 2x 2x 
_Sx-x2-3-3x+3 -х2+2х x(Q-x) 2-x _ 
Е 2х "2 сй 2 
=2-Х—1-Х 
US 2 2 


Atsakymas. a) Sab; b) 1-2. 


22 pavyzdys. Suprastinkime reiškinius ir apskaičiuokime jų reikšmes 
su duotąja kintamojo reikšme: 


х.х + xix ухх ү. kai x=3; 


a) 
1+$x 
5 233 
12. 8 
b) | 5-1 „kai x=125; 
„a 


142 


2 133 
3204 
91--4--| .kax-0001 у-25, 
x6.y 2 
E 
Nm 1 3 1 1 1 
d) X х4341|х43-х2-х4| + „kai x=5 
4х-1 Jx-1 
Teidės AE ITE. 
2 3 
Sprendimas. a) AIA zs ы Pers Ух = 
+ Yx 1+ 9x 
з 1+1 1. 3 3 4 
x Z +\үх 3 dio x? +\х3 


—— 
x 
ме 
{ШЕШ | 
wl 
+ 
— 
x 
vja 
„E, 
NI 
x 
njw 
wl-— 
+ 
x 
vja 
j= 
1 


1+ Vx 1+ 9 
LO 2 
f 2 X X^jx?ex? ! 1 1 2 
x2+x 2222 _x2.x2+x2.x3 _ 
1+ Vx 1+9 1+9 


1 
X 1,2 7 x|-«x$ 
Ox1'24x2/0 x4x$ 


- =——  -= x, kai x» 0. 
1+ 9x 1. L 
1+х6 1-х6 


Taigi suprastintas duotasis reiškinys lygus х (x > 0). 
Vadinasi, kai x=3 duotojo reiškinio reikšmė lygi 3. 
Galėjome spręsti ir taip: 


[xx + (хУх Us Talk + Na AK 
Ххх + xz n А dux + k n 
1+Yx 14 9x 


Ах. + Jx ` Yx Iš У (Vx -Yx + У) 


x = ———————nrz==Às 


1+ 8x 1+9 
LLA АШАК ЧИШ ТИШЕ} 
_ Мх-Ух-УхэЧх-Ух-Үх _х?-х3%+х®+х?-х?+х% _ 
1+9; 1+9 
1 
Lb EN 7 х-|1+х6 
х2*3*6 +52 2*6 x4x$ 
=— <-s ƏDDp, >R = ——— ə = —— VU X. 
1+ x L £ 
1+х6 1+х6 


Taigi suprastintas duotasis reiškinys lygus x. Kai x=3 reiškinio 
reikšmė lygi 3. 


28 28 24 
ын CE 3 10-9-7 үз 26 үз 
=| 12 (8 24 = x M zia 24 =. 

4 


1 
Matome, kad suprastintas reiškinys lygus x? ; ба x» 0. 
Kai x=125, tai duotojo reiškinio reikšmé lygi 


1253 =(5%)3 =5 3.5 
2 
2 1Yy3 2 2 
х3-у4 3 o QbY3 1 1133 
9) ; -|х3-х 6 -| у4-у? > 
18:53 


| дын Gi 


5 -1 
Matome, kad suprastintas duotasis reiškinys lygus x 3-y 2; ба 
x>0, y>0.Kai х-0,00|, y=25, tai duotojo reiškinio reikšmė lygi 


1 „1 „1 „1 sg» [b 2:1-1 
(0.001) 3.25 ? - (102) 5 - (5?) 2 =10 (3). (3. 
3 . жил 21.5 
10-5 10 5 2- 
H à d Фү 
d) Pirmiausia pertvarkykime reiškinį É afe +x? “| ; 


Gauname: 


d 


ax (1 И P a 

X-NX |ү4 4. 4 D x 
x*^-«l|[x*4x?-4x * = 
У -1 | ] J х-1 
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_х-Ух e. Ll | 
Jx-1 x-Yx Ух-1 x-l 
š š PT 1 " 
Matome, kad suprastintas duotasis reiškinys lygus 1 + ——- ; čia x>1. 
p ys lyg т 
Каі х= 5, tai duotojo reiškinio reikšmė lygi 
1 1 1 1 
1+ =1+—==1+==1—=. 
45-1 44 2 2 
1 
Atsakymas. a) x, kai x»0; 3; b)x?, kai x>0; 
1 1 
-5 - š 1 : 1 
с) х 3-у 2, kai x»0, y>0; 2; d) 1+ „kai x»1; l4. 
PUN a ҮЛ 2 


23 pavyzdys. Suprastinkime reiškinius: 
|x|+3x | 


а) ———; 


= b) J(x-5)? , kai x25; 


d) (x7)? „kai x «-7; 


|2a*5| 7,5+3a 
e) : 0 $ a 
a?-a-6 2 3 


g) m+ (m-5)? - (37m)? , kai т>5; 


h) J(6-x)? -|2x-7]|, kai x>6; 


с) (x-3)? , kai x «3; 


a-|a-3|. 


i) , kai x «0. 
(5244)-4 
х 
Sprendimas. а) 1) Kai x «0, tai |х|--х ir todėl gauname: 
|x|*3x -х43х „2-2 
x x x 
2) Kai x>0, tai |x|= x ir todėl gauname: 
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[х|+3х х+3х 4x _ 
х | х хо 


4. 


b) J(x-5)? -|x-5]. 
Kai х2 5, ty. kai x e[5; +œ), tai reiškinys x—5 įgyja tiktai nenei- 


giamas reikšmes, todėl, remdamiesi modulio apibrėžimu, galime rašyti: 


|х-5|-х-5, kai x25. Taigi J(x-5)2 =x-5, kai x25. 


с) V(x-3)? =|x-3]. 

Kai x<3, tai su visomis kintamojo x reikšmėmis iš intervalo 
(-2;3), 
remdamiesi modulio apibrėžimu, galime rašyti: 

|x-3|=-(x-3)=3-x, kai x<3. 


Taigi J(x-3)? =3-x, kai x<3. 


d) (x47)? =|x+7|. 


reiškinys x-3 įgyja tiktai neigiamas reikšmes, todėl, 


Kai x<-7, tai su visomis kintamojo x reikšmėmis iš intervalo 
(79;-7), 
remdamiesi modulio apibrėžimu, galime rašyti: 

|x+7|=-(x+7)=-x-7, kai x<-7. 


Taigi J(x 7)? =-х-7, kai x«-7. 


e) Išskaidome duotosios trupmenos vardiklį dauginamaisiais: 
а? -а-6=(а-3)(а+2). 


reiškinys х+7 įgyja tiktai neigiamas reikšmes, todėl, 


Tada duotąją trupmeną galime perrašyti taip: c 5 š 


Si trupmena apibré?ta, kai 
(a-3)(a-2)20, ty.kai a3 iraz-2. 


Vadinasi, turime nagrinėti du atvejus: 
1) kai a>3, ty. ae(3;+0) іг 2)kai a<-2 ir -2<a<3. 
Kiekvieną minėtą atveją nagrinėkime atskirai. 
1) Kai a>3, tai |a-3|=a-3, nes а-3»0 su visomis kintamojo 
a reikšmėmis iš intervalo (3;+00). Tada gauname: 
iu ын ша 3) -4 
2) Kai a< -2 ir -2«a«3, tai |а-3|--(а-3), 
nes šiuo atveju a—3«0 su visomis kintamojo a reikšmėmis iš 
intervalų (-%;3) іг (2;3). Šiuo atveju gauname: 
asp 3| -4(a-3)  а. 
a?-a-6 (a- 3(a*2) | а+2` 


Taigi duotasis reiškinys lygus = , kai 


х А а 
+2” kai a>3 ir lygus IH 


+2 
а<-2 ir -2«a«3. 


f) Nagrinésime du atvejus: 

1) Kai 24520, ty. az-Ž, tai |2a+5|=2a+5 (prisiminkite, 
kad |x|=x, kai x20 ). Taigi šiuo atveju: 

|2445| 7,543а _2а+5 7,5*3a 6a+15-15-6a 0. 


2) Kai 2a45«0, ty. a<-Ž, tai |2445|--(2а-5) 


(prisiminkite, kad | x| 2 —x, kai x<0 ). Taigi šiuo atveju: 
|2a+5| 7,5-За -(2a*5) 7,5-За -ба-15-15-6а 


2 3 2 3 6 
.-12a-30 -6Qa*5) | 


6 = 6 2a- 5. 


Taigi duotasis reiškinys lygus 0, kai а> – 2,5 irlygus -2a-—5, kai 
а<-2,5. 

g) Duotąjį reiškinį pakeiskime reiškiniu su moduliais: 

m*d(m-5)? -J(3- m)? =m+|m-5|-|3-m|. 

Gautąjį reiškinį parašysime be modulių, t.y. panaikinsime modulio 

ženklus. Prisiminkime realiojo skaičiaus modulio apibrėžimą: 
ШЫ» kai a20, 
-а, kai a<0. 

Kai т2 5, tai su visomis kintamojo m reikšmėmis iš intervalo 
[5;+0), reiškinys m—5 įgyja tiktai neneigiamas reikšmes (m —52 0), 
o reiškinys 3—m įgyja tiktai neigiamas reikšmes (3-т«0), todėl, 
remdamiesi modulio apibrėžimu, gauname: 

[m-5|2m-5, |3-m|=-(3-m)=m-3. Tada galutinai gauname: 


m+y(m-5)? - J(3-m)? =m+|m-5|-|3-m|= 


=m+m-S-(m-3)=m+m-5-m+3=m-2. 


h) Prisiminę, kad Va? =|a|, duotąjį reiškinį galime užrašyti taip: 


J(6-+)? -|2+-7|=|6-x|-|2x-7. 
Kai x>6, tai |6-x|=-(6-x)=x-6, nes su visomis kintamojo 
x reikšmėmis iš intervalo (6; +œ) po modulio ženklu esančio reiškinio 
6-х reikšmės yra neigiamos ( prisiminkime, kad |a|=-a, kai a<0). 
Kai x>6, tai |2x-7|=2x-7, nes su visomis kintamojo x 
reikšmėmis iš intervalo (6;+90) po modulio ženklu esančio reiškinio 
2x-7 reikšmės yra teigiamos (prisiminkime, kad |а| = а, kai a20). 
Taigi galutinai gauname: 
46-517-12х-71-16-х1-12х-2--(6-2)-(2х-7)- 


=x-6-2x+7=1-x. 
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i) Duotąjį reiškinį pertvarkykime: 


T x^ cd A y, 3 ea vi x «2x2 41 
2x 4x? > 4x? 


2 1 2 y. L 2. ay. L 
(х +1) S (x +1) E (х +1) x 
(+? +!) x?41 
A4 _ 2x] x 
“120 1 (2 1 2x| 
(х ai (x ир 
Р : ; : х A 1 
Kai x«0, tai |x|- —x ir todėl prem "ue СУ 
: . |x|+3x : : 
Atsakymas. a) Kai х<0, tai = ш2 kai x0, tai 
pg ess b) J(x-5)? = x-5, kai x25; с) q(x-3)? -3-x, kai 
х 


x«3; d) (x47)? =-х-7, kai x<-7; e) c kai a>3; 


4 kai a<-2 ir -2<a<3; f) 0, kai a2-2,5; -2a-5, kai 
a+2 
а<-2,5; g) m-2; h) I-x; i) L. 


24 pavyzdys. Suskaidykime reiškinio apibrėžimo sritį į atitinkamus 
intervalus ir užrašykime reiškinį be modulio ženklo: 


а) J/(x- 1)? +|х—5]; b) Vx2-8x+16 + Jx? -12x436 ; 


с) A= Ja? - 4a 4 + Ja? 46a 49 , kai 
1) a«-3; 2) -3<а<2; 3) a22. 
Sprendimas. a) Duotąjį reiškinį užrašykime taip: 


Vx -1)! +1 5151 х= 1х 5]. 
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Skaičių tiesėje pažymėkime tas nežinomojo x reikšmes, su kuriomis 
po modulio ženklu esantys reiškiniai įgyja nulines reikšmes (1 pav.): 
x-1=0, kai x=1 її x-5=0, kai х=5. 


Reiškinio x - 1 ženklai: - + + 
Reiškinio x - 5 ženklai: - y _ y bi 
x 
l l pav. 5 


Šie taškai skaičių tiesę dalija į tris intervalus (-%; I), [1; 5) ir 
[5; +оо), kuriuose po modulio ženklu esantys reiškiniai išlaiko pastovų 
ženklą, t.y. visame nagrinėjamame intervale įgyja arba tik teigiamas, arba 
tik neigiamas reikšmes (1 pav.). Užrašysime duotąjį reiškinį be modulio 
ženklų kiekviename minėtame intervale atskirai. 
1) Kai x«l, tai 
Įx-1|+|x-5|=-(x-1)-(x-5)=—-x+1-x+5=-2x 46. 
2) Kai 1<х<5, tai 
Įx-1|+|x-5|=x-1-(x-5)=x-1-x+5=4. 
3) Kai x25, tai 
|х-141х-5|-х-14х-5-2х-6. 
Taigi kai x«l, tai reiškinys lygus -2x 46; 
kai 1€ x «5, tai reiškinys lygus 4; 
kai x25, tai reiškinys lygus 2x — 6. 
b) Duotaji reiškini pertvarkykime: 
(282416 4/52 12636 «4(х-4)1 4 Ja - ey? = 


=|x-4|+|x-6|. 


Raskime tas kintamojo x reikšmes, su kuriomis po modulio Zenklu 
esančių reiškinių reikšmė lygi nuliui: 
х-4-0, kai x=4; 
х-6-0, kai x=6. 


Taškai x=4 ir х= 6 visa skaičių tiesę (2 pav.) dalija į tris intervalus 
(-0;4), [4:6) ir [6; o). 


Reiškinio x - 4 ženklai: - + + 
Reiškinio x 6 ženklai: - - + 
MEME т шт; 
4 2 pav. 6 


Nagrinėsime duotąjį reiškinį kiekviename intervale atskirai. 


1) Каі x«4, ty. xe(-0;4), tai su visomis kintamojo x 
reikšmėmis iš intervalo (о; 4) аби po modulio ženklu esantys reiškiniai 
x-4 ir x-6 įgyja tiktai neigiamas reikšmes, todėl, remdamiesi modulio 
apibrėžimu, gauname: 

|x-4|=-(x-4)=4-x, 

|х-6|--(х-6)-6-х (prisiminkime, kad |a|=-a, kai a «0 ). 


Vadinasi, kai x « 4, tai 


452 - 8x16 + Jx? 12x36 - | x-4| 4| x-6|- 
=4-x+6-x=10-2x. 


2)Kai 4<x<6, ty. xe[4;6), tai su visomis kintamojo x 
reikšmėmis iš intervalo [4;6) reiškinys x-4 įgyja tiktai teigiamas 
reikšmes, o reiškinys x-6 -tiktai neigiamas reikšmes. Remdamiesi 
modulio apibrėžimu, gauname: 


|x-4|=x-4 (prisiminkime, kad |a|=a, kai a20), 
|х-6|--(х-6)-6-х (prisiminkime, kad |a|=-a, kai a <0 ). 
Vadinasi, kai 4 € x « 6, tai 


4х2-8х-16 + yx? -12x436 2| x- 4| «| x-6| 2 x -4- (x-6)- 


=x-4-x+6=2. 


3)Kai x26, ty. xe[6;+0), tai su visomis kintamojo x 
reikšmėmis iš intervalo [6; +оо) abu po modulio ženklu esantys reiškiniai 
x-4 ir x-6 įgyja tiktai teigiamas reikšmes. Todėl, remdamiesi modulio 
apibrėžimu, gauname: 

|x-4|=x-4, |x-6|=x-6 (prisiminkime, kad |a|=a, kai 
a20). 

Vadinasi, kai x26, tai 


52 -8x+16 + Jx2-12x+36 =|x-4|+|x-6|= 
=x-4+x-6=2x-10. 
с) Duotaji reiškinį pertvarkome: 
A= da? -4а44 + Ja? +ба+9 =\/(а—2)° + (oed) = 


=|a-2|+|a4+3|. Taigi A=|a-2|+|a+3|. 


Nagrinėkime раша reiškinį uždavinio sąlygoje nurodytuose 
intervaluose: 


Kai a<-3, ty. ae(-0;-3), tai |a-2|--(a-2) ir 
|a+3|=-(a+3), nes šiame intervale a-2«0 ir a+3<0. 

Vadinasi, kai a « —3, tai 
A=|a-2|+|a+3|=-(a-2)-(a+3)=-a+2+a-3=-2a-l. 

2) Каі -3<a<2, ty. ae[-3;2), tai |a-2|=-(a-2), о 
|a+3|=a+3, nes šiame intervale a-2<0, o a+320. 

Taigi, kai -3<a<2, tai A=|a-2|+|a+3|=-(a-2)+a+3= 
=-a+2+a+3=5. 

3) Kai a22, ty. ає[2; +), tai |a-2|=a-2 ir |a+3|=a+3, 
nes šiame intervale a-220 ir a+3>0. 


Vadinasi, kai a22, tai A=|a-2|+|a+3|=a-2+a+3=2a+1. 
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Atsakymas. a) -2х--6, kai x«l; 4, kai 1<х<5; 2x-6, kai 
x25; b)10-2x, kai x «4; 2, kai 4<x<6; 2x-10, kai x26; 
с) I) Kai a<-3, tai 4--2a-1; 2) Kai -3<a<2, tai 4-5; 3) Каі 
a22, tai 4-2a«l. 


x! (x 4)? -16x 


25 pavyzdys. Suprastinkime reiškinį 224 


ir apskai- 
čiuokime jo reikšmę, kai x = 4&5. 


Sprendimas. Duotąjį reiškinį pertvarkome: 


x? (x+4)? -16x _ x? x? +8х+16-16х _ х2/х2-8х416 _ 
x-4 ji x-4 Ж х-4 v 
xMx-4)? х24|х-4| 


x-4 x-4 

Skiriame du atvejus: 

1) Каі x>4, tai |x-4|=x-4, nes su bet kuria kintamojo x 
reikšme iš intervalo (4; +оо) po modulio ženklu esančio reiškinio reikšmė 
yra teigiama (prisiminkime realiojo skaičiaus modulio apibrėžimą: 
[а|=а, kai a20). 

Taigi šiuo atveju: 

x? .(х-4) M x? (x-4) ых? 
х-4 х-4 х 

2) Каі х<4, tai |х-4|--(х-4), nes su bet kuria kintamojo х 
reikšme iš intervalo (—co; 4) po modulio ženklu esančio reiškinio reikšmė 
yra neigiama (prisiminkime realiojo skaičiaus modulio apibrėžimą: 

|a|=-a, kai a<0). 

Taigi šiuo atveju: 

х2-|х-4| x^ (x-4) ЭР. 
х-4 х-4 1 
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Vadinasi, duotasis reiškinys lygus x?, kai x>4 ir lygus (-х?), Каі 
x«4. Apskaičiuokime duotojo reiškinio reikšmę, Каі х = У. Kadangi 
47 « 4, tai duotojo reiškinio reikšmė lygi -x?. Gauname: 

-(/7) =-7. 

Atsakymas. x?, kai x»4; -x?, kai x«4. Kai x- Л, tai 

duotojo reiškinio reikšmė lygi —7. 


26 pavyzdys. Nustatykime, su kuriomis kintamojo x reikšmėmis 
teisinga lygybė 
a) (x-2)? =2-x; b) V(x+3)? =х+3; 
с) V(x-2)? -|x-2]. 
Sprendimas. а) Pastebėkime, kad 4(x-2)? =|x-2|. Kadangi 


realiojo skaičiaus modulis yra neneigiamas skaičius, tai lygybė 
|x-2|22-x bus teisinga su tomis kintamojo x reikšmėmis, su 


kuriomis 2- х 2 0. Išsprendę šią nelygybę randame, kad x<2. Vadinasi, 
duotoji lygybė yra teisinga, kai хє (– о; 2]. 

b) Sprendžiame analogiškai Кар іг а) atveju. Kadangi 
V(x+3)? =|x+3|, tai lygybė |x+3|=x+3 bus teisinga tik tada, kai 
x+320, ty. x2-3. 

Vadinasi, duotoji lygybé yra teisinga, kai x e[-3; +). 

c) Duotaja lygybę galime pakeisti tokia lygybe: | x - 2|-|x- 2]. 

Matome, kad ši lygybė yra teisinga su bet kuria realiaja kintamojo x 
reikšme, t.y. xe (—co; +0). 


Atsakymas. a) xe (—co; 2]; b) xe[-3;+0); с) хє(-оо:40). 


6 SKYRIUS. ALGEBRINÉS TRUPMENOS 


6.1. ALGEBRINĖS TRUPMENOS APIBRĖŽIMAS 
IR JOS PAGRINDINÉ SAVYBÉ 


Reiškinys 4. kur А ir B уга vieno ar keliu kintamuju daugianariai, 
vadinamas algebrine trupmena. Daugianaris А yra trupmenos skaitiklis, 
o daugianaris B — vardiklis. 


Algebrinių trupmenu pavyzdžiai: 1) 2х+1. 2) Ка +с) : 
3-1 a(a +b) 
x” 5 
= 2 2 
3) 2 -2а+4 ; 4) G3) -5). 5m" +10mn + 5n 
a-2 2a * 3b 6c 15m? 15n? 


Algebrinés trupmenos reikšmė P aor nuo kintamuju reikšmiu, 
-y 3-(2). 3+2. 


pavyzdžiui, kai x -3, у= —2 , tai ve "R 


Algebrinė trupmena x apibrėžta su visomis kintamųjų reikšmėmis, 
išskyrus tas reikšmes, su kuriomis daugianaris B įgyja reikšmę, lygią 
nuliui. Taigi algebrinė trupmena i neturi prasmės, kai В = 0. Kintamųjų 
reikšmių aibė, su kuriomis vardiklio daugianaris nelygus nuliui, sudaro 
algebrinės trupmenos apibrėžimo sritį. 

Pavyzdžiui, algebrinės trupmenos E apibrėžimo sritį sudaro visi 
realieji skaičiai, išskyrus reikšmę x=1, nes su šia reikšme trupmenos 
vardiklis lygus nuliui. 

Kai algebrinės trupmenos skaitiklis lygus nuliui, o vardiklis nelygus 


nuliui, tai trupmenos reikšmė lygi nuliui, t.y. Bas 0, Каі а=0, 540. 


Pavyzdžiui, algebrinė trupmena Ž 1 ум 0, kai x? -1-0, t.y. kai 


х--1 arba х-1 (tada vardiklis x + 0 s 


Dvi algebrinés trupmenos 4 ir © vadinamos tapačiai lygiomis 
(arba lygiomis) jeigu AD=BC su visomis daugianarių kintamųjų 
reikšmėmis, išskyrus tas, su kuriomis B-0 ir D=0. 

Remdamiesi trupmenų lygybės apibrėžimu, gauname pagrindinę 
trupmenos savybę: algebrinės trupmenos skaitiklį ir vardiklį galima 
padauginti ir padalyti iš to paties nelygaus nuliui skaičiaus, vienanario ar 
daugianario ir nuo to trupmena nepasikeičia: 


£= £, (C £0); čia C- sveikasis reiškinys. (1) 
77 14:14 
zx -r-l (18-48 -1) 2-25? 
Р E didit E = 3х -2x -6. 
avyzdtiui. la 1 2 glp 1. x -3х+2 ' 
67 193 6 2 3 
ИШ ЕЖЕ УЛАШ x x20 20 


a+2 (a*2)(a-2) 4-4” 2y 2y2x аху’ 

Toks trupmenos pertvarkymas, remiantis (1) tapatybe, vadinamas 
trupmenos plétimu. 

Pagrindine trupmenos savybe dažnai remiamés kai norime pakeisti 
trupmenos narių ženklus: 

1. Trupmenos reikšmė nepasikeičia, kai vienu metu pakeičiame jos 
skaitiklio ir vardiklio ženklus, t.y. 

4.-4 

B -B` 


..2-x -Q-x»x) х-2 
P džiui, = = А 
аы: L 7-5 


2. Jei pakeičiame tik skaitiklio ir vardiklio ženklą, tai pati trupmena 
pakeičia savo ženklą: 


ZA. A. 4244 
B B B RB. 
2-38 2-3х? 3х-1 3x41 
P. Я эх p | 
аууш. а 2х+1 -Qx-l)  2x-1 
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Jei pakeisime trupmenos ženklą ir vien skaitiklio arba vardiklio 
Zenkla, tai nuo to trupmena nepasikeis: 


А cd. A A 


ws x ЖЫН” 
55-3 -(5х-3)- 13-5, 
Paryzdaul sea Ssa AA 
24! - b 2 2a! b 


24-6. Qa c c-22 


6.2. ALGEBRINIU TRUPMENU PRASTINIMAS 


Jeigu taikome tapatybe £= ы S, sukeitę kairiąją ir dešiniąją puses 


vietomis, tai trupmeną suprastiname. Suprastinti trupmeną - reiškia 
trupmenos skaitiklį ir vardikli padalyti iš jų bendro daugiklio. Jeigu norime 
trupmeną suprastinti, tai jos skaitiklį їг vardiklį turime išskaidyti 
dauginamaisiais. 


Kai skaitiklis ir vardiklis turi bendrų dauginamųjų, tai juos galime 
suprastinti. Jeigu „bendrų dauginamųjų nėra, tai trupmena yra 
nesuprastinamoji. 


5 
1 pavyzdys. Suprastinkime trupmena s= : 
x 


5 5 
Sprendimas. 2— = ==. 
Р Заю 3 


id 5а? +10ab + 5b? 

2 pavyzdys. Suprastinkime trupmeną —— ~~ — 

pavyzdys. Sup Ia sijų BET TS 
Sprendimas. 

5а? +10аь+50 5 «2ab«b) —— S(a+bY a+b 

15a! - 1557 6-5)  1Xa-5(a*5) Ҹа) 
ма, (m+ ny -4тп 
3 pavyzdys. Suprastinkime trupmena a ЕТУ 
m —n 


Sprendimas. Turime: (m + nf -4тл-т + n^ + 2mn-Amn = 
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= m^ —2mn+ n° = (тп), 


т(т? - n)- m(m — n)(m + п). 


Vadinasi (т+п)—4тп _ (т-п)(т-п) | m-n 
mm т) | т(т- » +n) m(men) 
-3x42 
4 pavyzdys. Suprastinkime trupmena 3 


Sprendimas. Pirmiausia skaitiklyje esantį kvadratinį trinarį išskai- 
dome dauginamaisiais: 
x? -3x42 - (x-2)(x- 1). Tada 
х2 -3х+2 _(х-2)(х-1) _ 
x-2 0-6 x-2 
Atsakymas. х-1. 


-1. 


ба? +11а+3 
3+5а-12а? ` 

Sprendimas. Norint daugianarį padalyti i$ daugianario, reikia daugia- 
narius išskaidyti dauginamaisiais іг suprastinti. Duotosios trupmenos 
skaitiklyje ir vardiklyje esančius daugianarius išskaidome dauginamaisiais 


Turime: 
3 1 
ба? +11а+3= sa 230 +). 


3 
3+ 5a - 122? -12(8 21 Ё 
Tada galutinai gauname: 


5 pavyzdys. Suprastinkime trupmeną 


ба +11а+3 _ 


3454-1242 | 23 ie 0-3). 
_ 6a49  3Qa*3) 2a«3 
“-12449 3(3-4a) 3-4a 


2а+3 
Atsakymas. 3-4a 


6.3. ALGEBRINIU TRUPMENU 
BENDRAVARDIKLINIMAS 


Norint subendravardiklinti kelias racionaliasias trupmenas reikia: 

1) kiekvienos trupmenos vardiklį išskaidyti dauginamaisiais; 

2) sudaryti bendrąjį vardiklį, įtraukti į jį 1 punkte gautų skaidinių visus 
dauginamuosius; jeigu tam tikras dauginamasis yra keliuose skaidiniuose, 
J| reikia imti su didžiausiu laipsnio rodikliu; jeigu dauginamieji turi 
skaitinių daugiklių, tai bendrojo vardiklio skaitiniu daugikliu imamas visų 
minėtų daugiklių mažiausiasis bendrasis kartotinis; 

3) rasti kiekvienos trupmenos papildomąjį daugiklį (dalijant bendrąjį 
vardiklį iš tos trupmenos vardiklio); 

4) padauginti kiekvienos trupmenos skaitiklį ir vardiklį iš papildomojo 
daugiklio. 

2x . 5x*2 
х437 x-3 
Sprendimas. Duotuju trupmenu bendrasis vardiklis yra (x +3)(x - 3). 


1 pavyzdys. Subendravardiklinkime trupmenas 


Randame pirmos ir antros trupmenos papildomuosius daugiklius: pirmos 
trupmenos papildomąjį daugiklį randame, padaliję bendrąjį vardiklį iš tos 
trupmenos vardiklio; antros trupmenos papildomąjį daugiklį randame, 
padaliję bendrąjį vardiklį iš šios trupmenos vardiklio. Turime: 
(x+3)(x-3) _ I (x+3)(x-3) 
LTA x-3; ed 
x+3 x-3 

Taigi pirmosios trupmenos papildomasis daugiklis yra daugianaris 
x-3 ‚о antrosios – daugianaris х+3. 

Duotasias trupmenas  subendravardikliname, padauginę pirmos 
trupmenos skaitiklį ir vardiklį i$ х-3, o antrosios trupmenos skaitiklį ir 
vardiklį — iš x43: 

2x _ 2xx-3) . 
x3 (х43)(х-3)” 


=х+3. 


5х+2 _ (5х+2)(х+3) 
x-3 (х-3)(х+3) ` 
2 pavyzdys. Subendravardiklinkime trupmenas 
a+b | a-b . CE a 
2a! - 2ab ` ба! *6a!b 


4a! -4b!«8ab ' | 3a!-3b" 


Sprendimas. 1) Išskaidome dauginamaisiais visų trupmenų vardiklius: 
2a* -2ab = 2a(a - b) ; 
4а? + 42 + 8аЬ = Ala? + 2ab + p)- A(a by ; 
За? - 3ЬЎ = 3(а? - Ь?)= X(a - b)(a + b) ; 
ба! -ба!Б-ба (a+b). 

2)Į bendrąjį vardiklį turime įtraukti dauginamuosius (a-b), 
(a+ by „a“ ir skaičių 2,4,3,6 mažiausiąjį bendrąjį kartotinį, t.y. 
МВК (2,3, 4, 6) = 12. Taigi bendrasis vardiklis yra 12a°(a + b} (a — b). 

3) Trupmenu papildomuosius daugiklius randame, padaliję visų 
trupmenų bendrąjį vardiklį iš atitinkamos trupmenos vardiklio. 

Papildomieji daugikliai: 
12a*(a +b} (a-b) 


: " 2. 

pirmos trupmenos 2a(a b) = 6a(a * by ; 
2 24 _ 

antros trupmenos хаанаа), = 3a'(a Б); 
4а(а + b) 
2 2 

trečios trupmenos 12a (a +b) (a-b) = 4a'(a * b) ; 


3X(a - b)(a +b) 
12a' (a +b) (a-b) 
ба (a +b) 
4) Duotasias trupmenas subendravardikliname kiekvienos ju skaitiklį 
ir vardiklį padaugine iš papildomojo daugiklio: 


ketvirtos trupmenos = X(a * b)(a - b) . 


a+ pe E T 6a(a +b) 
2а? -2ab 12a! (a b) (a - b) 
msi шавь 3a'(a- bY 


да 4b! +8аЬ — 12a (a+b) (a-b) 


3 pavyzdys. Subendravardiklinkime trupmenas 
a | b . а-5 
124 —12b  18а` «18db 24a! -24ab ` 
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Sprendimas. 
1) Išskaidome dauginamaisiais duotųjų trupmenu vardiklius: 
12a? -125? = 12(a - b) (a b) ; 
18d + 1822 = 18a?(a + b) ; 
24a? - 24ab = 24a(a - b). 
2) Į bendrąjį vardiklį reikia įtraukti dauginamuosius (a-b), (a+b), 
а? ir skaičių 12, 18, 24 mažiausiąjį bendrąjį kartotinį, t.y. 
MBK(12, 18, 24) = 72. 
Vadinasi, bendrasis vardiklis yra 
72a' (a - bXa4 b) . 
3) Randame trupmenų papildomuosius daugiklius: tam bendrąjį 
vardiklį padalykime iš kiekvienos trupmenos vardiklio. 
Pirmos trupmenos papildomas daugiklis yra 6a?, nes 
72a*(a - b)(a + b) a 
12(a-6)(a +b) i 
Antros trupmenos papildomas daugiklis yra 4(a — b) , nes 
72a (a -b)Y(a*b) _ 
184 (a + b) 
Tretios trupmenos papildomas daugiklis уга 3a(a + b) , nes 
72a (a- b)(a*b) _ 
24a(a — b) —-3a(a +b). 


4) Duotasias trupmenas subendravardikliname kiekvienos ju skaitikli 
ir vardiklį padauginę iš atitinkamos trupmenos papildomojo daugiklio: 


4(a — b). 


2 
+ 6a? , 
124! -12à — 72a (a - b)(a +b) ° 
4(a - b) 
p 4b(a — b) 


1807-1845 72aXa-b)(a*b)' 
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a+ ING aula py 


24a!-24ab 72а'(а-Ь)(а+Ь)` 


6.4. ALGEBRINIU TRUPMENU SUDĖTIS IR ATIMTIS 


Dviejų (ir apskritai bet kurio baigtinio skaičiaus) algebrinių trupmenu 
su vienodais vardikliais suma yra lygi trupmenai su tuo pačiu vardikliu ir 
skaitikliu, lygiu sudedamųjų trupmenų skaitiklių sumai: 


A.C A1C 
B B B ` 
x-3 3х47 x-343x47 4x+4 _2(х+1) 
L pavyedys. 2x * 2x — 2x 7025 x C 
a b c _а+Ь+с_ 
2 pavyzdys. дүрт arbaa arbia arbre | 
3 pavyzdys. 
3 3 3213 = 2 
> y ану) a su. 
x+y x+y x+y x+y 


Analogiškai trupmenų su vienodais vardikliais skirtumas išreiškiamas 


А EU жее 
trupmena 5-5- р. 
Pavyzdys. 
a P^ d-P (а-5 4 -а5-5) > 2 
a-b a-b a-b a-b G us 


Norint sudéti arba atimti algebrines trupmenas su skirtingais 
vardikliais, trupmenas iš pradžių reikia subendravardiklinti (žr. 6.3. skyrelį 
„Algebrinių trupmenų bendravardiklinimas“), o po to atlikti veiksmus su 
bendravardiklėmis trupmenomis. 

4 pavyzdys. Supaprastinkime reiškinį 

1 2a 1 
243442, а +4413 а!+5а+6` 
Sprendimas. Kadangi а? +3а+ 2 = (а+1)(а +2); 


а *4a*3- (а+1)(а+3); а +5а+6=(а+2)(а+3), tai trijų 
trupmenų bendrasis vardiklis lygus (a + 1)(a + 2)(а + 3) . Vadinasi, 
3 
1 2а І Зай 2227 


——— +" ————1———--— 5" бата TTT" 
а!-За-2 а?+4а+3 a'+5a+6 (а+1)(а+2) (а+1)(а+3) 


к! _а+3+2д(а+2)+а+1 _ 
*(a*2Ya*3) (a * 1) (a * 2)(a 43) 


2 2(47--3а-2 = 2 
а *3a*2)(a43) a*3- 


5 pavyzdys. Suprastinkime reiškinį > 


24!2-ба-4 | 
© (а+1)(а+2)(а+3) | 


3 2х-1_2 
+ 


42x xl-1 x 


Sprendimas. Kadangi 2х? + 2x = 2x(x «1) ; x? - 1- (x - 1) (x 1), tai 


3 2x-1 2 6-5 16 2420-0041) 
ZO. BI x A “(жу x 
_ Хх-1)-2х(2х-1)-4х-1)х41) _ 41 йг ЭР 


6.5. ALGEBRINIU TRUPMENU DAUGYBA IR DALYBA 


Dviejų (ir apskritai bet kurio baigtinio skaičiaus) algebrinių trupmenu 
sandauga lygi trupmenai, kurios skaitiklis yra dauginamųjų trupmenų 
skaitiklių sandauga, o vardiklis — vardiklių sandauga: 

AC AC 
BD BD 

Dviejų algebrinių trupmenų dalmuo lygus trupmenai, kurios skaitiklis 
lygus pirmos trupmenos skaitiklio ir antros trupmenos vardiklio sandaugai, 
o vardiklis - pirmos trupmenos vardiklio ir antros trupmenos skaitiklio 
sandaugai: 


A.C 4D 
B'D 


B-C ` 


Vadinasi, algebrinių trupmenų dalybą galima pakeisti dalinio 
dauginimu iš trupmenos, atvirkštinės dalikliui: 


Suformuluotos daugybos ir dalybos taisyklės tinka ir tuo atveju, kai 
dauginama аг dalijama iš daugianario: tam reikia daugianarį parašyti kaip 
trupmena, kurios vardiklis yra 1. 

Prieš dauginant ar dalijant algebrines trupmenas, pirmiausia jas reikia 
pertvarkyti į nesuprastinamas trupmenas, jų skaitiklius ir vardiklius išskai- 
džius dauginamaisiais ir suprastinus susiprastinančius dauginamuosius. 
ab - b! . a! - c! 


2 


1 pavyzdys. Sudauginkime: 2—5: 
a -ac a -b 


Sprendimas. Išskaidome dauginamaisiais duotuju trupmenu skaitiklį 
ir vardiklį: 
ab-& Ma-b) а? -c° _ (а-с)(а+с) 
а!-ас a(a-c)' а? p? (a-b)(a+b) 


Taikome trupmenu daugybos taisykle: 


ab-b6* d'-c' _ b(a-b)(a-c)(a+c) _ b(a+c) 
а!-ас a-b a(a-c)(a-b)(a+b) a(a+b)` 


х -16 ci 


сус. x!-4 


2 pavyzdys. Padalykime: 


Sprendimas. Išskaidome dauginamaisiais abiejų trupmenų skaitiklį ir 
vardiklį: 


32-16 (x-4)x*4). x'-4x | x(x-4) 


x-2x  xx-2) ' х-4 (6-269942) 
Taikome MI dalybos ir 
x-16,x-4x x-16 x-4 (x-4(x*4) (х-2)(х42) _ 
xl-2x xl-4 xi-2x х = x(x-2) х(х-4) 
2 (&- 4)(х + 4)(x- 2)(х+2) _ Grots 2 
x(x-2)x(x- 4) х 
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6.6. ALGEBRINĖS TRUPMENOS KĖLIMAS 
SVEIKUOJU LAIPSNIU 


Norint algebrinę trupmeną £ pakelti natüraliuoju laipsniu n, reikia 


tuo laipsniu atskirai pakelti skaitiklį ir vardiklį: 
Lis 
B В". 


Sa'b^ Y 
Pavyzdys. Paverskime trupmena ipn ( p ) š 


4 


3,5 ү ( p) 2 .( »« 28 6р0 
Sprendimas. E à N A 2-5 s b шавыг Я 
2 с) 2 (с) г 
Keliant trupmena sveikuoju neigiamuoju laipsniu taikoma tapatybé 


AY" (BY : 
(4) -(£) „kai 440, 220. 


-3 
Pavyzdys. Paverskime trupmena reiskini (225) š 


Sprendimas. (25 z (2-2) = (m-2y š 


m-2 m m 


6.7. SKYRIAUS „ALGEBRINĖS TRUPMENOS" 
UZDAVINIU SPRENDIMO PAVYZDZIAI 


1 Pavyzdys. Nustatysime duotosios trupmenos kintamųjų leistinųjų 
reikšmių sritį, t.y. nustatysime duotosios trupmenos apibrėžimo sritį: 


64x c+1 m-2 2(5x-4) 
; -i — =s Ф: 
Ч х-4' d c(c-2) " m? -4 ! х2-х-6 
х ху 2 
e 3 —— g x +x-3. 
4 х? +1 x(3x-5y) * 
Sprendimas. a) Trupmena бах neturi prasmés, kai x 2 4, nes su 


šia kintamojo x reikšme jos vardiklis lygus nuliui. 
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Vadinasi, šios algebrinės trupmenos apibrėžimo sritis yra visų realiųjų 
skaičių aibė, išskyrus x = 4. 
с+1 
c(c-2) 
šiomis kintamojo c reikšmėmis jos vardiklis lygus nuliui. 


b) Trupmena neturi prasmės, kai с= 0 ir c=2, nes su 


Vadinasi, šios algebrinės trupmenos apibrėžimo sritis yra visų realiųjų 
skaičių aibė, išskyrus dvi reikšmes c= 0 ir c= 2. 


€) Trupmena neturi prasmės, kai m — —2 ir m=2, nes su 


2 
Siomis kintamojo kų reikšmėmis jos vardiklis lygus nuliui. 

Taigi duotosios algebrinės trupmenos apibrėžimo sritis yra visų 
realiųjų skaičių aibė, išskyrus dvi reikšmes m = –2 іг т = 2. 
2(5x-4) 
x!-x-6 
šiomis kintamojo x reikšmėmis jos vardiklis lygus nuliui 
(х2-х-6=0, kai x=-2 ir x=3). 

Vadinasi, duotosios algebrinės trupmenos apibrėžimo sritis yra visų 
realiųjų skaičių aibė, išskyrus dvi reikšmes x=-2 ir x=3. 


d) Trupmena neturi prasmės, kai x=-2 ir x=3, nes su 


e) Trupmenos 2 vardiklis nejgyja nulines reikšmes su jokia 
x“ +1 


kintamojo x reikšme, nes х?+1> 0, kai x — bet kuris realusis skaičius. 
Vadinasi, duotosios trupmenos apibréZimo sritis yra visu realiuju 
skaičių aibė R. 


x+y В : "e 7 
f) Trupmena 20-8» 5y) netusi prasmés, kai х-0, o taip pat su 
tomis kintamųjų x ir y porų reikšmėmis, su kuriomis teisinga lygybė 
3x=5y. 


Vadinasi, duotosios algebrinės trupmenos apibrėžimo sritį sudaro 


kintamųjų x ir y poros (x; y), tokios, kad x0 ir хе зу. 


g) Reiškinys х2 + x—3 yra apibrėžtas su bet kuria realiąja kintamojo 
x reikšme. Taigi duotojo reiškinio apibrėžimo sritis yra visų realiųjų 
skaičių aibė. 

Atsakymas. а) (-0;4)0U(4;+0); b) (-0;0)U(0;2)U(2; +e); 
€)(-9;-2)0(-2;2)0(2;*o);  d)(-»e;-2)0(-2;3)0(3; +e); 


е) (-œ;+0); f) ((x;v)|x «0, х+3у ; g) (– 9%; +оо). 
3 


2 pavyzdys.  Nurodysime tas kintamųjų reikšmes, su kuriomis 
algebrinių trupmenu reikšmė lygi nuliui: 


y-12. а?-9. 4-3m_ 3. 
a) m RKL b) --—1 Bu 95232: 
4 cue, x!«x?-9x-9 9 х?-у* 


х?-4 

Sprendimas. Algebrinés trupmenos reikšmë lygi nuliui su tomis 
kintamojo (kintamųjų) reikšmėmis, su kuriomis jos skaitiklis lygus nuliui, 
be to, su šiomis kintamojo (kintamųjų) reikšmėmis trupmenos vardiklis 
turi būti nelygus nuliui. 


хїжх-17 2х4-557-3х2-х417 


a) Duotosios algebrinés trupmenos reikšmė lygi nuliui su tomis 
kintamojo y reikšmėmis, su kuriomis jos skaitiklis lygus nuliui: 
у-12-0, y=12. 
Kai у=12 trupmenos vardiklis nelygus nuliui. Taigi duotosios 
algebrinės trupmenos reikšmė lygi nuliui, kai y 212; 
b) Duotosios algebrinės trupmenos reikšmė lygi nuliui su tomis 
kintamojo a reikšmėmis, su kuriomis jos skaitiklis lygus nuliui: 
a? -9-0, kai a=-3 ir a=3. 
Kadangi su šiomis a reikšmėmis duotosios algebrinės trupmenos 
vardiklis nelygus nuliui, tai reikšmės а--3 ir a=3 yra ieškomosios 
kintamojo a reikšmės. 


c) 4-3m-0, 4-3т, m-i-l 


[mL 


Duotosios algebrinés trupmenos reikšmė lygi nuliui, kai m = 29 


neigyja nulinės reikšmės su jokia 


d) Algebrinė trupmena y 


realiaja kintamojo x reikšme. 


e) Išsprendę kvadratinę lygtį x2-5x+6=0 randame, kad jos 
sprendiniai yra x, = 2 ir х, =3. 

Vadinasi, duotosios algebrinės trupmenos reikšmė lygi nuliui, kai 
x-2ir x-3. 

f) Duotosios algebrinés trupmenos skaitiklį išskaidykime daugina- 
maisiais: 

x) +x2 -9x-9= x? (x+1)-9(x+1)=(x+1)(x? -9)= 
=(x+1)(x-3)(x +3). 

Duotosios algebrinės trupmenos reikšmė bus lygi nuliui su tomis 
kintamojo x reikšmėmis, su kuriomis jos skaitiklis bus lygus nuliui. 
Išsprendę lygtį (x+1)(x-3)(x+3)=0 randame tris ieškomąsias 
kintamojo x reikšmes: x--3, х--! ir x=3. Taigi duotosios 
algebrinės trupmenos reikšmė lygi nuliui, kai x=-3, x=-l ir x=3. 

g) Duotosios algebrinės trupmenos skaitiklį išskaidykime daugina- 
maisiais: 

x? =y? =(х-у)(х+у). 

Matome, kad sandauga (x- y)(x- y) lygi nuliui, Каі х= у arba 
x=-y. Taigi duotosios algebrinės trupmenos reikšmė lygi nuliui su 
tomis kintamųjų x ir y reikšmių poromis (x; y), kuriose x= y ir 
x=-y. 


Pavyzdžiui, tokios kintamųjų x ir y reikšmių poros yra (0; 0), 
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: d. E 1.1 i 9x? Уу 23 7 
(1; 1), (54). (1; -1), (5 1) ir pan... y 


Atsakymas. а) y=12; b) a=-3 ir а=3; e) m-l; 1. d) Tokių x 
reikšmių nėra; e) x=2 ir x-3; АСИК: ir: xz3; 


g) {(х;у)| х=у,х=-у}. 


3 y! 
Atsakymas. а e b —5€ b;d >. 
йутаз. а) 7; b) -—-у; ©) b; d) 7 


4 pavyzdys. Suprastinkime algebrines trupmenas: 


3 pavyzdys. Suprastinkime algebrines trupmenas: ” 3(x-2). b) (x-3). à x?-16. 
818 ( 2\6 7(2- x)' 3-x ' 3x+127 
l6a*b? b) Сет. k : 
324577 (698 -(-a5y а) X +10х + 25. ©) т TES 22 à 
(x45)? т?+1т+10 x*-2x4l 
3 3 4 
" (°) -(6*) | " Q3? (xz?) j l6a?-8ab+b?. | _ 9x22-252 p хэ5 8 
(24) | 9(ху)?-:® : 1632-5? | 9x?430xy425y? | x?«6x45' 
3 3 6,33 
Sprendimas. a) 16а? „а-а. -4 5 » = 3, k) : x ; ) T LI 27 
P “59732457 xad) -b? 252” x+2 х^ +3х+9 4x^ -4ху+4у 
3 2 2:14 3 
x'-3x^yt3xy^-y 8x -27 
(245) (a?) aè 5.976 а%*.а'? m) = таш соо n Ro aede 
b) 8 5776.8 6.5 48 30 22 
(a*) :(-a5) a (7s ) a га ) Sprendimas. a) СО 3x-2) | 3(-2) 3x-2) 3. 
Саво O aO ат Ч Р 7(2-х) TC) E-J -*x-2) T 
WE Де 30° B 4:26.27 2228 
a = хай хан. ы y „(4-3 --(х-3)-3-х. 
(2) (»*) -p33 pt3 p9. p? p92 Eo š 
Өх MEME" p MN Re E = Uer) A 
(-6*) т 3х+12 3(х44) — 3(х44) 3 
21 
-Hb ау хЇ+10х+25 _х?+2-5х+59 (e$) _ 
Бя (х+5)2 (x*5) (x+5)? 
4 4 4 
d) G3? (xz?) 3a?) 422) 9x yz - 1 m? +4т- 5 2 (т-1)(т-5) | 
9(хуу!-25 9-х7-у7-25 9x5y5z* т2-7т-10 (т+2)(т+5) m+2 
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3-3x .3d0-x) 3411) (х-1) -3(-0) | 
х?-2х+1 (x-1)? (x-1)? (x1? 
"ARS 
7-(х-1) 1-х 
- 16а? -8ab*b? (4a) –2.4а: хаси (4a -5)? 
16a? - 9? (4a)? - 
_ 4a-b 
| 4а+ь` 
9x? -25y? (3x)? -(5y)? 


9x? +30ху+25у? Ë 
_ Өх- ранд. 3х-5у 


(Зх+5у)2 3x65» 
Atsakymas. a) -3; b) 3-х; с) Xz5; d 1; 9 T 
4a-b. dy CE de 1.28 : 
Bp M «sp үүр 052668 
3 2 
x (x+y). p G-»). " 
1) 1 ; m) ЖЕР” п) 2х-3. 
5 pavyzdys. Suprastinkime reiskinius: 
a-2 a-3 : a?4x? 
а) 2 1 тэрээ Hp s 
Žž. = 
"E Axy _ FO Am | liao a 6 
2у?-ху х-2у бу-36 бу y? 
3 
3x-2 бху+9х-4у-6 х2-3х x?^4à3x 
m а?+1ба+12  2-За 3 
a? -8 а?+2а+4 4а-2: 


-3 _ 
x-l 


“(4а- b)(4a+ >) 


(3x)? +2-3x-5y+(5y)? Ë 


: It 


1-х 


k) x-3; 


a-2 , a-3 _3(a-2)-6-2(a-3) _ 
шилэх ME ш 


Sprendimas. a) ——— -1 


2 3 


.3a-6-6-2a*6 а-6 


6 7-6 


a?+x? (а+х)(а-х)-(а? +x?) 


b)a+x- = 


а-х a-x 


 a?-xl-aq?-xy? -2x? 2x? 2x? 


х2-4ху 2 4у 


“CI (а-х) x-a 


qas sy Р 


О-у(х-2у) x-2y у(х-2у) 
| 4ху-х?-4у? _-(42-4хуж+х?) -(2у-х)! = 
у(х-2у) у(х-2у) у(х-2у) 
_20у-х)2 -(2у-х) 2у-х 
“-(2у-х) -y y 
j 142—7, „6 0-9 6 
6y-36 * бу-у? 60-6) 69'»x6-»- 
_12-› 1.8. _12-у 8 . 
6(y-6) -»(v-6) 6(у-6) у(у-6) 
_ @2-у)-у-6-6 12у-у?-36 _-(7?-12y+36) 
6у(у-6) 6y(y- 6) Gy(y-6) 
-20У-5)) -G-6 6-у 
6у(у- 6) бу бу? 
al. 3y _ A 3y 


= 2 бху+9х-4у-6 3х-2  (6xy-4y)+(9x— 6 
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БИС. ыы сы MET EE quum а-6 p 2x* o 2у-х p É. 


3х-2 2у(3х-2)-3(3х-2) 3х-2 (3х-2)(2у+3) Atsakymas. a) —— b) — с) ; d) = 
X(2y+3)-3y _ 2y2+3y-3y _ 2у? | 2у? l. 1 
Bx- 2)(2y +3) © (3х-2)(2у+3) (3х-2)(2у-3) 9 (35:22 43)” f) == 8) 27 
21 xt. 6 pavyzdys. Padauginkime (arba padalykime) algebrines trupmenas: 
2 2 2 
x*-3x x^*3x x^-9 
4 3a ab+b 1 ах-ау 5ху . 

„2 xtl 2 2(x+3)-(x-3)-(x+1)-x _ b? 9 7 5x2y? by-bx' 
x(x-3) х(х-3 x-3)(x+3) x(x-3)(x+3) 

Qo peur x : o 22-1, 74-73. d) ab*-16a 2057 
_2х+6-х+3-х2-х | -х1-9 -(х -9) a-b а?+а’ 553 a2b+4a2 
= -3)(x+3 Х(х-3)(х-3) x(x-3)x43) - 

х(х-3(х+3у | 36-3633) x(x-3Xx+3) e uc еи 
_-(х-3у(х+з) 01 "Xanga! dae C 59 pa 
© Сх(х-3)(х+3) x 
8) 9m? -12mn «4n? „3m+6n. a-3 4а-12. 
TAXI D 2-34 3 . 3m? «240? 2п-3т” 442113” 
a? -8 а?+2а+4 4-2 i) х2-4х 24-6х р yl-l6y 4-у 
i) —ÀçcÀcoo ss s =: $ Ji —— e > 
__ а?+1ба+12  2-3a 3 _ х®+7х 49-х? SN vay 
(a - 2)(a? +2а+4) а? +2а+4 4-2 ü (a-b))-2ab а2-52. ) 59-5 (c«1)?-c 
5 " 4a? |" ab c+2 ` 13с426 ` 
a2+16a+12-(2-3a)(a-2)-3[a? +2a +4) | 
== n Sprendimas. 
(a - 2 (a +2а+4) a) За ~ ab*b? За | b(a+6) _ 3a-b(a*b) а(а-5) 

а? +16а+12-(2а-4-3а? +6a)-(3a7 +6а+12) э s 9 b?.9 3b C 

Е (a - 2 (a? +2а+4) - p) ZZA Say _a(x-y) 5ху 


5x2y? by-bx 5x2y? | by-x) 
а? +16а+12-2а+4+3а? -6a-3a? -6a-12 (xy 
25 S —  —— ——— —= a(x-y):5xy a a 
-2Y(a? +2а+4 = = =-——. 
(a Ҳа e ) 5х2у2.5-(-1)(х-у) -x»b xyb 


2 
-a +2а+4____1_ a2-1 7a-7b _(а-1)(а+1) 7(a-5) - 


(a - 2 (a? +2а+4) Bes 9 a=b- ¿La a-b а(а41) ` 
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2n-3m 


_ (а- 1)(а+1).7(а- 5). 7(a- 1) 2 -(3m- 2n) - 
(a-6)-a-(a+1) a m?-2mn*4n? т?-2тп+4п? 
2 5 2.1 5 
a 492-16а 20b _ (b ° 9 m 5 j2-3,4a4-12 a-3.4(0-3) а-3 Б — 
553 а?Ь+4а? 5Ь а?(Ь+4) AS а op ap Ща 
_а(02-42) — 2055 а(ь-4)06+4)-2065 483(8-4) K ь 
553 a? (b4) 5b? -a? (b+4) a -4bl.4(a-3) 16 
- 3(x-2 
е) — лан =- I. 8m. х? -4x 24-65 _x(x-4) _6(4-х) 
Шина А (929) 4 x?47x 49-х? Сх(х+7)` (7- x+) 
7ху-З(х-2 3 
„Es eG ODY _х-4 (-373) G-40-303). 
(x-2y) -14y = x+7  6(4-x) 6(х47)4-х) 
p P -125 4p = р? -5? . 4p - _ (x-4)0 - x)U *x) 41- Qz0-x). х-1 
8p? р2+5р+25 8р р?+5р+25 6(х+7)-(—1)-(х-4) -6 6 6“ 
-5|р2-5р-25)-4 2 
(р (p : p+25) P 5 р> 16у а-у 2-16) а-у. 
8p (Р +5р+25) Р 2у+18 PATI 2(y+9) YO+) 
9m^-l2mn*4n? 3m+6n_ -I-A +4) (949) _у(у-4)(у+4)-у(у+9) _ 
P — 3m’ +24и7 — 2n-3m 20+9 | (-0:0-4)  -2(y+9-4) 
(3m)? -2-(8m).(2n) (Qn)? 3(m+2n) _ _у'о+4) y (4) 
3(m? +8n°) 20-3т | -2 2 "7 
__Gm-2n)2 3(m+2n)_ i (a*b)'-2ab а2452 a“ +2аЬ+Ь2-2аь a? «b? _ 
3(m? +(2л)%) 2n-3m 4a? ` ab 4a? ` ab 
2 2 
_ (m - 2) Xms2n) _ сажы _ab _ (0°+b°)ab ab b 
© 3(т+2п)- (т? -2тп+4п?) -(т-2) 4a? а?+Ь? 4a? (42-52) 4a? 4a 
М 5c? -5 (с+1)?-с_5(с*-1) c? +2c+l-c | 
c+2 13c+26  c+2 13(c+2) — 
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E (3m-2n)? :3(m * 2n) 
i 3(m+2n)-[m2? -2mn+4n*)-(-1)-(3m 2n) 


50-02 eem) „зуу y-y4 G-» (/)-»1)0-» | 


c+2 “13(с-2) ` 1-у y2-y+1 -(y-)(y2 =+) 
_S(c=D(c2+c+1) 13(c+2) 5(с-1(с2 +с+1)-13(с+2) — Зээ 
c+2 c? +с+1 (с+2)(с? са! 1 1 
= 65(c-1) с) Pirmiausia pertvarkysime reiškinį, esantį skliaustuose: 
| À а), 4850-4) x2. 2 х-14 х42 2 _ x-M 
a(a * b а. 7(a-1 =A), 3x сс E жы Зх  x-2 Зх(х- > 
Atsakymas. a) 3b 7 b) ХУВ? с) ——— js ; d) Ž ; 
| 2)(x-2)-2.3x-(x-1M) x?-4-6x-x414 
3 -5 2n-3 2-7 QUOD Ese x Аел сше. 
е) х gp aee Muss pė 3x(x-2) 3x(x-2) 
2y(x-2y) 2p m? -2mn «An? 16 6 
2 -5Kx-2) _ x-5 
2(y44 „X -Tx+10 (x-5(x-2) x-5 
p „1019, W È; D 65(с-1). 30-3 eI X 
Tada galutinai gauname: 
7 pavyzdys. Suprastinkime reiškinius: (s2- 2  x-14 ) x42 l  x-5.x*2. 
E 2. 3x x-2 3x2-6x) бх x-5 3x ` 6x 
» [= +) ; | l =»): 222 T Š 
x«l 4x? -1 1-у y“-2y+l 2x-5 6x 1 | (х-5/6х 2 
CES m МЭ S]  3x x+2 S 3x(x+2)(x-5) x+2' 
ТЕ Су-23, k 
X x“ MP DE sb: 1( 3m , 2m | 9m?-6m4l 
d) —4| ——+ UI = 
d) 1 ( 3т 2m ) 9m? -6m+1 2 U-3m 3m*l/] 6m?+10m 
—-+|——+— |. —.. 
2 11-3т 3m+l 6m? «10m Ll, 3т(1+3т)+2т(1-3т) (Gm)? -2:3т+12 _ 
T" AX 2 (1-3m)(3m +1) 2т(3т+5) 


Sprendi (с-зту = зоо" 
prendimas, а) х+1 4x2-1 x«l эш 1 3т+9т2 «2m - 6m? (3m-1)? 


Био... 
_2х+1 (1-х)14х) | (2х+1)(1-х)(ї+х) 2 (-1):(3т-1)(3т+1) 2т(3т+5) 


x+] (2х-1)(2х41) (Ira) 2x-DOx+) 6 n A Зт2 +5т (3m-1)? 
B ur 1)-(3т-1)(3т-1) | 2m(m*5) | 
l y2-y+1 1-y0-3). y yet 
b) | ——-y|:————-—BÀ——.L 1 m(3m 5): (3m -1)? 1 3n-l1 — 
(25 y’-2y+1 l-> (=)? =I Ch Gm-DGm+D 2mGm+5) 2 —2(3т+1)_ 
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b) Skaidome dauginamaisiais ir prastiname: 
=2 23131) 7 2(3 31) B 28m) i Can 2) 2a- 0 _ (a-2y-2(a-5) _ 
-i D us hod а?-5а 4-а a(a-5)-(2-a)(2+a) 
honte ia 2(2-ау | 2(2-a) 
Atsakymas. а) 5 ; b) 1- y; 9— ; d) —— 1 = а(2- а)(2+а) a(2+a) 
=. I+3m ` . 1 
Kai a=-5> tai 
8 pavyzdys. Suprastinkime reiškinį ir apskaičiuokime jo reikšmę su 1 1 
nurodytomis kintamųjų reikšmėmis: 2(2-a) _ 2 -(- 3) _ 242-4| 441 5 
-x-3 d ы 0) 4 e оар 
rere 885557 2175 jp “зш "2 
(2-2) 24-10 |, 1 —MM 2. 
7 2^» a--- 3 3 3 
a'-5a 4 2 
2 ППС РЕГ Atsakymas. а) EE b) E 
Sprendimas. a) Kvadratinį trinarį x“ – 4x 21 išskaidykime 8” 3° 
dauginamaisiais: 
x! - 4x -21 =(x+3)(x-7). 9 pavyzdys. Su kuriomis natūraliosiomis k reikšmėmis trupmenos 
Š 2 
Tada gauname: Sk E reikšmės yra natūralieji skaičiai? 
-x-3 -x-3 -(х+3) 1 1 k 


x! -4x-21 “(х+3)(х- 7) 7 (x+3)(x-7) = -(x-7) 7-3) Sprendimas. Duotają trupmeną pertvarkome: 
587 488412 5k? 8k 12 


2 12 
n ийг: +— n T =5k+8+ a 
——-——--—- үүл Akivaizdu, kad reiškinio 5k +8 reikšmė yra natūralusis skaičius su 
1987 т-(8+2) 1-8-7 es -(1+7) bet kuria natüraliaja k reikšme, o dalmuo B yra natūralusis skaičius, 
— L kai k -1, 2,3, 4, 6, 12. 
Es 7 Atsakymas. 1, 2,3, 4, 6, 12. 
Galéjome skaičiuoti ir taip: 
XN ыш БЛ ОРИК, 
1 + 5 4-53 8 8 
Dey qe T T 
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7 SKYRIUS. LYGTYS 
7.1. BENDROS SAVOKOS. LYGCIU EKVIVALENTUMAS 


e Norėdami surasti kintamųjų reikšmes, su kuriomis du reiškiniai A(x) 
ir B(x) įgyja tas pačias reikšmes, juos sulyginame, t.y. sudarome lygtį su 
vienu nežinomuoju x: 
A(x) = B(x). 

Dažnai vienas iš reiškinių А(х), B(x) būna tiesiog skaičius. 

Pavyzdžiui, lygybės х? +2= 3х іг Jx-2 =2 yra lygtys su vienu 
nežinomuoju x. 
+  Aibétu lygties 4(x) = B(x) nežinomojo reikšmių, su kuriomis lygties 
reiškiniai 4(x), B(x) yra apibrėžti, vadinama lygties apibrėžimo sritimi. 


Pavyzdžiui, lygties 5 --1 apibrėžimo sritis yra intervalų (—co; 3) 
ir (3,0) sąjunga, nes reiškinys А(х)= E yra neapibrėžtas, kai x 23 . 
e Kiekvieną neZinomojo x reikšmę, su kuria reiškiniai A(x) ir B(x) 
įgyja lygias skaitines reikšmes, vadiname lygties sprendiniu. 

Pavyzdžiui, nežinomojo reikšmės x=1 ir x=2 yra lygties 
x?+2=3x sprendiniai, nes su šiomis reikšmėmis reiškiniai 
A(x)=x?+2 ir B(x)=3x įgyja lygias skaitines reikšmes: 

142234 ir 27-2-32. 
+ Išspręsti lygtį — reiškia rasti visus jos sprendinius (arba nustatyti, kad 
jų nėra). 


е Lygtys vadinamos ekvivalenčiomis, jeigu jos turi tuos pačius 
sprendinius (arba abi jų neturi). Kitaip sakant, dvi lygtys, kurių sprendinių 
aibės sutampa, yra ekvivalenčios. 


1 pavyzdys. Lygtys 5x 41-6 ir 2x=2 yra ekvivalenčios, nes jos 
abi turi vienintelį sprendinį x -1. 
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2 pavyzdys. Lygtys x? =2x ir 2x (4-2x)-O0 yra ekvivalenčios, 
nes jos abi turi tuos pačius sprendinius x=0 ir x=2. 


3 pavyzdys. Lygtys 43x «4 =х ir 3x+4=x? (antroji lygtis yra 
gauta iš pirmosios abi jos puses pakėlus kvadratu) nėra ekvivalenčios, nes 
pirmoji lygtis turi vieną sprendinį x —4 , o antroji lygtis — du sprendinius 
x,--lir x,=4. 


4 pavyzdys. Lygtys x7+3=0 ir х7--1 yra ekvivalenčios, nes jos 
abi neturi sprendinių. 

Lygtys sprendžiamos įvairiai. Paprastai sudėtingesnes lygtis 
stengiamės pertvarkyti į paprastesnes lygtis, turinčias tuos pačius 
sprendinius, t.y. į joms ekvivalenčias lygtis. 

Pertvarkydami į kitas, joms ekvivalenčias lygtis, dažnai remiamės 
tokiais teiginiais: 

1)jei prie abiejų lygties pusių pridėsime (arba iš abiejų pusių 
atimsime) po tą patį skaičių, tai gautoji lygtis bus ekvivalenti pradinei; 

2) jei abi lygties puses padauginsime (arba padalysime) iš to paties 
nelygaus nuliui skaičiaus, tai gautoji lygtis bus ekvivalenti pradinei. 

Sprendžiant lygtis dažnai tenka jas pertvarkyti į lygtis, kurios nėra 
ekvivalenčios pradinei. Pastebėkime, kad išbraukdami abiejose lygties 
pusėse ne skaičių, bet reiškinį su kintamaisiais, kartais gauname 
neekvivalenčią lygtį. 


Pavyzdžiui, jei kairėje ir dešinėje lygties x? +1=х+1 puséje 
x 
išbrauksime reiškinį i. tai gausime lygti x = x , kuri nėra ekvivalenti 


pradinei, nes antroji lygtis turi du sprendinius x, =0 ir x, =1, o pirmoji 
lygtis — vienintelį sprendinį х-1. 
Matome, kad atlikęs minėtą lygties pertvarkį, atsirado pašalinių spren- 


dinių (х-0 — pašalinis sprendinys). Tačiau patikrinę visus gautuosius 
sprendinius, visada atskirsime pašalinius, kurie netinka duotajai lygčiai. 


Atkreipiame skaitytoju démesi | tai, kad keldami abi duotosios lygties 
puses kvadratu kartais išplečiame pradinės lygties apibrėžimo sritį ir 
gauname pašalinių sprendinių. 

Pavyzdžiui, pakėlę abi lygties 2/x+5=x+2 puses kvadratu, 
gauname lygtį 4(x-- 5) = (x «2)? , t.y. kvadratinę lygtį x? =16 , turinčią 
du sprendinius x,=-4 іг x,=4. Sprendinys x, =-4 yra pašalinis, 
nes, įrašę jį į pradinę lygtį, gauname neteisingą skaitinę lygybę 2=-2. 

Pabrėžiame, kad tikrindami ne tik įsitikiname, ar teisingai 
išsprendėme lygtį, bet ir nustatome, ar negavome pašalinių sprendinių. 

Sprendžiant lygtis yra neleistinas toks jų pertvarkis, kuris panaikina 
sprendinius. 

Pavyzdžiui, suprastinę abi lygties (х-2)х-5)-х-2 puses iš 
x-2, gausime lygtį x-5=1, kuri turi tiktai vieną sprendinį x=6. 
Atlikę tokį duotosios lygties pertvarkį netekome sprendinio x 22. Tokią 
lygtį reikėtų spręsti taip: 

(x-2)(x-5)=x-2, 
iš čia x, =2, x,=6. 


(x-2)x-5-1)20, (х-2)(х-6)=0; 

Pabaigai panagrinékime lygčių, kurių pavidalas уга f(x).g(x)-0, 
sprendimą. Jeigu lygtis užrašyta pavidalu /(x)-g(x)=0, tai kiekvienas 
šios lygties sprendinys yra bent vienos iš lygčių /(x)=0, g(x)-0 
sprendinys. Tačiau negalima tvirtinti, kad bet kuris lygčių /(x)=0 ir 
g(x) = 0 sprendinys yra ir pradinės lygties sprendinys. 

5 pavyzdys. Jei f(x)-42-x ir g(x)-x?-3x, tai lygtį 
У2-х (x 1l 3х)- 0 sprendžiame sekančiu būdu: išsprendę lygtis 
42-х-0 іг x?-3x-0, randame ju sprendinius: pirmoji lygtis turi 
vienintelį sprendinį х= 2, o antroji — du sprendinius х,-0 ir x,=3. 
Patikrinę įsitikiname, kad x =3 nėra duotosios lygties sprendinys. 

Iš tikrųjų, kai x=3, tai funkcija /(х)-42-х yra neapibrėžta 
(kvadratinė šaknis iš neigiamojo skaičiaus » neegzistuoja). 


Taigi pradinė lygtis turi du sprendinius 0 ir 2. 
6 pavyzdys. Lygtis n 2_4 х2 -5x+ 6)= 0 уга ekvivalenti visumai 
lygčių х2-4=0 ir x? -5х+6=0, ir turi sprendinius x,--2,x,-2, 


ху=3. 
72. TIESINĖS LYGTYS 


Tiesine lygtimi su vienu nežinomuoju x vadinama lygtis 
ax+b=0; (1) 
čia a ir Б —bet kurie realieji skaičiai, a vadinamas kintamojo 
koeficientu, b — laisvuoju nariu. 
Sprendžiant tiesinę lygtį galimi sekantys atvejai: 


1) kai a € 0, tiesinė lygtis ax=b turi vienintelį sprendinį x = Ё ; 


2)kai а-0 ir b=0, lygtis yra tokia: 0-х-0. Ji teisinga su 
kiekviena neZinomojo x reikšme, todėl tiesinės lygties (1) sprendinių aibė 
yra visų realiųjų skaičių aibė R. 
3)kai a=0, b «0 , (1) lygtis įgyja išraišką 0-x = -b , taigi gauname 
neteisingą lygybę 0 = —5 . Kadangi nėra nė vienos x reikšmės, tinkančios 
šiai lygčiai, tai tokia lygtis neturi sprendinių. 
Dažnai tenka spręsti tokias lygtis, kurias naudojant įvairius tapačius 
pertvarkius galima pakeisti tiesinėmis (1) pavidalo lygtimis. 
1 pavyzdys. Išspręskime lygtį Me ээ = ut , 
Sprendimas. Abi duotosios lygties puses dauginame i$ bendrojo 
vardiklio 6 , (t.y. 2, 3 ir 6 mažiausiojo bendrojo kartotinio). Gauname: 
3(x-1)+2(2x-3)=x+9, 
3x-3+4x-6=x+9, 
3х+4х-х=9+6+3, 
6x=18 |:6, iš йа х=3. 
Atsakymas. 3. 


163 


2 pavyzdys. Išspręskime lygtį = Sr ES ID Я 

Sprendimas. Abi duotosios я puses padauginkime 15 bendrojo 
vardiklio 12, (t.y. skaičių 3, 4 ir 12 mažiausiojo bendrojo kartotinio). 
Gauname lygtį 4(2x-1)«3x-11x-4, kurią pertvarkome į lygtį 
0-x=0. Pastaroji lygybė teisinga su visomis realiosiomis nežinomojo x 
reikšmėmis, todėl duotosios lygties sprendinys yra bet kuris realusis 
skaičius. 

Atsakymas. (-00; +оо). 


x*l х-1 х 


3 pavyzdys. Išspręskime lygtį E xe ueri 41. 
E s 
x+ № "m3 
Sprendimas. = md E - £u 1-6 


3(їх-1)-2(х-1)-х46, 
3x+3-2x+2=x+6, 
3x-2x-x=6-2-3, 
0-х-1. 
Lygybés 0-x=1 netenkina né viena nežinomojo x reikšmė, todėl 
duotoji lygtis sprendinių neturi. 
Atsakymas. DJ. 


Kartais tenka spręsti tiesines lygtis, į kurių reiškinius įeina ne tik 
nežinomasis ir skaičiai, bet ir kiti raidėmis pažymėti dydžiai, galintys 
įgyti įvairias reikšmes. Šiuos dydžius vadiname lygties parametrais. 
Įstatę skaitines parametrų reikšmes gauname lygtį, į kurią įeina tik 
nežinomasis ir skaičiai. 

Jeigu į lygtį įeina tik vienas parametras, tai išspręsti ją reiškia 
kiekvienai parametro reikšmei surasti lygties sprendinius. 

4 pavyzdys. Išspręskime lygtį а 2х =a(x+2)-2; 

čia x — nežinomasis, a — parametras. 

Sprendimas. Pertvarkome šią lygtį: 

а?х-ах=2а-2, а(а-1)х=2(а-1). 
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Galimi sekantys atvejai: 
2(a-) 2. 


1)kai a*0 ir a=1,tai fO 2 


2)kai а-1, gauname lygti 1-х-0-2-0, kuriai tinka bet kurios 
nežinomojo x reikšmės; 


3) kai a=0, gauname lygtį 0-х-(-1)--2, kuriai netinka nė viena 
x reikšmė. 

Atsakymas. Kai а+0 ir a1, tai lygtis turi vienintelį sprendinį 
х=2; kai а-1, tai lygties sprendinys уга bet kuris realusis skaičius: 


xe(-0;+0); kai a = 0 , tai lygtis sprendinių neturi. 


5 pavyzdys. Išspręskime lygtį а2х-а=2+4х ; čia x — nežinomasis, 
a — parametras. 

Sprendimas. Duotaja lygtį репуагкукіте: 
(a? - 4)x = a +2 . Galimi sekantys atvejai: 


а?х-4х=2+а, 


l)jeigu а2-4+0, ty. ах-2 ir a+2, tai duotoji lygtis turi 
а, #21. рз 

24 а- 8-2” 2 

2) jeigu a=2,tai ub įgauna pavidalą 0-х = 4 . Ši lygtis, o kartu ir 
duotoji lygtis, sprendinių neturi. 


vienintelį sprendinį x = 


3) jeigu a = —2 , tai lygtis įgauna pavidalą 0- x= 0. Šią lygtį tenkina 
bet kuri realioji nežinomojo x reikšmė. Šiuo atveju duotosios lygties 
sprendinys yra bet kuris realusis skaičius, t.y. xe(-0;+0). 


kai а+ +2 ; 


Atsakymas. х= 1 хєб), Каі а= 2; 


2“ 
xe(-0;+0),kai a--2. 


7.3. KVADRATINĖS LYGTYS. KVADRATINIS TRINARIS 


Kvadratine arba antrojo laipsnio lygtimi su vienu neZinomuoju x 
vadinama lygtis ax! «bx*c20; 0) 

čia a, b, c - realieji skaičiai, а+0. Skaičiai a їг b vadinami 
lygties koeficientais, c —laisvuoju nariu. Reiškinys D-5?-4ac 
vadinamas kvadratinés lygties diskriminantu. 

Priklausomai nuo diskriminanto Zenklo skiriami trys atvejai: 

1)kai D>0, kvadratinė lygtis (1) turi du skirtingus realiuosius 


sprendinius x b+ D ir x QUEE. 
1 2a ? ^ 2a ^7 
2) kai D = 0, kvadratinė lygtis (1) turi vienintelį sprendinį 
b. 
х, = 732a $ 


3) kai D « 0 , kvadratinë lygtis (1) sprendiniu neturi. 


1 pavyzdys. Išspręskime kvadratinę lygtį 2x? -3x «1-0. 


Sprendimas. Cia а-2, b--3, с-1. Rasime šios lygties 
diskriminanta: 
D-b'-4ac, D-(-3)-4241-1. 


Kadangi D>0, tai duotoji lygtis turi du skirtingus sprendinius 


„sali „Ba p 63-A 31,1 
CU ES фо 7207 n2 04 2 
Atsakymas. L; 1. 


2 pavyzdys. Išspręskime kvadratinę lygtį 9x «6x «1-0 . 
Sprendimas. Cia a-9, b-6, c-1. Randame kvadratinés lygties 
diskriminantą (D = 5? — 4ас): 
D-26!-4.9.1-36-36-0. 
Kadangi D = 0 „tai duotoji lygtis turi vienintelį sprendinį 


b 6 
9 A7 3g 


5 
' 29 18 3' 


3 pavyzdys. Išspręskime kvadratinę lygtį 2x7-3x+4=0. 
Sprendimas. Šiuo atveju a=2, b=-3, c=4 . Randame duotosios 
lygties diskriminantą (D = b? -4ас): 
D-(-3) -4.2.429-32--23. 
Kadangi D « 0 , tai duotoji lygtis sprendinių neturi. 
Atsakymas. Lygtis sprendinių neturi. 


Kai kvadratinės lygties ах + Бх+с=0 koeficientas b- lyginis 
skaičius, tai lygties sprendiniams skaičiuoti patogu taikyti formulę 
2.42 2 
--2 4; tia D - (2) -ac. 


usur шалыг N 


4 pavyzdys. Išspręskime kvadratinę lygtį x? «18x – 280-0 . 
Sprendimas. Šiuo atveju а-1, b=18, c= -280. Turime: 


2 
2 (18) -1-(-280)=81+280=361. 


„B, 361 -18 4361 
x=—2 1 — --9«19210, x, == — 


Atsakymas. -28, 10. 


Kartais tenka spręsti kvadratines lygtis, į kurių reiškinius įeina ne tik 
nežinomasis ir skaičiai, bet ir kiti raidėmis pažymėti dydžiai, galintys 
įgyti įvairias reikšmes. Šiuos dydžius vadiname lygties parametrais. 
Įstatę skaitines parametrų reikšmes gauname lygtį, į kurią įeina tik 
nežinomasis ir skaičiai. 

Jeigu į lygtį įeina tik vienas parametras, tai išspręsti ją reiškia 
kiekvienai parametro reikšmei surasti lygties sprendinius. 
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5 pavyzdys. Išspręskime lygtį (a-3)x? +2х+3а-11=0. Dydis a 
уга 5108 lygties parametras. 
Sprendimas. Kai a =3 , lygtis tampa tiesine ir turi vieną sprendinį: 
2x-2=0, xs1. 
Kai a+3 , lygtis bus kvadratinė, kurios diskriminantas 
D 2? -4- (a -3)Ga - 11) - 4(-3a? «20a - 32). 
Kvadratinės lygties sprendinių skaičius priklauso nuo diskriminanto 
ženklo. 


Kai D=0,ty. a=4 ir a= H „lygtis turi vieną sprendinį х= -1. 


Kai D>0,t.y. 3 «a < 4 lygtis turi du sprendinius 


3 
M _ —1+ -3a? 4208-32 _ -1- 4-3a? «20a - 32 
m a-3 į сан а-3 ` 


Kai D«O,ty. a< š ir a>4 , lygtis sprendinių neturi. 


6 pavyzdys. Rasime, su kuriomis parametro a reikšmėmis lygtis 
x! «2(a*1)x *9a-5-0 neturi sprendinių. 
Sprendimas. Duotoji lygtis neturi sprendinių, kai jos diskriminantas 
neigiamas. Kadangi 
D=(2(a+1))*-4-1-(9a-5)=4(a+1)" -4(9a- 5) - 
= 4a? -28a * 24 - 4(a - l(a - 6), 
tai turi būti teisinga nelygybė 4(а-1)а-6)-«0. 
Išsprendę šią nelygybę intervalų metodu randame, kad jos sprendiniai 


yra 1<а<6. 


+ 1 = 6 + 


=R — 
Vadinasi, duotoji lygtis neturi sprendinių, kai a e (1; 6) . 
Atsakymas. ae (1; 6). 
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7 pavyzdys. Raskime visas parametro p reikšmes, su kuriomis lygtis 
(p-1)x?-2(p+1)x+p-2=0 turi vienintelį sprendinį. 
Sprendimas. Kai р-1-0, arba p=1 duotoji lygtis tampa tiesine 


lygtimi -4х-1-0 ir turi tik vieną sprendinį x = d | 
Kai р +1, duotoji lygtis yra kvadratinė ir turi vienintelį sprendinį, jei 
jos diskriminantas D=0. 
Turime: D- Q(p«1)? -4(p-1Y(p-2)-0. 
Suprastinę šios lygybės abi puses iš 4, gauname 


р?+2р+1-(р? -3р+2)-0, arba 2p+3p+1-2=0; iš ёа pi 

Vadinasi, duotoji lygtis turi vienintelį sprendinį, kai p =1 ir p =+ : 

Atsakymas. p -l ir p-i š 

Padalije abi kvadratinės lygties ax? +bx+c=0 puses iš а (a 0) 
ir pažymėję koeficientą prie nežinomojo x raide p, o laisvąjį narį q 
gausime jai ekvivalenčią lygtį x7+px+4=0. Ši lygtis vadinama 
redukuotąja kvadratine lygtimi. 

Suformuluosime teoremą, kuri sieja redukuotosios kvadratinės lygties 
x2+ px+q=0 koeficientus p ir g su jos sprendinių x, ir x, Suma ir 
sandauga. 

Vijeto teorema. Kvadratinės lygties x? + px+4=0 sprendinių Xi 
ir x, suma, kai D20, lygi -p, o jų sandauga lygi q, ty. 
x +x,=-P, X X, =q. 

Pastaba. Kai redukuotoji kvadratinė lygtis turi tik vieną sprendinį 
reikia imti x,=x,. Teisinga ir teorema, kuri yra atvirkštinė Vijeto 
teoremai. 

Teorema. Skaičiai x, ir x, yra redukuotosios kvadratinės lygties 


x! + px+4=0 sprendiniai, jei x, +x,=-P ir x -x,=q. 


Remiantis teorema, atvirkštine Vijeto teoremai, lengva patikrinti, ar 
kuri nors skaičių pora yra redukuotosios lygties sprendiniai. 

Pavyzdžiui, skaičiai x, —2 ir х, =3 yra redukuotosios kvadratinės 
lygties х2 -5х+6=0 šaknys, nes pagal Vijeto teoremai atvirkštinę 
teoremą 2+3=-(-5)=5,0 2-3=6. 

Remiantis teorema, atvirkštine Vijeto teoremai, galima sudaryti 
kvadratinę lygtį, jeigu žinomi jos sprendiniai. 

8 pavyzdys. Sudarysime kvadratinę lygtį, kurios sprendiniai yra 
skaičiai + dr. 


Sprendimas. Kadangi nli х, 
sprendiniai, tai pagal teorema, atvirkštinę Vijeto teoremai, 


p--(n +) (0-4) 2: 
n 


Ieškomoji lygtis yra x -ix-Q20. arba 8x7-2x-1=0. 


= 2 — kvadratinės lygties 


Atsakymas. 8x? -2x-1- 0. 

9 pavyzdys. Sudarysime kvadratinę lygtį, kurios sprendiniai уга 
skaičiai 3 42. іг 3-2. 

Sprendimas. Kadangi skaičiai х,-3442 їг х,-3-42 уга 
kvadratinės lygties sprendiniai, tai pagal Vijeto teoremai atvirkštinę 
teoremą p= = (x, +x,)= -644243-42)- -6, 

а= хх, -(9442).(8- 2)-  -(72) -9-2-7. 

Vadinasi, ieškomoji lygtis yra x? -6x 47-0. 

Atsakymas. x! -6x«7-0. 


Išspręsime dar keletą uždavinių, kurių sprendimui taikoma Vijeto 
teorema. 


10 pavyzdys. Vienas lygties x7+ px-35=0 sprendinys lygus 7. 
Rasime kitą šios lygties sprendinį ir koeficientą p. 

Sprendimas. Jei vienas duotosios lygties sprendinys x,=7, tai 
remiantis Vijeto teorema galima sudaryti lygčių sistemą 


X +X,=-P, 7+x,=-P, 
| jx,2-35; aroa ed =-35. 


Išsprendę šią lygčių sistemą, randame, kad x, =-5,0 p--2. 
Atsakymas. x,=-5, p=-2. 


11 pavyzdys. Lygties x*-6x+4=0 vienas sprendinys yra 2 viene- 
tais didesnis už kitą. Apskaičiuokime šiuos sprendinius ir koeficientą q . 
Sprendimas. Sakykime, duotosios lygties sprendiniai yra x, ir x,. 


Pagal Vijeto teoremą: x,+x,=6, x,-x,=4. 
Pagal uždavinio sąlygą x, - х, = 2 (laikome, kad x, > x, ). 


x +x,=6, 


Išsprendę lygčių sistemą | randame, Кай x,-4, 


X, -X,=2, 
x,-2.Tadaq-x,:x,-4.2-8. 
Atsakymas. x,-4, х,-2, 4-8. 


12 pavyzdys. Su kuriomis a reikšmėmis lygtis x^ +2(a+1)x +9a-5 
turi du skirtingus neigiamuosius sprendinius. 

Sprendimas. Duotoji lygtis turi du skirtingus sprendinius x, ir x,, 
kai jos diskriminantas 

D=4(a+1)° -4(9a-5)= 4a? -28a +24 = 4(а-1)(а- 6) teigiamas, 
t.y. turi būti teisinga nelygybė 4(а – 1)(а – 6)> 0. 


Remiantis Vijeto teorema, x, +x, =-2(a+1), x,-x, =9a-5. 
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Kadangi pagal sąlygą x, <0 ir x, <0, tai 
x *x,«0 ir x:x,»0, ty. -2(a*1)«0 ir 9a-5»0. 


4(a —1)(а— 6) > 0, 
Galime sudaryti nelygybių sistemą 4-2(a+1)<0, 
9a-5>0. 


Išsprendę šią sistemą, randame, kad 3« a«l, a»6. 


Atsakymas. $ <а<1, a>6. 


Reiškinys ax? +bx+c (а +0) vadinamas kvadratiniu trinariu. 
Kai x, ir x, yra kvadratinės lygties ах? +bx+c=0 sprendiniai, 
tai kvadratinis trinaris axŽ+bx+c išskaidomas tiesiniais daugina- 
maisiais sekančiu būdu: 
ax! &bx*c- a(x- x x- x,). Q) 
13 pavyzdys. Kvadratinė lygtis 2x?—3x41-0 (a=2) turi du 


sprendinius x, =l ir x, => todėl, remiantis (2) formule, 


2x? -Эхэї-20-1(х-4) -б-00х-0 
Jei kvadratinė lygtis ax? +bx+c=0 turi vienintelį sprendinį x, , tai 
kvadratinis trinaris išskaidomas tiesiniais dauginamaisiais sekančiu būdu: 
ax'+bx+c=alx-x,)". (3) 
14 pavyzdys. Kvadratinė lygtis 16x7+8x+1=0 turi vienintelį 


sprendinį x, = -1 , todėl, remiantis (3) formule, 


Гүү гү? 
16:2 +8х+1=16:-(-4)) =16(>+4) š 


Kai kvadratinės lygties ax?2+bx+c=0 diskriminantas D yra 
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neigiamas skaičius (D <0), tai kvadratinio trinario ax*+bx+c 


tiesiniais dauginamaisiais išskaidyti negalima. 


15 pavyzdys. Kvadratinio trinario 2x7—3x+4 negalima išskaidyti 
tiesiniais dauginamaisiais, nes kvadratinės lygties 2x7-3x+4=0 
diskriminantas D=-23 yra neigiamas skaičius (kvadratinė lygtis 
2x? -3x «4-0 šiuo atveju neturi sprendinių). 

Kvadratinį trinarį axŽ+bx+c visada galima užrašyti pavidalu 


b 4ac - b? 


2 
ax! +Ьх+с= ax + =) qe iš jo išskiriant pilnąjį kvadratą. 


2a 


Pilnojo kvadrato išskyrimo algoritmas: 


1) Sugrupuojame du pirmuosius kvadratinio trinario ах? +Ьх+с 
narius ir iškeliame koeficientą a prieš skliaustus: 


bx 
ах! bxc - (ax? Еб T +c. 


2) Skliaustu viduje prie reiškinio xr DX pridedame ir atimame 


2 


mt: D aura Me. 
reiškinio 2 kvadratą, t.y. reiškinį FER 


2 2 
ax'+bx+c=a at Lu +c= 
a 4a 4a 


Шр ӨК ЕЛИНИ GNE di 
-q(x +2 a a 427 +c. 


3) Skliaustuose esantys trys pirmieji dėmenys sudaro pilnąjį kvadratą, 
todėl galutinai ax*+bx+c= 


E 62 5 h AK харж Ар 9 
d +2 > e) 2) (о 12 +с= 
2 


_ Ь b _ b Y 4ac-b2 
-4(:+2) eed vc 


16 pavyzdys. 

2 2 9 ^ 3y 
х? -3х 3-(х 3x43 2|-3-(х-3) -2-3-(»-3) -si. 
17 pavyzdys. 2x? -8x-1- 2(х2 - 4x)-12 2(? - 4x « 4- 4)-1- 
-2(x-2)! -4)-1-2(x- 2) -8-122(x-2) -9. 


18 pavyzdys. 
-3x?+4x-2=-3(x? -SE)-a- (e -S«$-3)22- 


= 297 4 232 3-4 297. 2 
--(-3) °) 2=-3 3] pcs 3(:-2) ES 


7.4. AUKSTESNIO LAIPSNIO LYGTYS. 
BIKVADRATINÉS LYGTYS 


Kai kurias aukštesniojo laipsnio lygtis galima išspręsti parinkus 

tinkamą keitinį. 
š TX 2 2 

1 pavyzdys. Išspręskime lygtį (x -3x) +3(x -3x)- 28-0. 

Sprendimas. Panaudoję keitinį x?^-—3x- у, gauname kvadratinę 
lygti у2+3у-28= 0, kurios sprendiniai уга y,74 ir y,=-7. 
Vadinasi, reikia spręsti dvi lygtis: x?—-3x-4 ir x?!-3x--7. 
Pirmosios lygties sprendiniai yra —1 ir 4 , antroji lygtis sprendinių neturi. 


Atsakymas. –1; 4. 


2 pavyzdys. Išspręskime lygtį & 2 + x+ ES 2 +х+ 2)- 12-0. 
Sprendimas. Panaudoję keitinį x^ + x + 1— y , gauname lygtį 

у(у +1)-12 =0 , ty. kvadratinę lygtį y^ + у-12=0. 
Šios lygties sprendiniai y, 23 ir y, =-4. 


Vadinasi, reikia spręsti dvi lygtis x? + x+1=3 ir x?+x+1=-4. 


Pirmosios lygties sprendiniai yra —2 ir 1, antroji lygtis sprendinių 
neturi. 
Atsakymas. -2,1. 
3 pavyzdys. Išspręskime lygtį (e + =) E (x«l) -0. 
x 


2 
Sprendimas. Sakykime, xeL-y. Tada (++1) =y"; ty. 


x! «24 Ly! „iš čia x! eds y!-2 3 
x x 


Tada duotoji lygtis taip atrodys 2(y 2 = 2)- 7y+9=0, arba 


2y*-7y+5=0. Šios kvadratinės lygties sprendiniai yra y, -3 ir 


y,-l. 


Gauname dvi lygtis х+1=5 ir х+1=1. Рігтојі lygtis turi du 


sprendinius x, =2 ir х, = i , o antroji — sprendinių neturi. 


Atsakymas. 2 ; i 


Kai kurios aukštesniojo laipsnio lygtys sprendžiamos skaidant ju 
kairiąsias puses dauginamaisiais. 

4 pavyzdys. Išspręskime lygtį x? = 9х. 

Sprendimas. Duotoji lygtis ekvivalenti lygčiai x*-9x=0. Šios 
lygties kairiąją pusę išskaidome dauginamaisiais: 

x(x? -9)20, x(x-3)x43)-0. 

Paskutiniosios lygties sprendinių aibė yra lygčių x 2-0, х-3-0 ir 
x+3=0 sprendinių aibių sąjunga. 

Vadinasi, duotoji lygtis turi tris sprendinius x,=0, x,=3 ir 
x, =-3 sprendinių aibių sąjunga. 

Atsakymas. -3 ; 0; 3. 
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5 pavyzdys. Išspręskime lygtį x? +x? -12х 

Sprendimas. Duotoji lygtis ekvivalenti lygčiai x?«x?-12x-0. 
Šios lygties kairiąją pusę išskaidome dauginamaisiais: x - & 2 +х- 12) =0. 

Šios lygties sprendinių aibė yra dviejų lygčių x=0 ir x? +x-12=0 
sprendinių aibių sąjunga. Lygties x? «x-12-0 sprendiniai yra x,=3 
ir x, =—4 . Vadinasi, duotoji lygtis turi tris sprendinius x, 20, x,=-4 
ir x, =3. 

Atsakymas. -4,0,3. 

6 pavyzdys. Išspręskime lygtį х? + 2х2 -х-2=0. 

Sprendimas. Lygties kairiąją pusę išskaidykime dauginamaisiais: 

x!«2x! - x 22 x) «2x! - (x42) x'(x «2)- (x42) 
2 (x2)? -1)= (x 2 - x +1). 

Taigi duotoji lygtis ekvivalenti lygčiai (x + 2)(x – 1)(х +1) 20; 
iščia x, --2, x, 2-1, x,-l. 

Atsakymas. -2,-1:1. 

Mokykloje dažniausiai sprendžiama bikvadratinė lygtis. 

Taip vadinama lygtis, kurios bendroji išraiška yra ax“ +6x*+c=0; 
čia az0. Pritaikę keitinį х2 = у(ёіа y20), vietoj jos gauname 
kvadratinę lygtį su nežinomuoju y: ay?) +by+c=0. Suradę у 
reikšmes randame jas atitinkančias nežinomojo x reikšmes. 

7 pavyzdys. Išspręskime lygtį x* -10x7+9=0. 

Sprendimas. Lygtį spręsime pakeisdami nežinomąjį: x? = y. 

Gauname kvadratinę lygtį nežinomojo y atžvilgiu: y? -10y «9-0. 
Išsprendę šią kvadratinę lygtį, randame du sprendinius y,=1 ir y,=9. 

Vadinasi, duotosios lygties sprendinių aibę sudaro lygčių х2 =1 ir 
х? =9 sprendiniai. Pirmoji lygtis x? =1 turi du sprendinius x, =-1 ir 
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x,=1; antroji lygtis х? =9 taip pat turi du sprendinius x,=-3 ir 
x,=3. Vadinasi, duotoji bikvadratinė lygtis turi keturis skirtingus 
sprendinius x,=-1, x, =l, x, =-3, x, =3. 


Atsakymas. -3; -1; 1; 3. 


8 pavyzdys. Išspręskime lygtį x* «14x? - 72-0. 

Sprendimas. Bikvadratiné lygtis x*+14x7-72=0, pakeitus 
nežinomąjį x?- y, pakeičiama kvadratine lygtimi y?+14y-72=0, 
kurios sprendiniai уга y, =4 ir у, = –18. 

Vadinasi, x?-4, х? =-18. Pirmoji lygtis x?-4 turi du 
sprendinius х, =У4 =2 ir x, =-У4 =-2, o antroji lygtis x^ =-18 
sprendinių neturi. 

Taigi pradinė lygtis turi du sprendinius x, =-2 ir x, =2. 

Atsakymas. -2; 2. 


7.5. RACIONALIŲJŲ LYGČIŲ, Į KURIAS ĮEINA 
TRUPMENINIAI REIŠKINIAI, SPRENDIMAS 


Šiame skyrelyje spresime  racionaliąsias lygtis, į kurias įeina 
trupmeniniai reiškiniai. Tokios yra, pavyzdžiui, šios lygtys: 


х-16, 15 -0 3 2 xu 4 2-7X 


x=] epo 8-3 x баса 43-25 GRS 
ir pan. 
Bet kurią racionaliąją lygtį, į kurią įeina trupmeniniai reiškiniai, 
galime pertvarkyti į ekvivalenčią jai lygtį pa -0,(1) 


kur AG), B(x) yra sveikieji reiškiniai. Gautaja lygtį sprendžiame 
taip: surandame visas nežinomojo reikšmes, su kuriomis A(x)=0, ir 
atmetame tas iš jų, su kuriomis vardiklyje esantis sveikasis reiškinys B(x) 


lygus nuliui. Likusios nežinomojo reikšmės bus pradinės racionaliosios 
lygties sprendiniai. Kitaip tariant — pradinę lygtį keičiame sistema 
Bs 
В(х) = 0. 
Racionaliąją lygtį, į kurią įeina trupmeniniai reiškiniai, galima spręsti 
ir kiek kitaip: 
1) randame į lygtį įeinančių trupmenų bendrąjį vardiklį; 
2) abi lygties puses padauginame iš surastojo bendrojo vardiklio su 
sąlyga, kad jis nėra lygus nuliui; 
3) išsprendžiame gautąją lygtį; 
4) atmetame tuos sprendinius, su kuriais bendrasis vardiklis lygus 
nuliui. 


3x 2x 3x-6 
x-1 x+2 (x-1(x*2) 
Sprendimas. Perkėlę visus narius į vieną pusę ir subendravardiklinę 
ioc. 3X 2x 3x-6 
gausime: Tl ЧЭ GM x42) =0, 
3x(x*2)-2x(x-1)- x - 6) 
(x- 1x2) 
x!t5x46 _ 
(х-1)(х+2) 6 
Paskutiniąją lygtį keičiame sistema 


1 pavyzdys. Išspręskime lygtį 


=0, 


2 
2 22 x *5x4*6-0, 
ү; Ө тане чы t.y. sistema xzl, 
(x- (c2) #0, Sieg 
Lygtis x? + 5x «6-0 turi du sprendinius: x,--2irx,--3. 


х? +5х+6 
(х—1)(х +2) 


netenkina sąlygos х + – 2 (žr. sudarytą sistema), ir todėl ši reikšmė nėra 


Tačiau x=-2 paverčia lygties =0 vardiklį nuliu, t.y. 


duotosios lygties sprendinys. Taigi x=-3 yra vienintelis mūsų 
racionaliosios lygties sprendinys. 


Šią lygtį galėjome spręsti ir kiek kitaip. Surandame visų į lygtį 
įeinančių trupmenų bendrąjį vardiklį: (x – I)(x + 2). 

Pareikalave, kad būtų (x-1)(x+2) « 0 , dauginame abi lygties puses 
iš šio reiškinio ir gauname lygtį 

3x(x+2)-2x(x-1)=(3x-6), ty. lygį х2 +5х+6=0. 

Ši lygtis turi du sprendinius x, 2-2 ir x,=-3. 

Tačiau reikšmė x=-2 paverčia trupmenų bendrąjį vardiklį 
(х —1)(х + 2) nuliu ir todėl ji nėra duotosios lygties sprendinys. 

Taigi pradinė lygtis turi vienintelį sprendinį х= -3. 

Atsakymas. —3. 


x-4 1 
27 "GD x!-2x- 
Sprendimas. Perkėlę visus narius į vieną pusę ir subendravardiklinę 
trupmenas gausime: 
20 „RSA 4 1 
x!-4 x(x*2) x!-2x 
2 nx 4.1 = 
(х-2)(х+2) х(х+2) x(x-2) 
2x+(x-4)(x-2)-(x+2) 
x(x-2)(x+2) 
x!-5x46 
x(x-2)x42) 
Paskutiniąją lygtį keičiame sistema 


2 pavyzdys. Išspręskime т рт 


=0, 


x! -5x+6=0, 
x!-5x46-0, : х0, 
End MPO. A 

x+-2. 


Lygtis x? -5x+6=0 turi du sprendinius: x, =3 ir x,=2. 


Tačiau х = 2 paverčia lygties x 3 vardiklį nuliu, t.y. 


x(x-2)(x+2 
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netenkina salygos (Zr. sistema). 

Taigi х=3 yra vienintelis duotosios racionaliosios lygties 
sprendinys. 

Šią lygtį galėjome spręsti ir kiek kitaip. Pareikalavę, kad visų į duotąją 
lygtį įeinančių trupmenų bendrasis vardiklis х(х – 2)(х +2) būtų nelygus 
nuliui, dauginame iš jo abi lygties puses ir sudarome sistemą 

а Ps 
х(х- 2)(х + 2) # 0. 
Išsprendę ją gautume tą patį sprendinį. 


2х+1 4-х 
3-x x«l' 
Sprendimas. Perkėlę visus narius į vieną pusę ir subendravardiklinę 
trupmenas gausime: 
2541 4-х 2x*l 4-х 


3 pavyzdys. Išspręskime lygtį 


3-x х+1° 3-х x«l ны 
Qx*D(x*0-(-3G-x) 4 
(3 - x)(x 41) p 
x*+10x-11 | 
(3-х)(х-1) ` 
Paskutiniąją lygtį keičiame jai ekvivalenčia sistema: 
*+10x-11=0 
x!410x-1120 | i: 
^ ty. siste: 3, 
noc OERI а 


Lygtis х? +10х-11=0 turi du sprendinius: x,=1 іг х, =-11. 
Šiuo atveju abu sprendiniai tenkina sąlygas х #3, х+ –1 ir todėl yra 
pradinės lygties sprendiniai. 

Atsakymas. 1; -11. 


7.6. LYGTYS SU MODULIU 


Lygtys su moduliu yra tokios lygtys, kuriose reiškiniai su 
nežinomuoju yra po modulio ženklu. 
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Pavyzdžiui, tokios yra lygtys: |x|=5, 
|ух-141х-5|-2, |x+7|=|x-2| ir pan. 


12х-1|-3, 


Panagrinékime lygčių su moduliu sprendimą. 


1. Lygties | /(x)|- a, kai a20 sprendinių aibė yra dviejų lygčių 


f(x)=a ir f(x)=-a sprendinių aibių sąjunga. 
Lygtis |f(x)-a, kai a20 ekvivalenti lygčiai (f(x)? =a? 
Lygtis | /(x)|=a , kai a < 0 sprendinių neturi. 


1 pavyzdys. Išspręsime lygtį |x| - 2 . 


Sprendimas. х=? ir x=-2. 


Atsakymas. -2,2. 


2 pavyzdys. Išspręskime lygtį |x - 2| 23. 
Sprendimas. | būdas. Šios lygties sprendinių aibę sudaro lygčių 
x-2=3 ir x-2=-3 sprendinių aibių sąjunga. Pirmoji lygtis turi 


sprendinį x=5 , о antroji- x=-l. 


Taigi duotoji iygtis turi du sprendinius —! ir 5. 


2 būdas. Lygties abi 


ekvivalenčią duotajai: 


|x-2|*=37, (x-2) =9, 


x2-4x+4=9, 


puses pakéle kvadratu, gausime lygti, 


x?-4x-5-0; 


paskutinioji kvadratinė lygtis turi du sprendinius x, = 5 ir x,=-l. 


Vadinasi, duotoji lygtis turi du sprendinius —1 ir 5. 


Atsakymas. -1; 5. 


3 pavyzdys. Išspręsime lygtį 12x -3|- 5. 


Sprendimas. 1 būdas. 
2Х-3-53, 
2x-8, 

х-4, 


2 būdas. Lygties abi puses pakėlę kvadratu, gausime lygtį, 
ckvivalenčią duotajai: 

[2x-3|! 2 5?, (2x-3)" =25, 4x? - 12x49 -25, x?-3x-4-0; 
iš čia x,=4 ir x, =-1. 


Vadinasi, duotoji lygtis taip pat turi du sprendinius i ir 4. 


Atsakymas. 2; 4. 


Atsakymas. —1; 4. 


4 pavyzdys. |x - 7| -2. 
Sprendimas. Kairioji lygties pusé negali büti neigiama, nes bet kurio 


skaičiaus modulis yra neneigiamas skaičius (|а| 2 0, kai ae R). 


Todėl duotoji lygtis sprendinių neturi. 
Atsakymas. O. 


2. Lygti |/(x)|= g(x) galima spręsti dviem būdais: 
1 būdas. (Remiantis modulio apibrėžimu). 
Lygties | f (x)| = g(x) sprendinių aibė yra dviejų sistemų 
/(х)> 0, . [/(х)<0, TREO 
Tn. et ir Сузе sprendinių aibių sąjunga. 
2 būdas. (Duotąją lygtį keičiant jai ekvivalenčia sistema). 
80920, 
UG) = (6). 
5 pavyzdys. Išspręskime lygtį 2x -3| 2 x «1. 
Sprendimas. 


Lygtis | /(x)| = g (x) ekvivalenti sistemai Í 


1 büdas. Duotosios lygties sprendiniu aibé yra dvieju sistemu 
2x—32 0, ir 2x-3<0, sprendiniu aibiu sajunga 
2x-3=x+1 -(2x-3)=x+1 °P ij ij за 


Pirmoji sistema turi sprendinį x = 4 , o antroji - x = E 5 
Vadinasi, duotoji lygtis turi du sprendinius i ir 4. 


2 būdas. Duotoji lygtis ekvivalenti sistemai 
n +120, 


Qx-3) =(х+1)?, kuri turi du sprendinius x, =4 ir х, = = 


3 


3. Lygties /(|x|) = g(x) sprendinių aibė yra dviejų sistemų 
Ë 29, іг Ë 50, sprendinių aibių sąjunga 
ЈО) = g(x); Ј(х)= #(х) | 


6 pavyzdys. Išspręskime lygtį х^+3|х|+2=0. 
Sprendimas. 
Lygties x? +3|x|+ 2 = 0 sprendinių aibė yra dviejų sistemų 


t de +2=0, ү * и «260, sprendinių aibių sąjunga. 
Pirmosios sistemos kvadratinė lygtis x7+3x+2=0 turi du spren- 
dinius x, =-2 ir x, = —1, iš kurių nė vienas netenkina sąlygos x20. 
Vadinasi, pirmoji sistema neturi sprendinių. Antrosios sistemos 
kvadratinė lygtis x7-3x+2=0 taip pat turi du sprendinius x =l ir 
x, =2, iš kurių nė vienas netenkina sąlygos x «0. 
Vadinasi, ir antroji sistema neturi sprendinių. Taigi ir duotoji lygtis 
x? +3|x|+2 = 0 neturi sprendinių. 
Atsakymas. 2. 


4. Lygti | /(x)| = |g(x)| galima spręsti dviem būdais. 
1 būdas. Kadangi abi lygties | /(x)| -|g(x)| pusės yra neneigiamos 
su visomis nežinomojo x reikšmėmis iš šios lygties apibrėžimo srities, tai 


abi lygties puses galime kelti kvadratu ir gausime lygtį, ekvivalenčią 
duotajai. 

Vadinasi, lygtis | /(х)| = | (х)| 
LAG" 21e GI" , ty. lygčiai (f(x)? = (g)? 


Cia pritaikėme modulio savybę: | /(5317-(/(х9?, |g(x)|? = (e (x). 


ekvivalenti lygčiai 
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2 būdas. Lygties | /(x)| -|g(x)| sprendinių aibė yra dviejų lygčių 
f(x)=g(x) ir f(x)» - g(x) sprendinių aibių sąjunga. 

Pastaba . Jeigu lygtį |/(x)|=|g(x)| sprendžiame pirmuoju būdu ir 
gauname, kad jai ekvivalenčios lygties (/(x))“ = (g(x))" laipsnis yra 
aukštas, tai tada patogiau taikyti 2-ąjį sprendimo būdą. 


7 pavyzdys. Išspręskime lygtį |x -3| 2 |x 4 2]. 

Sprendimas. 1 büdas. Duotosios lygties abi puse keliame kvadratu: 

|х-3| -|х-2Ї , (х-3) = (+2), x7-6x+9=x7+4x+4, 
x! -6x *«9-x!-4x-4z0, -10x=-5,iščia x=05. 

Vadinasi, duotoji lygtis turi vienintelį sprendinį x = 0,5 . 

2 būdas. Duotosios lygties sprendinių aibę sudaro lygčių x—3=x+2 
ir х-3 = –(х+2) sprendinių aibių sąjunga. 

Spręsdami pirmąją lygtį, gauname lygtį 0-x=5, kuri sprendinių 
neturi. Antroji lygtis turi vieną sprendinį x = 0,5. 

Atsakymas. 0,5. 


8 pavyzdys. Išspręskime lygtį |2x-3|=|x+7|. 

Sprendimas. 1 būdas. Abi lygties puses keliame kvadratu. Turime: 
|2х-3| =|x+7]", (2х-3) = (x«7), 4x7-12x+9=x7+14x+49, 
3x?!-26x-40-0. Paskutinioji kvadratinė lygtis turi du sprendinius 


x,=10 ir Хувь, 


3 
2 būdas. Sprendžiame dvi lygtis: 2x-3=x+7 ir 2х-3=-(х+7). 
Pirmoji lygtis turi sprendinį x = 10, o antroji — x = d š 
Vadinasi, duotoji lygtis turi du sprendinius d ir 10. 


Atsakymas. d ; 10. 
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5. Lygtys | (5) g(x), kur ф(х) yra reiškinys su moduliu (lygtys 
„modulis modulyje“), sprendžiamos pirmoje eilėje panaikinant vidinį 
modulį (reiškinio f(x) modulį), o po to gautajai lygčiai (lygtims) spręsti 
renkamės tinkamiausią būdą. 


9 pavyzdys. Išspręskime lygtį ||x-2|-1|=1. 

Sprendimas. Remiantis modulio apibrėžimu, pradinę lygtį keičiame 
visuma lygčių |x-2|-1=-l1 arba |x-2|-1=1. Šias lygtis sutvarkę, 
gauname dvi lygtis |х-2|-0 ir |x-2|=2. 

Pirmosios lygties sprendinys yra х-2, o antroji ekvivalenti visumai 
lygčių x-2-2 ir x-2- -2 , kurių sprendiniai уга x=4 ir х=0. 

Taigi duotoji lygtis turi tris sprendinius 0; 2 ir 4. 

Atsakymas. 0; 2 ; 4. 


6. Lygtys, kuriose po modulio ženklu yra keletas reiškinių, 
dažniausiai sprendžiamos intervalų metodu. 


10 pavyzdys. Išspręskime lygtį |x-3|+|x+2|=5. 

Sprendimas. Skaičių tiesėje pažymime tas nežinomojo x reikšmes, 
su kuriomis reiškinių х-3 ir x+2 reikšmės lygios nuliui, t.y. reikšmes 
x=3 ir x=-2. 

Šios reikšmės duotosios lygties apibrėžimo sritį, t.y. visą realiųjų 
skaičių aibę, suskaido į tris intervalus (-00:-2), [-2;3) ir [3; +), 
kuriuose reiškiniai x -3 ir х+2 yra pastovaus ženklo arba lygūs nuliui. 

Norint nustatyti reiškinių x-3 ir x+2 ženklus kiekviename iš trijų 
intervalų: (-00:-2), [-2;3) ir [3; +оо), pakanka paimti iš kiekvieno 
intervalo po vieną kurią nors nežinomojo x reikšmę (nesutampančią su 
intervalo galiniais taškais) ir apskaičiuoti minėtų reiškinių reikšmes su šia 
reikšme. 

Pavyzdžiui, paėmę iš intervalo (-со,-2) reikšmę х--3 ir įstatę ją į 
reiškinius x-3 ir x+2, gauname: -3-3--6, -3-2--1, Matome, 
kad abu minėti reiškiniai įgyja neigiamas reikšmes. 


Vadinasi, neigiamas reikšmes šie reiškiniai įgyja ir visuose kituose šio 
intervalo taškuose. Vadinasi, x-3«0, kai x«-2 ir x+2<0, kai 
x«-2. Remdamiesi modulio apibrėžimu galime parašyti reiškinius 
|х-3| ir |x+2| be modulio ženklo: 
|*-3|=-(+-3)=3-x, kai x<-2; 
|x+2|=-(x+2)=-x-2, kai x<-2. 
Paéme iš intervalo [-2;3) reikšmę х-0 ir įstatę ją į reiškinius 
x-3 ir x+2, gauname: 0-3--3, 0+2=2. Matome, kad pirmasis 
reiškinys taške х = 0 įgyja neigiamą reikšmę, o antrasis — teigiamą. 
Vadinasi, visuose intervalo [-2; 3) taškuose pirmasis reiškinys įgyja 
neigiamas reikšmes, o antrasis reiškinys visuose šio intervalo taškuose, 
išskyrus tašką x = —2 , kuriame jo reikšmė lygi nuliui, įgyja tik teigiamas 
reikšmes. Taigi x-3<0 , Каі -2<x<3 ir x+220,kai -2<x<3. 
Remdamiesi modulio apibrėžimu galime parašyti reiškinius |x —3| ir 
|x+2| be modulio ženklo: 
Ix-3|2-(x-3)23-x, kai -2<x<3; 
|x+2|=x+2, kai -2<x<3. 
Analogiškai, paėmę iš intervalo [3; +оо) reikšmę x=4 nustatome 
reiškinių x —3 ir x+2 ženklus šiame intervale. 
Gauname: x-320, kai x23, 
x+2>0, kai x23, todėl 
|x-3|=x-3, kai x23, 
Ix *2|2 x 42, kai x23. 
Reiškinių х-3 ir x+2 ženklus intervaluose (-00:-2), [-2;3) ir 
[3; +) pavaizduosime taip: 


x-3 — | — D + 
х+2 = + : + 
53 3 2 


Nagrinédami lygtį kiekviename iš šių intervalų gausime parašyti ją be 
modulio ženklo. Šitaip gauname tris sistemas: 


x<-2, -2<x<3, хәз. 
D 2 А 2) езент ИТ 3) жет е 
Dabar jas pertvarkykime: 

x<-2, -2<x<3, x23, 
а 2) уе 3) EPA 


Pirmoji sistema sprendinių neturi, antrosios sprendinių aibė sudaro 
intervalą [-2; 3), o trečioji sistema turi sprendinį x =3 . Taigi duotosios 
lygties sprendinių aibė yra uždaras intervalas [- 2; 3]. 

Atsakymas. [-2;3]. 


11 pavyzdys. Išspręskime lygtį |x|+|x-1|= x+|x-3|. 

Sprendimas. Randame nežinomojo x reikšmes, su kuriomis po 
modulio ženklu esantys reiškiniai lygūs nuliui: x=0; x=1; х-3. Šias 
reikšmes pažymime skaičių tiesėje ir kiekviename iš gautųjų keturių 
intervalų (оо; 0) , [0;1), [1;3) ir [3;+00) nustatome po modulio ženklu 
esančių reiškinių x, х-1, x-3 ženklus (žr. 10 pavyzdį): 


x = į F + + 
хей тз = Jų + MEL S 
x-3 — - 1 - ` + 
0 l 3 2 
10 pav. 


Kiekviename iš gautuju keturių intervalų reiškiniai x, x-1, x-3 
yra pastovaus ženklo arba lygūs nuliui. Nagrinėdami lygtį kiekviename iš 
šių intervalų galėsime parašyti ją be modulio ženklo. 

Šitaip gauname keturias sistemas: 


0, 0<х<1, 
9 гм PN 2) маган ИЕЛ 
1< 3. 2-3: 
3) ослын 9) I йз бе 
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Dabar jas pertvarkykime: 


x«0, 0<х<1, 1<х<3, x23, 
1) |, 2) bos 3) em є k 
Pirmoji sistema turi sprendinį х= –1, antroji ir ketvirtoji sistemos 
sprendinių neturi, o trečioji sistema turi sprendinį x=2. Taigi duotoji 
lygtis turi du sprendinius —1 ir 2. 


Atsakymas. -|; 2. 


7.7. IRACIONALIOSIOS LYGTYS 


Lygtys, kurių nežinomasis yra po šaknies ženklu, vadinamos 
iracionaliosiomis lygtimis . 

Pavyzdžiui, lygtys 4х-2-8-х, 
ух? +5х+1+1-2х=0 уга iracionaliosios. 


€ Iracionaliųjų lygčių sprendimas abi lygties puses keliant tuo pačiu 
laipsniu. 


J2x-3 =Jx-2, 


Keliant abi iracionaliosios lygties puses kvadratu (arba bet kuriuo 
lyginiu laipsniu) gaunama nauja lygtis ne visada ekvivalenti pradinei 
lygčiai, t.y. gautoji lygtis gali turėti tokių sprendinių, kurie nėra pradinės 
iracionaliosios lygties sprendiniai (tokie sprendiniai vadinami pašaliniais). 
Todėl gautuosius sprendinius būtina patikrinti įstatant juos į pradinę lygtį. 
Radus pašalinių sprendinių, juos reikia atmesti. 


1 pavyzdys. Išspręskime lygtį Ух 1 =3-x. 
Sprendimas. Duotosios lygties abi puses pakelkime kvadratu ir 
atlikime gautosios lygties pertvarkymus: 
(бт) -0-ху, х-1-0-х), 
x! -7x410-0. 
Paskutinioji kvadratinė lygtis turi du sprendinius x,=5 ir x,=2. 


x-1=9-6x+x7, 


Patikriname, ar surastieji sprendiniai yra ir duotosios iracionaliosios 
lygties sprendiniai. Pirmasis sprendinys x=5 nėra duotosios lygties 
sprendinys, nes įstatę jį į lygtį gauname klaidingą skaitinę lygybę 2=-2, 
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antrasis sprendinys х = 2 yra ir duotosios lygties sprendinys, nes įstatę jį į 
pradinę lygtį gauname teisingą skaitinę lygybę 1-1. 
Vadinasi, mūsų iracionalioji lygtis turi vieną sprendinį х= 2 . 
Atsakymas. 2. 


2 pavyzdys. Išspręskime lygtį ух? +5x+1+1-2x=0. 

Sprendimas. Šią lygtį pirmiausia pertvarkykime: 

reiškinį үх2+5х+1 palikime kairėje lygties pusėje, o kitus narius 
su priešingu ženklu kelkime į dešiniąją pusę. Gauname lygtį 

x?! e 5x 41 = 2x-1 , ekvivalenčią duotajai. 

Šios lygties abi puses keliame kvadratu: 

(fx? +5х+1) =(2х-1)?, 
3x? -9x-0, 3х(х-3)-0. 

Paskutinioji lygtis turi du sprendinius x, 20 ir x, =3 . Gautuosius 
sprendinius bütina patikrinti. 

Patikrinimas. Jeigu х = 0), tai 40? 45-0-1-1-2-0-0, ty. 2-0. 

Gavome klaidingą skaitinę lygybę, kuri rodo, kad reikšmė x= 0 nėra 
duotosios iracionaliosios lygties sprendinys. 

Jeigu х-3, tai įstatę šią reikšmę į duotąją lygtį, gauname teisingą 
skaitinę lygybę: /37+5-3+1+1-2-3=0, arba 0-0. 

Taigi duotoji lygtis turi vieną sprendinį x =3. 

Atsakymas. 3. 


x? «5x «1-2 4x?! - Ax «1, 


3 pavyzdys. Išspręskime lygtį 42x -3 = 4x-2. 
Sprendimas. Abi duotosios lygties puses keliame kvadratu: 
(2x-3) -(x-2), 2х-3-х-2, х=1. 

Įstatę gautaja reikšmę x=1 į duotąją iracionaliąją lygtį įsitikiname, 
kad abi lygties pusės su šia reikšme neturi prasmės, nes kvadratinė šaknis 
iš neigiamojo skaičiaus iš viso neegzistuoja. Vadinasi, duotoji lygtis 
sprendinių neturi. 

Atsakymas. ©. 


4 pavyzdys. Išspręskime lygtį Jax+5 -42х-1 -мх-1. 
Sprendimas. Abi lygties puses 15 karto keliame kvadratu: 
(+5 - J2x-1) -(/х-1) , 
4х-5-2,(4х-5)0х-1)-2х-1-х-1, 
248x? +6х-5 =5х+5, 
Pakéle даг Капа kvadratu іг sutvarkę, gauname lygtį 
7x? - 26x - 45 = 0 , turinčią du sprendinius x, = 5 ir x, = E : 
Patikrinę įsitikiname, kad d yra pašalinis sprendinys ir todėl jį 
atmetame. Taigi duotoji lygtis turi vienintelį sprendinį х = 5 . 
Atsakymas. 5. 
Jeigu abi iracionaliosios lygties puses keliame trečiuoju laipsniu (arba 


bet kuriuo nelyginiu laipsniu), tai gauname lygtį, kuri yra ekvivalenti 
pradinei lygčiai ir gautųjų sprendinių tikrinti nereikia. 


5 pavyzdys. Išspręskime lygtį Vx? +7 2x «1. 
Sprendimas. Abi lygties puses pakėlę trečiuoju laipsniu gausime lygtį, 
ekvivalenčią duotajai: 
х?+7=(х+1)°, arba x'«7-2x?«3x!43x41l, ty. 
3х2+3х-6=0; iščia х,--2,х,-1. 
Atsakymas. -2; 1. 


Tačiau sprendžiant iracionaliąsias lygtis, kuriose yra kubinių šaknų, 
taip pat gali atsirasti ir pašalinių sprendinių, nes dažniausiai be kėlimo 
kubu atliekame ir kitus neekvivalenčius lygties pertvarkymus. 


6 pavyzdys. Išspręskime lygtį 1/2х-1 +4x-1=1. 


Sprendimas. Pakelkime abi duotosios lygties puses kubu. Be to, 
kairiajai pusei pritaikykime formule (а + 5)! = a? + b° +3ab(a+6). 


Gausime: (2х-1)-(х-1)-31(2х-1)(х-1) (/2х NU Vx-1)- ї. 


Skliaustuose esanti suma yra duotosios lygties 4/2х –1 +Yx-1=1 
kairioji pusė. Ją pakeiskime dešiniąja puse, t.y. vienetu (čia atliekame 
neekvivalentu lygties pertvarkymą, todėl gali atsirasti pašalinių sprendinių 
(sprendimo gale būtinas sprendinių patikrinimas!)): 


2х-14х-143ү/(2х-1(х-1)-1,  33/0х-0(х-1)-3-3х, 
Qx-1)(-)20-3?, (х-10х-14(х-1))-0, х,-1, x,=0. 

Patikrinimas. Įstatę abi rastąsias x reikšmes į pradinę lygtį 
V2x-1 +Yx-1=1, gauname, kad reikšmė x,=0 lygties netenkina 
(/2-0-1» У0-1-1, 24-1 zl ), o reikšmė x, =1 tenkina pradinę lygtį. 

Vadinasi, duotoji lygtis turi vieną sprendinį х = 1. 

Atsakymas. 1. 


e Iracionaliųjų lygčių sprendimas, keičiant jas lygčiai ekvivalenčia 
sistema. 


1) Lygtis у(х) = Jg(x) ekvivalenti sistemai бо 50, 


(х) = gl). 
2) Lygtis Jf (x) = g(x) ekvivalenti sistemai үгсэн о) 


7 pavyzdys. Išspręskime iracionaliaja lygtį J4x-2 - x-8. 
Sprendimas. Lygtis /x-2 = x- 8 ekvivalenti sistemai 
x-820, x28, 
чий" х2-17х-66-0. 
Lygtis x? -17x 466-0 turi du sprendinius: x =6 ir x,=ll. 


t.y. sistemai | 


Salyga x28 tenkina tiktai antrasis sprendinys x,=11, todėl lygtis 
4x-2 = x- 8 turi tik vieną sprendinį х-11. 
Atsakymas. 11. 
e Iracionaliųjų lygčių sprendimas pakeičiant nežinomąjį. 
8 pavyzdys. Išspręskime lygtį x? +2х+ үх? +2х+8 =12. 
Sprendimas. Spręskime pakeisdami nežinomąjį: y = үх? +2х+8 . 
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Gausime kvadratinę lygtį y7?+y-20=0, kurios sprendiniai yra 
y,=-5 ir y,=4. 
Vadinasi, pradinės lygties sprendinių aibę sudaro lygčių 
<?4+2x+8=4 їг Jx'+2x+8=-5 sprendiniai. Antroji lygtis 
sprendinių neturi, nes 4x? +2х+8 gali įgyti tik teigiamas reikšmes. 


2 
Sprendžiame pirmąjį lygtį: 4x? 42x48 -—4, (3 +2х+8) 24, 


х?+2х+8=16, x'42x-8-20; x,=-4, x,-2. 


Įstatę reikšmes x, =—4 ir x, =2 į duotąją lygtį įsitikiname, kad jos 
abi yra pradinės lygties sprendiniai. 
Atsakymas. –4; 2. 


e Iracionaliosios lygtys, pakeičiamos lygtimis su nežinomuoju po 
modulio ženklu. 


Sprendžiant iracionaliasias lygtis su kvadratinėmis šaknimis, kai 
pošakniuose yra reiškiniai, lygūs racionaliojo dvinario kvadratui, reikia 


prisiminti, kad y f (x) =| f (x)]. 
Pavyzdžiui, jeigu /(х)-(х-а)!, ta 


Te-a = [x= as Бос Ка! x2a, 


(x-a), kai x «a. 


9 pavyzdys. Išspręskime lygtį Jx? -2x41—4x? -4x4 -3. 
Sprendimas. Duotaja lygtį užrašome taip: 
Jx«1? -J(x-2)* =3, arba |x+1|-|1-2|= 
Sprendžiame lygtį su moduliais intervalų metodu. 
x+1=0, kai x--1; 
x-2=0, kai х=2. 
Taškai -1 ir 2 skaičių tiesę dalija į 3 intervalus (оо; -1), [-1;2), 
[2; +оо), kurių kiekviename reiškiniai po modulio ženklu išlaiko pastovų 
ženklą arba lygūs nuliui. 
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Reiškinio (х-2) ženklai — | 2 i + 
Reiškinio (x+ 1) ženklai — | + | + 


1 2 2 


Nagrinédami lygtį kiekviename iš šių intervalų galėsime parašyti ją be 
modulio ženklo. Šitaip gauname tris sistemas: 
х<-1, -1<x<2, x22, 
D I РР" 2) 3 3) ME 
Dabar jas pertvarkykime: 
х<-1, —1<х<2, хэ?, 
D тєл »{ =2; »1 х= 0. 
Pirmoji sistema sprendiniu neturi. Antroji sistema (аір pat sprendiniu 
neturi, o trečiosios sistemos sprendinių aibė sudaro intervalą [2; + оо). 
Vadinasi, duotosios lygties sprendinių aibė yra intervalas [2; +). 


Atsakymas. x є [2; +). 


10 pavyzdys. 


Išspręskime lygti /x-1424x-2 -Jx-1-24x-2 =1. 
Sprendimas. Pažymėkime /x-2 = t . Šios lygybės abi puses pakėlę 
kvadratu gauname lygybę x-2=/7 ,iščia x -(? «2. 

Įrašę į duotąją lygtį vietoje x ir x-2 jų išraiškas 


8 =12+2; Jx- 2-4), gauname lygtį Ji? +20+1- 412 -2t+1=1 (*) 


Kadangi 12 +21+1=(,+1)>, о 12-2141-1-1), tai (*) lygtis 


atrodys taip: (1+1): -J(r-1) =1, ama |41-|1-1-1. 


Taigi duotaja iracionaliaja lygti pakeitéme lygtimi su moduliais. 
Išsprendę šią lygtį intervalų metodu, gauname vienintelį jos sprendinį 


tz i Grįžtame prie pradinio nežinomojo: /x-2 = ,t.y. Ух- => > 


Ši lygtis, o kartu іг duotoji lygtis, turi vieną sprendinį х = 24 : 


Atsakymas. 24 x 


7.8. RODIKLINĖS LYGTYS 


Rodiklinémis vadinamos lygtys, kurių nežinomasis yra laipsnio 
rodiklyje. 


Pavyzdžiui, tokios yra lygtys 47-16, 3297-3777, 
7.49*-13-7* 22 irpan.. 
€ Paprasčiausia rodikliné lygtis turi pavidalą a* = b, kur a>0, al. 
Ši lygtis turi vienintelį sprendinį х = log ab, kai b>0 ir sprendinių 
neturi, kai b € 0. 

1 pavyzdys. Išspręskime lygtis: 


a) 2" =8; b) (2) --9, с) (72) -0: 
Sprendimas. а) x -log,8-3; 


d) 5'-1. 


b) lygtis sprendinių neturi, nes bet kurio realiojo skaičiaus laipsnis 
negali būti neigiamas skaičius; 

с) lygtis sprendinių neturi, nes bet kurio realiojo skaičiaus laipsnis 
negali būti lygus 0; 


d) x=log,1=0. 
Atsakymas. a) 3,9) ©; с) ©; д) 0. 


€ Spresdami rodiklines lygtis, kurių bendroji išraiška уга a/? = a5? , 
remiamės teiginiu: kai a>0, a1, tai lygtis a/ = a8() ekvivalenti 
lygčiai /(х) = g(x). 

2 pavyzdys. Išspręskime lygtį 3977-3777. 

Sprendimas. Duotoji lygtis yra ekvivalenti lygčiai 6-х-3х-2. Ši 
lygtis, o kartu ir duotoji rodiklinė lygtis, turi vieną sprendinį х= 2. 

Atsakymas. 2. 


3 pavyzdys. Išspręskime lygtį 257725 = 27775. 


Sprendimas. Rodiklinė lygtis 2 «2-25-2235-6 ekvivalenti lygčiai 
x! -2x 2 3x - 6, ty. kvadratinei lygčiai x? -5x+6=0. 


Sios lygties sprendiniai x,-2 ir x,=3 yra іг duotosios lygties 
sprendiniai. 
Atsakymas. 2;3. 


4 pavyzdys. Išspręskime lygtį 55 7****=1.. 
Sprendimas. Pastebėję, kad 1 = 5^, duotaja lygtį perrašome taip: 
grin 248 


Si lygtis ekvivalenti kvadratinei lygčiai x*?-4x+4=0, kuri turi 
vieną sprendinį x = 2. 
Taigi duotoji lygtis turi vieną sprendinį х = 2. 
Atsakymas. 2. 


Lygtis а70)-а5 0) paprastai gaunama, kai sprendžiamos lygties 
pagrindai suvienodinami. 


16 х?+2х 3 x-3 
5 pavyzdys. Išspręskime lygtį (&) = (3) : 


2 -2 
Sprendimas. Pastebéje, kad S (2) -(2) „ duotąją lygtį 
galėsime perrašyti taip: 


c = ү" x m e 
4 Е 4 4) > 

Ši lygtis ekvivalenti lygčiai -2(x«2x)- x-3, ty. kvadratinei 
lygčiai 2x? +5x-3=0, kuri turi du sprendinius 


X => dr x,--3. 
Vadinasi, duotoji rodiklinė lygtis taip pat turi du sprendinius —3 ir 1 > 
Atsakymas. -3:3 : 
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6 pavyzdys. Išspręskime lygtį 64? -3* = 576. 


21:8",0 576-24!, 


Sprendimas. Pastebėję, kad 642 = (82)? =8 
duotąją lygtį perrašome taip: 
8*.3* 2247. 
Pritaikę laipsnių savybę a*-b* -(ab)' reiškiniui 8“ -3*, gauname 
lygtį 24* = 24? . Ši lygtis ekvivalenti lygčiai x 22. 
Atsakymas. 2. 


e Išnagrinėsime keletą lygčių, kurios sprendžiamos iškeliant prieš 
skliaustus bendrą daugiklį. 


7 pavyzdys. Išspręskime lygtį 3**2+3**'+3* = 39. 

Sprendimas. Duotąją lygtį pertvarkome remdamiesi laipsnių savybe 

3*.374+3*-3'+3*=39. 

Šios lygties kairėje pusėje iškeliame bendrą daugiklį 3* prieš skliaustus: 
3".62+3'+1)=39, 3"-13-39, 3"-3: iš čia х=1. 
Taigi duotoji lygtis turi vieną sprendinį x=1. 

Atsakymas. |. 


а**?”=а*.а*”: 


8 pavyzdys. Išspręskime lygtį 5*+3-5*7 = 140. 
Sprendimas. Duotosios lygties kairėje pusėje iškelkime bendrą 
daugiklį 5*7? prieš skliaustus: 
5'3(52.3)-140, 5'7.28-140,  5"7-5. 
Paskutinioji lygtis ekvivalenti lygčiai x—2-1, kuri turi vieną 
sprendinį x 23. 
Atsakymas. 3. 


€ Toliau nagrinésime lygtis, kurios pakeičiant nežinomąjį pertvar- 
komos į racionaliąsias lygtis. 
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9 pavyzdys. Išspręskime lygtį 3* -2-377* - 7. 


Sprendimas. 
2 
Kadangi 377* = A = > , tai duotoji lygtis įgauna tokį pavidalą: 
3:-18., 
3 x 


Pakeitę nežinomąjį, t.y. pažymėję z=3“, iš rodiklinės lygties 
gausime racionaliąją lygtį z — B 207: 

Ji turi du sprendinius z, =9 ir z, =-2. 

Pradinės lygties sprendinius rasime iš paprastų rodiklinių lygčių 

3*=9 ir 3'--2. 

Pirmosios lygties sprendinys х = 2, o antroji lygtis sprendinių neturi. 
Taigi rodiklinė lygtis turi vienintelį sprendinį x= 2. 

Atsakymas. 2. 

10 pavyzdys. Išspręskime lygtį 4* +2**'-24=0. 

Sprendimas. Kadangi 4° -(Q?) -2? =(2*} ir 27 22.2", tai 
lygtį 4*+2**'—24 =0 galima perrašyti taip: 

(2*)' +2-2*-24=0. 

Spręskime pakeisdami nežinomąjį: 2“ =/, /»0. Gauname kvadra- 
tine lygtį £? «2t 24 = 0, kurios sprendiniai yra t, --6 ir t, =4. 

Vadinasi, pradinės lygties sprendinių aibę sudaro dviejų lygčių 

2* 24 ir 2* 2-6 sprendiniai. 

Kadangi /,=-6<0, tai lygtis 2'--6 sprendinių neturi 
(prisiminkime, kad a“ >0 su bet kokia x reikšme). Lygtis 2“ =4 
ekvivalenti lygčiai 2* =27, kurios sprendinys уга x = 2. 

Taigi pradinė lygtis turi vieną sprendinį x = 2. 

Atsakymas. 2. 


€ Lygtis a/0=550 (a>0, a=1, b»0, b=1) 
sprendžiama išlogaritmuojant abi jos puses pagrindu a (arba b, arba ku- 
riuo nors kitu, pavyzdžiui, 10 ). Išlogaritmavę pagrindu a , gauname lygtį 
log, a/? = log „620, ty. lygtį f(x)» g(x)-log,5, 
kuri yra ekvivalenti pradinei lygčiai. 
11 pavyzdys. Išspręskime lygtį 37* = 27. 
Sprendimas. Abi duotosios lygties puses išlogaritmuokime pagrindu 3: 
log,3** -1og,2*", 
2x=(x+3)log,2, 
2x-x-log,2-log,2?, 
x(2- log, 2)= log,8, 


log,8 log,8 log,8 
x = ———— = ———À—o—[—ƏəI  q—= 


2-log,2 108,9-108,2 log,4, =log,s8. 


Atsakymas. log ,,8. 


12 pavyzdys. Išspręskime lygtį 10**' = 10-/0. 


3 
Sprendimas. Lygti pertvarkykime: 10**' 210? , 
Dabar gautosios lygties abi puses išlogaritmuokime pagrindu 10: 


3 
Ig10**' 21g10?, 
3 


(х+1)-1610= 3-1810, 
.3 23 = L 
х+1=5, х=5 1725 - 
Taigi duotoji lygtis turi vieną sprendinį х= I 
Atsakymas. i 


13 pavyzdys. Išspręskime lygtį 100* = 0,01. 

Sprendimas. 

Duotosios lygties abi puses iSlogaritmave pagrindu 10, gauname: 
1g100* =1g001, 
х-18100--2, 
2x=-2, х--1. 

Taigi duotoji lygtis turi vieną sprendinį х = –1. 

Atsakymas. -1. 


e Rodiklinės lygtys, kurių bendroji išraiška yra 

А-а?" + B (ab) +C-b"* =0, 
sprendžiamos dalijant abi lygties puses iš a?" (arba iš b°”). Dalyti 
galima, nes reiškinys a?” (arba 577) nelygus nuliui su bet kuria realiąja 
nežinomojo x reikšme. 


14 pavyzdys. Išspręskime lygtį 6-3?* -13-6* +6-27* =0. 
Sprendimas. Pastebėję, kad 6* = (2 - 3)”. Duotosios lygties abi puses 
padalykime iš 3?* (šis reiškinys nelygus nuliui, todėl dalyti galima): 
6.3^ 13-27-3* 6-2“ 
32 i TAR T 32 
Dabar pertvarkykime lygti taip: 


2 x 2 юж 
6-13 (2) «e (4) -0. 


Pažymėję 2- (2) gauname kvadratinę lygtį 622 – 132+6 = 0. 


=0. 


Si lygtis turi du sprendinius: 2, -3 ir z, -Ž. 
Duotosios lygties sprendinius gausime išsprendę dvi paprastas 
шинийг [21 Ža [21 ua 
rodiklines lygtis: (2) = ir (2 ==. 
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Pirmoji lygtis turi sprendinį x=-1 , o antroji - х=1. 
Taigi mūsų lygtis turi du sprendinius —1 ir 1. 
Atsakymas. -1:1. 


15 pavyzdys. Išspręskime lygtį 3-16* - 2-81* = 5.36". 
Sprendimas. 
Kadangi 16° =42*,  81*-9?', 36"-(4-9) -4"-9", 
tai nagrinéjamoji lygtis priklauso minėtai lygčių grupei ir ja sprendZiame, 
dalydami abi jos puses iš 9?*: 
3.4?* «2.9?! 25.4* .9* |:97*, 


3.4" 2.9" 5.4".9" 
9?* * 9?* = 9?* 


Dabar pertvarkykime lygtį taip: 
4 2х = 4 х 
3(5) 12-55) 
4 2r 4 x 
»($) -5($) «2-0. 


Pažymėję ($) =a gauname kvadratinę lygtį 3a? -5a «2-0. 


Ši lygtis turi du sprendinius: a,=1 ir a, -i : 


. 4 Эф 4 Жо 4 0 _ 
Iš lygties ($) =1 gauname ($) -($) , х=0. 

Ау 2 2ү" 2 > 21 
Iš lygties (2) = gauname (3) =з, 2х=1, x2». 


Taigi mūsų lygtis turi du sprendinius O ir i 


Atsakymas. 0:3 : 
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7.9. LOGARITMINÉS LYGTYS 
Lygtys, kuriose neZinomasis yra logaritmo pagrindo arba logaritmo 
reiškinyje, vadinsime logaritminėmis. 


Pavyzdžiui, tokios yra lygtys log,(2—x)=1, log, ,4-2, 


log? x-5log,x+6=0, log,(x?-4x-5)=log,(7-3x) ir pan.. 
Išsprendus logaritminę lygtį reikia patikrinti, ar gautosios nežinomojo 
reikšmės tikrai yra lygties sprendiniai. Galima prieš sprendžiant nustatyti 
logaritminės lygties apibrėžimo sritį ir gavus nežinomojo reikšmes iš karto 
atmesti tas, kurios į tą sritį nejeina. 
Išnagrinėsime pagrindinius logaritminių lygčių sprendimo būdus. 
€ Paprasčiausios logaritminės lygtys dažnai sprendžiamos naudojantis 
logaritmo apibrėžimu. 


1 pavyzdys. Išspręskime lygtis: 


a) log, x=3; b) 10р ,(х-3)= 4; €) log, ,16-2; 
d) log „(log , x) - 0; e) log „(ов „(log , x))= 0. 
Sprendimas. 


a) Pasinaudoję logaritmo apibrėžimu gausime x= 4? = 64. 

b) Pasinaudoję logaritmo apibrėžimu gauname х-3=2*, ty. 
х-3=16 ir x=19. 

Spresdami duotąją lygtį pakeitėme ją lygtimi x-3=2“, kurios 
apibrėžimo sritis yra visa realiųjų skaičių aibė R, tuo tarpu kai pradinė 
lygtis log,(x-3)-4 apibrėžta tik su tais x, kuriems х-3»0. Taigi 
duotąją lygtį pakeitėme kita lygtimi, kurios apibrėžimo sritis yra platesnė. 

Tokiu atveju būtina patikrinti, ar gautasis skaičius tikrai yra pradinės 
lygties sprendinys. 

Patikrinkime: log,(19—3)=log,16=4; 
taigi x=19 iš tiesų yra lygties sprendinys. 

c) Naudodamiesi logaritmo apibrėžimu gauname: (х-5) =16. Ši 
lygtis apibrėžta su visomis realiosiomis x reikšmėmis, o duotoji lygtis 


uk su tokiomis x reikšmėmis, kurioms teisinga nelygybė х-5»0, 
х-5 +1, t.y. su reikšmėmis x>5, x6. 


Sprendžiame lygtį (x — 5)? =16. 

Šios lygties sprendinių aibę sudaro dviejų lygčių х-5-4 ir 
x-52-4 sprendiniai. Pirmoji lygtis turi sprendinį x=9, o antroji — 
x=1. Gautąsias x reikšmes būtina patikrinti įstatant jas į pradinę lygtį. 

Patikrinimas. log, ,16-4108,16-2, 

taigi x -9 yra duotosios lygties sprendinys. Įstatę reikšmę x=1 į 

duotąją lygtį log, „16=2, gauname, kad logaritmo pagrindas yra 
neigiamas skaičius. Taigi x=1 nėra lygties sprendinys. 

Vadinasi, mūsų nagrinėjama lygtis turi vienintelį sprendinį x = 9. 

d) Šią lygtį taip pat spręsime naudodamiesi logaritmo apibrėžimu: 

log ‚(ов , x)- 0, log,x=47, log,x-l, х=2' = 2. 

Patikrinimas. log ‚(log , 2)- log 1-0. 

Lygties sprendinys tikrai yra х- 2. 

€) Spresdami šią lygtį, du kartus naudojamės logaritmo apibrėžimu: 

log „(log „(log , x))=0, log (log , x) -3*, log „(ов , x)- 1, 
lg,x-2', log,x=2, х-47-16. 

Patikrinimas. log „(og „(og 4 16)- log „(og 2 2)- log,1=0. Lygties 

sprendinys tikrai уга x = 16. 
Atsakymas. a) 64; b) 19; c) 9; d) 2; e) 16. 


e Daug logaritminių lygčių galima išspręsti abi ју puses 
antilogaritmuojant (potencijuojant). Naudojant šį pertvarkymą logaritminė 
lygtis log, f(x)-log,g(x) (a>0,a>1) pakeičiama racionaliąja 
lygtimi /(х) = g(x) pasinaudojus tokiu teiginiu: jeigu skaičių logaritmai 
tuo pačiu pagrindu yra lygūs, tai ir skaičiai yra lygūs. 

Tačiau norime atkreipti skaitytojų dėmesį į tai, kad atliekant minėtą 
pradinės logaritminės lygties pertvarkymą, ji yra pakeičiama racionaliąja 


lygtimi, kurios apibrėžimo sritis dažnai yra platesnė už duotosios lygties 
apibrėžimo sritį. Vadinasi, gali atsirasti pašalinių sprendinių, kurie nėra 
duotosios logaritminės lygties sprendiniai. Todėl išsprendus tokią lygtį, 
yra būtinas sprendinių patikrinimas. Taip pašaliniai sprendiniai yra 
atmetami. 


Gautuosius sprendinius galima patikrinti ir kiek kitaip. Prieš pradedant 
spręsti duotąją logaritminę lygtį log, /(x)=log, g(x) (а»0,аа1), 
yra nustatoma jos apibrėžimo sritis (šios lygties apibrėžimo sritis yra 
J()>0, 
8(х)>0 
lygti f(x)=g(x), iš gautuju jos sprendinių atmetame tuos, kurie 
nepakliūna į minėtą duotosios logaritminės lygties apibrėžimo sritį. 


nelygybių sistemos ( sprendinių aibė). Išsprendę racionaliąją 


2 pavyzdys. Išspręskime lygtį log , x = log e - 2). 
2 2 
Sprendimas. Kadangi reiškinių logaritmai yra lygūs, tai ir reiškiniai 
turi būti lygūs: х= x? - 2. 
Gavome kvadratinę lygtį x^ - x—2 = 0, kuri turi du sprendinius: 
x,=2 ir x,=-l. 
Tikriname: state į kairiąją ir dešiniąją lygties pusę reikšmę х= 2, 
gauname: 
log, 2=log (22-2), — 1og,2-1og,2, -1--1. 
p 2 2 2 
Taigi x=2 tikrai yra duotosios logaritminės lygties sprendinys; (814 с 
reikšmę х= –1 į duotąją lygtį gauname: 
log, (-1)= log , (- 1). 
2 2 


Tačiau neigiamųjų skaičių logaritmai nėra apibrėžti, todėl reikšmė 
х= —1 nėra duotosios logaritminės lygties sprendinys. 

Sprendžiant šią lygtį, buvo galima nustatyti jos apibrėžimo sritį, t.y. 
išspręsti nelygybių sistemą, kurią sudarome atsižvelgdami į tai, kad 
logaritmas egzistuoja tik su teigiamais skaičiais. 
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Lygties log , х = log , (x? —2) apibrėžimo sritį nusako nelygybių sistema 
1 i 


»0 х»0, 
ERE x«-42, x»42. 
к x> 2; 


Taigi lygtis apibrėžta tik su x > 42, todėl reikšmę x=-1 galima né 
netikrinus iš karto atmesti. 
Atsakymas. 2. 


e Didelę logaritminių lygčių grupę sudaro lygtys, kurios sprendžiamos 
pakeičiant nežinomąjį. 

3 pavyzdys. Išspręskime lygtį log? x-5log,x+6=0. 

Sprendimas. Šią lygtį spręsime pakeisdami nežinomąjį. Pažymėję 
log,x-z, gauname kvadratinę lygtį z 2_52+6=0 naujo nežinomojo 
z atžvilgiu. Ši lygtis turi du sprendinius z,=3 ir z,=2. Kadangi 
z=log, x, tai gauname dvi lygtis: 

log,x=3 ir log,x=2. 

Pirmoji lygtis turi sprendinį x=8, o antroji turi sprendinį x=4. 
Reikia patikrinti, ar gautieji skaičiai 8 ir 4 yra ir duotosios logaritminės 
lygties sprendiniai. Įstatę šias reikšmes į duotąją lygtį, įsitikiname, kad 
skaičiai 4 ir 8 yra pradinės lygties sprendiniai: 

10р28 – 5108 ,8+6=9-15+6=0; 
10824 5106 ,4+6=4-10+6=0. 

Šiuo atveju paprasčiau būtų nustatyti duotosios logaritminės lygties 
apibrėžimo sritį: 

x>0. 

Kadangi abu skaičiai 4 ir 8 yra teigiami, tai jie priklauso lygties 
apibrėžimo sričiai ir yra jos sprendiniai. 

Atsakymas. 4 ir 8. 
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4 pavyzdys. Išspręskime lygtį log, x+log, 2 = N š 


Sprendimas. Nustatome lygties apibrėžimo sritį: х> 0, x«l. 
Šią lygtį taip pat spręsime pakeisdami nežinomąjį. Pastebėję, kad 


log, 2- 2: , duotaja lygtį perrašykime taip: 


1 10 
Bg add E =з 

Pažymėję log,x=/, gausime racionaliąją lygtį £+ ! = 5 naujo 
nežinomojo / atžvilgiu. Išsprendę šią lygtį gauname du jos sprendinius: 


n =+ ir t, =3. 


Kadangi /-108, х, tai log x-i ir log, x=3. 


1 
Pirmoji lygtis turi sprendinį x -2? =V2, o antroji- x= 8. 
Kadangi abi šios reikšmės priklauso duotosios logaritminės lygties 
apibrėžimo sričiai, tai jos yra šios lygties sprendiniai. 
Atsakymas. 8; 2. 


€ Pasitaiko lygčių, kuriose nežinomasis įeina ir į laipsnio pagrindo ir į 
rodiklio reiškinius. Jas išspręsti padeda teiginys: jeigu du teigiami skaičiai 
yra lygūs, tai ir jų logaritmai tuo pačiu pagrindu yra lygūs. Kai spręsdami 
lygtį f(x)=g(x), kurios abiejose pusėse yra teigiami reiškiniai, keičiame 
ją lygtimi log, f (x)= log, g(x), dažnai sakome, kad lygtį logaritmuo- 
jame pagrindu a. 
5 pavyzdys. Išspręskime lygtį x^?" =8. 

Sprendimas. Kadangi lygtyje yra reiškinys log, x, tai x>0. Todėl 
kairiosios lygties pusės reikšmės gali būti tik teigiamos. Vadinasi, abi 
lygties puses galime logaritmuoti pagrindu 2. Gauname lygtį: 


| x+2 
log | Edi )- юв,8, 
Tarkime, kad log, х = y. Tada lygtis įgauna pavidalą 


(ов, х+2)ов, x - 3. 


(у+2)у=3, афа у?-2у-3-0, 
iš йа y =l, у, =-3. 
Iš lygties log,x=1 randame х= 2, о iš lygties Іор, х= -3 


1 


гапдате х m Kadangi abi reikšmės x,=2 іг x, = 
2 8 1 2 8 


yra teigiamos, 
tai jos yra ir pradinės lygties sprendiniai. 

Atsakymas. P 2, 

6 pavyzdys. Išspręskime lygtį 0,1- x'***! = 10. 

Sprendimas. Lygtis apibrėžta, kai x » 0, t.y. lygties apibrėžimo sritis 
yra xe(0;+0). Kai x>0, tai duotosios lygties kairioji ir dešinioji pusė 
įgyja tiktai teigiamas reikšmes. 

Vadinasi, abi lygties puses galime logaritmuoti: 

Ig(0,1-x!***!)= 1g10; 
160 + Igx ***! = 1; 
-1+(Igx+1)lgx= 1; 
lg? x «lgx-2- 0. 

Pažymėkime lgx = y. Gauname kvadratinę lygtį y^ + y - 2-0, kuri 

turi du sprendinius y, = —2 ir y, = L. Grįžtame į pasižymėjimą: 
Igx=-2, Igx=I, 
x=1072=0,01. x=10. 

Patikrinimas. Kai х= 0,01, tai įstatę šią reikšmę į duotaja lygtį, 
gauname: 

01-0015?*' 10: 01-(1072)""=10; 01-100=10; 10-10. 

Gavome teisingą skaitinę lygybę. 


Vadinasi, reikšmė x= 0,01 yra duotosios lygties sprendinys. 
Kai x=10, įstatę šią reikšmę į duotąją lygtį, gauname: 
0,1-10 87951 210; 
01-10°=10; 
10=10. 
Gavome teisingą skaitinę lygybę. Vadinasi, reikšmė x=10 irgi yra 
duotosios lygties sprendinys. 
Atsakymas. 0,01;10. 


e Kai logaritminėje lygtyje yra keli logaritmai su skirtingais pagrindais, 
naudinga pereiti prie logaritmų tuo pačiu pagrindu. 

7 pavyzdys. Išspręskime lygtį log, x+log , x = 3. 

Sprendimas. 

Lygties apibrėžimo sritį nusako nelygybė x > 0. Kadangi 


Іов, х log,x | 


ова X 1054 2 = log; x, 
tai duotaja lygti perrašome taip: 
log, x*ilog, х=3. 
Išsprendžiame šią lygtį: 
Žiog,x=3, 3log, х= 6, log,x=2, x=27-4. 


Kadangi reikšmė x=4 tenkina nelygybę x >0, t.y. priklauso lygties 
apibrėžimo sričiai, tai ji yra duotosios lygties sprendinys. 
Atsakymas. 4. 


8 pavyzdys. Išspręskime lygtį 10g,;(4x) + log RE 24 75)= 1. 


Sprendimas. Duotoji lygtis turi skirtingus logaritmų pagrindus. 
Suvienodinsime logaritmų pagrindus taikydami logaritmo pagrindo 
keitimo formulę 
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log, 5 log „(4x 
log b g c Ф g s( ) 
ы log , 0,2 


E +log (x? +75)=1. 


| -log,5 !--log,5--1, tai gauname: 


Kadangi Іор, 0,2 = log, 5 


2 
-1ов,(4х)+1ов,(к* +75)=1‚ ања log, 573 =1, 
х? +75 
arba log, AX -108,5. 
Šią lygtį pakeičiame racionaliąją lygtimi: 
х! +75 2 2 ^ = 2 
— e x*-20x+75=0, x, =5, x, -15. 


Patikrinę įsitikiname, kad abi reikšmės x,=5 ir x,-15 yra ir 
duotosios lygties sprendiniai. 
Atsakymas. 5;15. 


e Pabaigai panagrinėsime logaritminių lygčių, kuriose nežinomasis yra 
ir logaritmo pagrindo reiškinyje ir po logaritmo ženklu esančiame 
reiškinyje, sprendimą. 

Paprasčiausia tokio tipo lygtis turi pavidalą log,(,, f(x)-5, kur 
g(x) ir f(x) - du racionalieji reiškiniai su nežinomuoju x. 

Šią lygtį keičiame racionaliaja lygtimi f (x) = (g(x))^. 

Išsprendę šią lygtį, randame jos sprendinius. Po to nustatome 
logaritminės lygties apibrėžimo sritį, kuri yra nelygybių sistemos 


g(x)» 0, 
g(x)*I, sprendinių aibė. 
/(х)>0 
Iš surastuju lygties /(х) = (g(x)) sprendinių atmetame tuos, kurie 
nepriklauso duotosios logaritminės lygties apibrėžimo sričiai. 


10 pavyzdys. Išspręskime lygtį log , ,(x? -2x-3)- 2. 
Sprendimas. Lygties apibrėžimo sritį nusako nelygybiu sistema 
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х-2>0, А 

x-2zl, dd x»3. 
5 : х«-1, 

х"-2х-3»0, х>3; 


Taigi lygties apibrėžimo sritis yra nelygybės x > 3 sprendiniai. 
Duotąją lygtį sprendžiame naudodamiesi logaritmo apibrėžimu: 
(x-2)! 2 x? -2x-3, 
x! -4x «4-2 x! -2x-3, 
-2х--7,  xz35. 
Gautoji reikšmė x=3,5 priklauso duotosios logaritminės lygties 
apibrėžimo sričiai (3,5 > 3) , todėl ji yra šios lygties sprendinys. 
Atsakymas. 3,5. 


11 pavyzdys. Išspręskime lygtį Іов, (х? -3x 4 2) 2 2. 

Sprendimas. Pasinaudoję logaritmo apibrėžimu, gauname lygtį 

х1-3х-2-(х-1). 

Išsprendę šią lygtį randame, kad x -1. 

Įstatę šią nežinomojo x reikšmę į logaritminę lygtį matome, 
logaritmo pagrindas х-1-1-1-0. Tačiau logaritmo pagrindas negali 
būti lygus nuliui. Jis visada turi būti teigiamas ir nelygus vienetui, t.y. 
х»0, xzl. Vadinasi, logaritminė lygtis sprendinių neturi. 

Pastaba. Pirmiausia galėjome nustatyti lygties apibrėžimo sritį, kurią 
nusako sistema 

x-1>0, 
xs 
x! - 3x42» 0. 

Kadangi šios sistemos sprendinių aibė yra intervalas (2; +оо), tai 
matome, kad surastoji nežinomojo reikšmė х-1 šiam intervalui 
nepriklauso. Vadinasi, duotoji logaritminė lygtis sprendinių neturi. 

Atsakymas. Sprendinių nėra. 


8 SKYRIUS. LYGCIU SISTEMOS 


8.1. LYGTIS SU DVIEM NEZINOMAISIAIS 
Ф Lygtis su dviem neZinomaisiais x ir у bendroji išraiška yra tokia: 
A(x; y)= В(х; у), kur A(x;y) ir B(x;y) yra reiškiniai su dviem 
nežinomaisiais x ir y. 

Pavyzdžiui, lygtis x?+y7+2=x+y yra lygtis su dviem 
nežinomaisiais x ir у. 

Visus lygties su dviem nežinomaisiais narius perkėlę į kurią nors 
vieną lygties pusę, gausime lygtį, ekvivalenčią duotajai: F(x; y)=0 , kur 
F(x; y)= A(x; y)- B(x; у). 

Pavyzdžiui, lygtį su dviem nežinomaisiais x2 + y? =13- xy galime 
užrašyti taip: x*+y7-13+xy=0 arba -x? - y? &13- xy - 0. 
€ Lygties su dviem nežinomaisiais A(x;y)= В(х; у) sprendiniu 
vadinama tokia nežinomųjų x ir y reikšmių х-х, ir у= у, pora 
ies уу) kad įstatę vietoj nežinomųjų atitinkamus šios poros skaičius, 
gauname teisingą skaitinę lygybę. 

Pavyzdžiui, skaičių рога (2;3) yra lygties 3x? «2y? = 10х+ху+4 
sprendinys, nes į šią lygtį vietoj nežinomųjų įstatę reikšmes x=2, 
y = 3, gauname teisingą skaitinę lygybę: 

3-27+2-37=10-2+2-3+4, ty. 30-30. 
e Lygties su dviem nežinomaisiais sprendinius patogu vaizduoti 
koordinačių plokštumos taškais. Dažniausiai tokia lygtis turi be galo daug 
sprendinių, o juos vaizduojantys taškai sudaro kokią nors kreivę. 

1 pavyzdys. 

Lygties x? + y? =4 sprendinių aibę 
koordinačių plokštumoje atitinka spin- 


dulio г-44-2 apskritimas su centru 
koordinačių pradžioje (1 pav.). 


2 pavyzdys. 

Lygties 2х-у+3=0 spren- 
dinių aibę atitinka tiesės y 22x 43 
taškai (2 pav.). 


2 pav. 


8.2. LYGČIŲ SU DVIEM NEŽINOMAISIAIS 
SISTEMOS SĄVOKA 


e Kai sprendžiame lygtis ir ieškome jų bendrųjų sprendinių, sakome, 
kad sprendžiame lygčių su dviem nežinomaisiais sistemą. 

Jeigu reikia rasti dviejų lygčių su dviem nežinomaisiais F(x; у) = 0 
ir G(x; y) -0 bendruosius sprendinius, tai sakoma, kad reikia išspręsti 
dviejų lygčių su dviem nežinomaisiais sistemą, ir rašoma 


2 
G(x; y)-0. 


Sistema sudarančias lygtis jungiame riestiniu skliaustu. 
Pavyzdžiui, užrašas 4*“ 5у=3, reiškia, kad lygtys x-5y-3 ir 
i 5х-2у=4 : 
5x-2y-4 sudaro sistema, t.y., kad reikia rasti sistemą sudarančių 
lygčių bendruosius sprendinius. 


e Sistemos sprendinys yra bendrasis abiejų sistemos lygčių sprendinys. 


Pavyzdžiui, kintamųjų x ir y reikšmių pora (1;3) yra lygčių 
2x43y-1l, 
3х-2у-9 

lygties 2x+3y=11, ir lygties 3х+2у =9 sprendinys. 


sistemos | sprendinys, nes skaičių pora (1;3) yra ir 


e Išspręsti lygčių sistemą — reiškia rasti visus jos sprendinius arba 
įrodyti, kad sistema sprendinių neturi. 


e Lygčių sistemos, kurių visi sprendiniai sutampa arba kurios sprendinių 
neturi, vadinamos ekvivalenčiomis. 
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F(x; y)-0, 
G(x; y)=0 ч) 
JG; у)=0, 

2 
g(x;y)=0 © 
išvada, jei kiekvienas (2) sistemos sprendinys tenkina (1) sistema. 


e Lygčių sistema | 


yra lygčių sistemos | 


Lygtis H(x;y)-0 yra (2) sistemos išvada, kai kiekvienas (2) 
sistemos sprendinys yra lygties H (x; y) - 0 sprendinys. 


€ Prie sistemos visada galima prijungti bet kokią lygtį, kuri yra jos išvada, 
nuo to sistemos sprendinių aibė nesikeičia. Be to, jei kuri nors sistemos lygtis 
yra kitų tos sistemos lygčių išvada, tai tą lygtį galima išbraukti. 


8.3. LYGČIŲ SISTEMŲ EKVIVALENTUMO TEOREMOS 


Spręsdami lygčių sistemą, ją keičiame kita, paprastesne sistema, bet 
ekvivalenčia pradinei. Tokį keitimą pateisina šios lygčių sistemų 
ekvivalentumo teoremos: 

1 teorema. Jei dviejų lygčių su dviem nežinomaisiais sistemos vieną 
lygtį paliekame nepakeitę, o kitą sistemos lygtį pakeičiame jai 
ekvivalenčia lygtimi, tai gautoji sistema ekvivalenti pradinei. 

Pavyzdžiui, sistemos 


х-5у-12, . [x=5y+12, : . 
x Зу-7 > „Эзел ekvivalenčios. 
Sistemos 
x-Sy=12, , [-2x+10y=-24, ,. | . 
Эн Зу-7 жаш 27 taip pat ekvivalenčios. 


Antrosios sistemos pirmąja lygtį gavome abi lygties х-5у-12 
puses padauginę iš skaičiaus —2. Čia sistemos pirmąją lygtį x -5y =12 
pakeitéme jai ekvivalenčia lygtimi —2x+10y=-24, o antrąją lygtį 
2x-3y=7 palikome nepakeitę. 

2 teorema. Jei dviejų lygčių su dviem nežinomaisiais sistemos 
kiekvieną lygtį pakeisime jai ekvivalenčia lygtimi, gausime sistemą, 
ekvivalenčią pradinei. 
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Pavyzdžiui, ekvivalenčios šios sistemos 


а, ш, ” MEAE: 

2x-3y=7 =Žy+— 

x-3y feld. 

: х-5у-12, . f6x-30y 272, : : : 
Sistemos p ir L taip pat ekvivalenčios. 


Čia pirmosios sistemos lygtį x-5y=12 pakeitėme jai ekvivalenčia 
lygtimi 6x —30y = 72, gauta abi lygties х–5 у =12 puses padauginus iš 
skaitinio daugiklio 6; lygtį 2x-3y-7 pakeitėme jai ekvivalenčia 
lygtimi -6x+9y=-21, gauta abi lygties 2x -3y —7 puses padauginus 
iš skaitinio daugiklio (- 3). 

3 teorema. Jei dviejų lygčių su dviem nežinomaisiais sistemos vienos 
lygties nekeičiame, o kitą lygtį pakeičiame sistemos lygčių suma arba 
skirtumu, tai gautoji sistema ekvivalenti pradinei. 

Pavyzdžiui, sistemos 

2 ir = 12+7, 
2x-3y=7 2x-3y=7 

ekvivalenčios: lygtį x-5y=12 pakeitėme padinės sistemos lygčių 
suma, o lygtį 2x -3y = 7 palikome nepakeitę. 


4 teorema. Lygčių sistema ва (1) ekvivalenti sistemai 
/(@;у)=а, 
g(x;y)=b, Q) 
/G; y): g(x; у)= ab. 


Kai b 0, tai (2) ir (1) sistemos yra ekvivalenčios sistemai 


v 
fo»): g(x; у)= ab. 


5 teorema. Kai b z 0 lygčių sistema 


е g(x;y)=b, 
Ë Z y. ) 2) ekvivalenti sistemai + f(x; у) a 
даа gx») b` 


8.4. DVIEJU LYGCIU SU DVIEM NEZINOMAISIAIS 
SISTEMOS SPRENDIMAS KEITIMO BÜDU 


Dviejų lygčių su dviem nežinomaisiais sistemos sprendimas keitimo 
būdu pagrįstas tokia teorema: 


Teorema. Dviejų lygčių su dviem nežinomaisiais sistema 
„a у= /(х), 
g(x;y)= в(х; /(х))=0. 

Remiantis šia teorema, gauname tokį dviejų lygčių su dviem 
nežinomaisiais sistemos sprendimo keitimo būdu algoritmą: 

1) iš sistemos kurios nors vienos lygties nežinomąjį y išreiškiame 
nežinomuoju x (arba x — nežinomuoju у); 

2) gautą kintamojo y išraišką (arba kintamojo x išraišką), įrašome 
vietoje у (arba vietoj x) į kitą lygtį, ir gauname lygtį su vienu 
nežinomuoju x (arba y ); 

3) randame tos lygties sprendinius; 

4) remdamiesi y išraiška (arba x išraiška) randame atitinkamas y 
(arba x ) reikšmes. 


о ra ekvivalenti sistemai I 


1 pavyzdys. Išspręskime keitimo būdu lygčių sistemą 
E +6xy+8y7 -91, 
x+3y-10=0. 

Sprendimas. Iš sistemos antrosios lygties kintamąjį x išreiškiame 
kintamuoju y: х=10-3у. Išraišką 10—3y įrašykime vietoj x į pirmą 
sistemos lygtį. Gausime lygtį su vienu nežinomuoju y: 

(10-3y)? +6(10-3y)y+8y2 - 91. 
Šią lygtį pertvarkę, gauname lygtį 

y*=9, kuri turi du sprendinius y,=-3 іг y,=3. 
Atitinkamas x reikšmes randame iš lygties x = 10—3y: 

kai y=-3, tai x=10-3-(-3)=19, 

Каі y=3, tai x=10-3-3=1. 
Vadinasi, duotoji sistema turi du sprendinius (19; – 3) іг (1; 3). 
Atsakymas. (19;-3) , (1;3). 


x+y=-2, 
x) « y! «100. 
Sprendimas. 15 duotosios sistemos pirmosios lygties 15ге15Кс 


2 pavyzdys. Išspręskime keitimo būdu lygčių sistemą | 


nežinomąjį y nešinomuoju x, gausime y--x-2. Įstatę į antrąją 
sistemos lygtį vietoj nežinomojo y jo išraišką —x- 2, turime sistemą: 
у=-х-2, 
E * (-x-2) -100, 
Iš lygties x^«(-x-2) =100, ty. lygties x2+2x-48=0 
randame, kad x, =-8, x,=6. 


kuri yra ekvivalenti duotajai. 


Todėl duotoji sistema turi du sprendinius: 


y=-x-2, y=6, 
a) 2 et 

уз-х-2, y=-8, 
b) ay js 


Atsakymas. (-8,6),(6;-8). 


8.5. DVIEJU LYGCIU SU DVIEM NEZINOMAISIAIS 
SISTEMOS SPRENDIMAS SUDÉTIES BÜDU 


Dviejų lygčių su dviem nežinomaisiais sistemos sprendimas sudėties 
būdu pagrįstas tokia teorema: 

Teorema. Dviejų lygčių su dviem nežinomaisiais sistema 

Pass ан fG:»)20, 
g(x;y)= 0 bfG;y)+c f(x; у)=0, 
čia b irc, с+0 — bet kokie skaičiai. 

Remiantis šia teorema, gauname tokį dviejų lygčių su dviem 
nežinomaisiais sistemos sprendimo sudėties būdu algoritmą: 

1) duotosios sistemos vienos lygties abi puses padauginame iš kurio 
nors skaitinio daugiklio (skaičiaus), abi kitos lygties puses taip pat 
padauginame iš kurio nors skaitinio daugiklio (skaičiaus). Šiuos skaitinius 
daugiklius (skaičius) parenkame taip, kad lygtis padauginus iš minėtų 
skaitinių daugiklių (skaičių), abiejose lygtyse prie kurio nors nežinomojo 
(arba prie x, arba prie y ) būtų priešingieji skaičiai; 


* yra ekvivalenti sistemai ( 
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2)gautasias lygtis panariui sudedame ir gauname lygtį su vienu 
nežinomuoju; 

3) randame tos lygties sprendinius; 

4) gautąsias vieno iš nežinomųjų skaitines reikšmes ((3) etape spręstos 
lygties sprendinius) įrašome į kurią nors vieną lygtį ir apskaičiuojame kito 
nežinomojo atitinkamas reikšmes. 


1 pavyzdys. Išspręskime sudėties būdu lygčių sistemą 

4х-7у--12, 
Баг 0) 

Sprendimas. Duotosios sistemos pirmosios lygties abi puses padau- 
gine iš skaičiaus (-3), o antrosios lygties abi puses — iš skaičiaus 2, 
gauname sistemą 

-12х-21у-36, 
Мэнэн эс (2) 

ekvivalenčią duotajai. Matome, kad šios sistemos abiejose lygtyse 
koeficientai prie x yra priešingieji skaičiai —12 ir 12. 

(2) sistemos pirmąją lygtį sudėkime su antrąja lygtimi. Gauname: 

(-12x+12x)+(21y+6y)=36+(-36), arba 27y=0, ty. y=0. 

Įrašę reikšmę y=0 į kurią nors (1) sistemos lygtį, pavyzdžiui, į 
pirmąją, rasime atitinkamą nežinomojo x reikšmę: 

4x-7-0=-12, arba 4x--12, iš čia x--3. Vadinasi, 
duotosios sistemos sprendinys yra kintamųjų reikšmių pora (-3; 0). 


Atsakymas. (-3; 0). 
: "HT 2 +ху+2у? 274 
2 . Išspręskime lygčių sistemą 4^ : 
pavyzdys. Išspręskime lygčių ą i: +2ху+у* вл. 


Sprendimas. Duotaja sistema spresime sudéties büdu. Pirmosios 
lygties abi puses padauginkime iš (-2) ir sudékime panariui su antrąja 
sistemos lygtimi. Tada nariai su nežinomųjų antraisiais laipsniais ir nariai, 
turintys sandaugą xy, išnyksta: 


-2x! -2xy- Ay! +(2x?+2xy+ y?)=-148+73 n 
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(2x? «2x?)« C2xy «2xy)- 4y? + y? =-75, 
3y?-75, arba у> = 25. Gavome lygtį y? = 25. 


Pagal šio skyrelio teoremą, jei prie sistemos pirmosios lygties 
prijungsime lygtį y? = 25, tai gausime sistemą 


I 


1 
x! «xy «2y! =74, (D 


ekvivalenčią duotajai. 
Kadangi sistemos pirmoji lygtis y^ = 25 turi du sprendinius y,7-5 
ir y, —5, tai (1) sistemos, o kartu ir duotosios sistemos, sprendiniu aibé 


уга dvieju sistemu 


у=-5, А у= 5, 
3) M ERR ^ b) н. 


sprendinių aibių sąjunga. 


Sprendžiame a) sistemą: 
a) y=-5, en у=-5, 
х?+ху+2у? = 74; |х2-5х+50=74; (|х!-5х-24-0, 


у=-5, у==5; у==5; 
аан za x=8; i аша йн > ) 


Taigi a) sistemos sprendiniai yra (—3;—5) іг (8; — 5). 
Sprendžiame b) sistemą: 


b) у=5, у=5, у=5, 
x! +xy+2y? 274; х2+5х+50= 74; |х1-5х-24-0: 


y; x=-8, amd. 
d arba x -3; [5-3 arba pre 


Taigi b) sistemos sprendiniai yra (-8;5) ir (3; 5). 

Vadinasi, duotosios sistemos sprendiniai yra (-3:-5),(8:-5), 
(8:5); 68:5). 

Atsakymas. (-3:-5), (8:-5), (-8:5), (3;5). 


8.6. DVIEJU TIESINIU LYGCIU SU DVIEM 
NEZINOMAISIAIS SISTEMA 


e Tiesinės lygties su dviem nežinomaisiais bendras pavidalas уга 
ax+by=c; čia a, b, c – 5Каіёіаі, о x ir y – nežinomieji. 
9 Lygtis su dviem kintamaisiais grafikas yra aibė taškų, kurių koordi- 
natės yra tos lygties sprendiniai. Lygties ax+by=c grafikas yra tiesė. 
ө Dviejų tiesinių lygčių su dviem nežinomaisiais sistemos bendras 
ax+by=c,, 
pavidalas yra | Инк das : (1) 
a,x+b,y=c,; 
čia kiekvienos lygties nors vieno kintamojo koeficientas nelygus nuliui. 
Tokios sistemos kartais turi vieną sprendinį, kartais — be galo daug, o 
kai kada visai jų neturi. 
(1) sistemos kiekvienos lygties grafikas yra tiesė. Koordinačių 
plokštumoje nubrėžę tas tieses, galime gauti vieną iš trijų tiesių padėčių: 
1) tiesės susikerta, ir sistema turi vieną sprendinį; 
2)tiesės lygiagrečios ir neturi bendrų taškų, o sistema neturi 
sprendinių; 
3) tiesės sutampa, ir sistema turi be galo daug sprendinių. 
Jei b, € 0 ir b, +0, tai (1) sistema ekvivalenti sistemai 


y=kx+ú,, 
anie (2) 
a a c c 
čia k =-—, k,=-—-, 4e l=. 
; b, а b, ; b, š 2 


Galimi trys atvejai: 

1) Kai А, *k,, (2) sistemos lygčių grafikai (tiesės) susikerta ir (2) 
sistema, o kartu ir duotoji (1) sistema, turi vieną sprendinį. 

2)Kai k,=k,, £,*4£,, tai tiesės lygiagrečios, bet nesutampa, ir 
(2) sistema, o kartu ir duotoji (1) sistema, neturi sprendinių. 

3) Kai k,=k,, 6,-06,, abi tiesės sutampa, ir (2) sistema, о kartu ir 
duotoji (1) sistema, turi be galo daug sprendinių. 


Visus išnagrinėtus atvejus dažniausiai taip užrašo: 


a b 
(1) sistema turi vienintelį sprendinį, kai La, 


a, b, 
š "o: ‚а, b, с, 
neturi sprendinių, kai —=-—=—, 
а, b, с, 
turi be galo d diniy ка о 4 
uri be galo daug sprendinių, kai еер, 
Pavyzdys. Išspręskime lygčių sistemas: 
) 2х43у-11, ) 4x+8y=12, ) 3х-у=1, 
3х+2у=9; 3х-6у-8, 12x-4y=4. 


Sprendimas. a) Sistema turi vieną sprendinį, nes is 3 Išspresime 


sistemą sudėties būdu. Sistemos pirmosios lygties abi puses 
padauginkime iš skaičiaus (-3), o antrosios — iš skaičiaus 2 ir gautasias 
lygtis panariui sudėkime: 
-6x-9y+6x+4y=-33+18; 
(-6x+6x)-9y+4y=-33+18; 
-Sy=-15; у=3. 
Gautaja kintamojo y reikšmę у = 3 įstatykime į duotosios sistemos 
pirmąją lygtį ir raskime kintamojo x reikšmę: 
2x+3-3=11, афа 2x=2 iš йа x-l. 
Taigi duotoji sistema turi vienintelį sprendinį x=1; y=3, kurį 
užrašome taip: (1;3). 
.4 8 12 
b) Kadangi 3^6*8 y 
Iš tikrųjų, jei sistemos pirmąją lygtį padauginsime iš (-3), o antrąją — 
iš 4 ir gautąsias lygtis panariui sudėsime, tai gausime lygtį 
-12x+12x-24y+24y=-4, афа 0-х40-у--4. 
Lygtis 0-x+0-y=-4 neturi sprendinių, todėl duotoji sistema taip 
pat neturi sprendinių. 


tai sistema neturi sprendinių. 
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c) Kadangi 5 = E = T tai sistema turi be galo daug sprendinių. 
Iš tikrųjų, sistemos antrąją lygtį padaliję iš 4, gausime sistemą 
3x-y=l, 
3x-y=l; 


kuri turi dvi vienodas lygtis. Kadangi tiesinė lygtis su dviem 
nežinomaisiais 3x — y =1 turi be galo daug sprendinių (jos grafikas tiesė), 
tai ir sistema turi be galo daug sprendinių. Sistemą tenkina bet kuri skaičių 
pora x, y z3x-l,kur xe R. 


Pavyzdžiui, jei х-1, tai sistemos sprendinys yra рога (1; 2); jei 
x=-2, tai sistemos sprendinys yra рога (-2; - 7) ir t.t. 
Atsakymas. ((x;3x-1),x e R). 


Pavyzdys. Su kuria parametro m reikšme lygčių sistema 
цн эхлэ 4т, 
mx+(m+3)y =3m-1 

1) turi vienintelį sprendinį, 

2) neturi sprendinių, 

3) turi be galo daug sprendinių. 
Sprendimas. Iš kiekvienos lygčių sistemos lygties išreiš- 

kiame y. Gauname sistemą 


__m+l 4m 
=- Ug 
ss 3ml 
^ m*3 m«*3' 
Хү m+]! m 4m 3т-1 
kurioje k,=-—g he “= S 


Antrąją sistemos lygtį gavome abi pradinės sistemos antrosios lygties 
puses dalydami iš reiškinio m+3 su sąlyga, kad m+3 +0, ty. m= —3. 


Vadinasi, turime nagrinėti du atvejus: 


Pirmasis atvejis. Kai m+3+0,t y. m+-3, tai 
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1) Sistema turi vienintelį sprendinį, kai k, + k,,t.y. 
m+l m т+1 т 
ЯМ Ооа ur 
Šią sąlygą tenkina dvi m reikšmės: т #1 ir m+3. 
Taigi sistema turi vienintelį sprendinį, kai m x1 іг m+3. 


2) Sistema neturi sprendinių, kai k,=k,, £,*1,, t.y. vienu metu 
tenkinamos dvi sąlygos: 
JJWUEL m dm 3m—1 
8 m+3 8 т+3` 
Pirmąją sąlygą tenkina dvi m reikšmės m=1 ir m=3, o antroji 
sąlyga duoda т +1 ir т + 2. Taigi sistema neturi sprendinių, kai m -3. 


3) Sistema turi be galo daug sprendinių, kai k, =k,, £,=1,, t.y. 
vienu metu tenkinamos dvi sąlygos: 
„mal. т Amo 3m-l1 
8 m+3 8 m+3 
Pirmąją sąlygą tenkina m=1 іг m=3, о antrąją- m=1 ir m=2. 
Vadinasi, sistema turi be galo daug sprendinių, kai m=1. 
Antrasis atvejis. Kai m+3=0,ty. т--3, iš pradinės sistemos 
gauname sistemą 
тэн 8у-12 
3х-10, 
Atsakymas. 1) Sistema turi vienintelį sprendinį, kai т #1, т +3. 
2) Neturi sprendinių, kai т = 3. 
3) Turi be galo daug sprendinių, kai m=1. 
Išspresime duotaja sistema nesiremdami jos geometrine 
interpretacija. Pastebéje, kad 


* kuri turi vienintelį sprendinį (3:2) 


ар-т41, a,-m, b,-8, b,=m+3, c,-4m, с,-3т-1, 
gauname, kad 


Skiriame tris galimus atvejus: 

1) Duotoji sistema turi vienintelį sprendinį, kai 
a b 

1 1 т+1 5 8 


--4--, Ly. 5 
a, b, y m m+3 


Iš šios sąlygos turime: 

(т+1)(т+3) = 8т, m?-4m+3+0, iščia mel, m=3. 
Taigi duotoji sistema turi vienintelį sprendinį, kai m1 ir т +3. 
2) Sistema neturi sprendinių, kai 

a, b бү. т+1_ 8 4т 


S „t =s 


a, b, c, "Uo m = п+3 3т-17 
Vadinasi, turi büti vienu metu tenkinamos dvi salygos 
m+l 8 8. 4m 


m m+3 ° m+3 Зт-1` 


Pirmąją sąlygą tenkina dvi m reikšmės т-1 ir m —3, о iš antrosios 
sąlygos gauname: т=1 ir m2. Todėl sistema neturi sprendinių, 
kai m=3. 

3) Sistema turi be galo daug sprendinių, kai 

a b ei ay, melo 8 Am) 
4. bi € . M m+3 3m-l' 


Vadinasi, turi büti tenkinamos vienu metu dvi salygos: 
m*«l 8 8 4m 


m  m«3' т+3° 3m-l. 

Pirmąją sąlygą tenkina dvi m reikšmės т-1 ir m=3, o antrąją 
sąlygą tenkina reikšmės m=1 ir т = 2. Todėl sistema turi be galo daug 
sprendinių, kai m = 1. 

Atsakymas. l)Sistema turi vieną sprendinį, kai mzl ir m3; 
2)sistema neturi sprendinių, kai m=3; 3)sistema turi be galo daug 
sprendinių, kai m=1. 


8.7. NETIESINIŲ LYGČIŲ SU DVIEM NEŽINOMAISIAIS 
SISTEMOS 


Sprendžiant netiesinių lygčių su dviem nežinomaisiais sistemas tenka 
taikyti įvairius metodus. Praeituose skyreliuose nagrinėti dviejų tiesinių 
lygčių sistemos sprendimo būdai (sudėties, keitimo) taikomi ir 
sudėtingesnėms lygčių sistemoms su dviem nežinomaisiais spręsti. 


x'+y7=20, 
x+4y=18. 

Sprendimas. Sistemą spręsime keitimo būdu. Iš sistemos antrosios 
lygties x+4y=18 išreikškime x: x=18-4y. Gautąją nežinomojo х 
išraišką įstatykime į sistemos pirmąją lygtį: 

(18-4y)! + y? 2 20. 
Sutvarkę šią lygtį, gauname kvadratinę lygtį nežinomojo y atžvilgiu: 
17y? -144y 304 - 0. 
76 


1 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistemą | 


Ji turi sprendinius iu ir y,=4. Įstatę šias y reikšmes į 
lygybę х-18-4у randame dvi nežinomojo x reikšmes: 
318-4-26..2 į —18-4-4= 
х,-18-4 17-17 " х,=18-4:4=2. 


Vadinasi, duotoji lygčių sistema turi du sprendinius (2-2) ir (2:4). 


Atsakymas. (2: 18) ‚ (2; 4). 


х? +6ху+8у2 =91, 
x+3y-10=0. 

Sprendimas. Sistemą spręsime keitimo būdu. Iš sistemos antrosios 
lygties išreiškiame nežinomąjį x (х-10-3у) ir įstatome šią išraišką į 
pirmąją sistemos lygtį. Gauname: 

(10-35)? -6(10-3y)y - 8y? - 91, 
100-60y+9y7+60y-18y7+8y7 =91, 


2 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistemą | 
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у?=9; iščia у,--3, y,-3. 
Įstatę šias nežinomojo y reikšmes į lygybę x 210—3y randame jas 
atitinkančias nežinomojo x reikšmes: 
хү-10-3-(-3)-19,  х,-10-3-3-1. 
Vadinasi, duotosios lygčių sistemos sprendiniai уга (19; – 3) ir (1; 3). 
Atsakymas. (19; —3) , (1; 3). 


3 pavyzdys. Raskime didžiausią parametro c reikšmę, su kuria lygčių 


sistema 2 +3y° -6, turi bent vieną sprendinį. 

х-2у-с 
Sprendimas. Duotaja sistema sprendžiame keitimo būdu: 

х=с+2у, 
mr. 
х=с+2у, 
ТЕА 
х=с+2у, 
а са 


Gautoji sistema turės sprendinių, kai bent vieną sprendinį turės 
kvadratinė lygtis 3y7+2cy+c7-6=0; čia c — parametras. Vadinasi, 
reikia rasti didžiausią parametro c reikšmę, su kuria kvadratinė lygtis turi 
bent vieną sprendinį. 

Kvadratinė lygtis turės bent vieną sprendinį, kai jos diskriminantas yra 
neneigiamas skaičius (D 2 0): 

D=(2c)*-4-3-(c*-6)=4c?-12(c?-6)= 
-4c!-12c? 4 722 72-8c? , 
72-8c?20,|:8 
9-с? 20 |. (-I), 
(с-3)(с+3) <0. 
Šią nelygybę sprendžiame intervalų metodu: 


c? -9«0, 
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Matome, kad D 20, kai c e[-3;3]. 

Vadinasi, duotoji sistema turi bent vieną sprendinį, kai c € [-3;3]. 
Didžiausia parametro c reikšmė yra 3. 

Atsakymas. с-3. 


Kartais lygčių sistema, kurios viena lygtis yra kvadratinė, pavyksta 
išspręsti pakeitus nežinomuosius. 


x? +y? +x+y=32, 
xy+2(x+y)=26. 
Sprendimas. |veskime naujus nežinomuosius, t.y. pažymėkime 


4 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistemą Í 


u=x+y, v2xy. Tada x! «y? -(x«y)! -2xy-u? -2v, 
o lygčių sistemą galima užrašyti taip: 


и? -2у+и = 32, 
e; 0) 


Gautą sistemą galima spręsti keitimo būdu. Iš antrosios lygties 
nežinomąjį v išreiškiame nežinomuoju и: v=26-2u. Rezultatą 
įrašome į pirmąją sistemos lygtį ir gauname: 

и? – 2(26- 2и)+и=32,  u!«5u-84-0. 

Šios lygties sprendiniai yra u,=7, u,--12. 

Gauname tokius (1) sistemos sprendinius: 

u,=7, v,=26-2-7=12; и,--12, v,=26-2-(-12)=50. 

Nežinomųjų x ir y reikšmes randame išsprendę dvi lygčių sistemas: 


x+y=7, ir солин 
ху-12 ху-50. 


Pirmoji sistema turi du sprendinius: (3; 4) їг (4,3), o antroji sprendi- 
nių neturi. Taigi duotosios lygčių sistemos sprendiniai yra (3; 4) ir (4; 3). 
Atsakymas. (3; 4), (4:3). 


х+у-ху=1, 


5 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistemą Ë 20 =s, 
Sprendimas. Pažymėkime x+y=u, xy-v. 


Kadangi x!«y?-(x«y)-2xy-u?!-2v, tai duotąją lygčių 
sistemą galima užrašyti taip: 


od»! а) 


и? -3у=3. 
Įrašę и=1+у į antrąją lygtį gauname: (1+) -3v-3, v?-v-2-0. 
Šios lygties sprendiniai уга v, =2 іг v, -—1. Atitinkamai randame 
u,=1+2=3 ir u,=1+(-1)=0. 
Radome du (1) sistemos sprendinius 
u,-3, . u,-0, 
> NES Ë =-l. 
Grįžę prie pradinių nežinomųjų x ir y, gauname dvi sistemas: 
27 ir ponių 


xy=2 xy=-l. 

Šias lygčių sistemas sprendžiame keitimo būdu: 
х-3-у, х--у, 
LE шинийн 
y*-3y+2=0, у? =1, 
y,72, у, =1; Уул, y,=-l; 


x,23-y,-23-2-1, x,2-y,-2-l, 


х,=3-у,=3-1=2. х,=-у,=-(-1)=1. 


Taigi duotoji sistema turi keturis sprendinius (1; 2), (2;1), (-1;1), (1;-1). 

Sprendžiant sudėtingesnes lygčių sistemas, pavyzdžiui, kai abi 
sistemos lygtys yra antrojo laipsnio, tenka taikyti įvairius metodus. 
Panagrinėsime vieną dažnai sutinkamą dviejų lygčių su dviem 
nežinomaisiais atvejį, kai lygčių sistemoje bent viena lygtis yra 
homogeninė. Pateiksime homogeninės lygties apibrėžimą. 


Lygtis ax2+bxy+cy2=0, kurioje a,b,c — realieji skaičiai, о 
х, y — nežinomieji, vadinama antrojo laipsnio homogenine lygtimi. 

Pavyzdžiui, lygtys 2x? -5xy-3y? -0, x?+2xy=0 yra homo- 
geninės. 

Padaliję abi homogeninės lygties ax? +bxy+cy? =0 puses iš y? 


2 
(у +0), gauname lygtį 42) +2) +е=0, kuri уга kvadratiné ne- 
žinomojo uem atžvilgiu. Išsprendę ją, randame sąryšį, siejantį x ir у. 


Taigi jei lygčių sistemoje bent viena lygtis yra homogeninė, tai tokios 
sistemos sprendimas supaprastėja, nes iš homogeninės lygties galima 
apskaičiuoti nežinomųjų santykį. 

6 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistemą 2 cy | = 

2х°-3ху+у =-1. 

Sprendimas. Pirmoji sistemos lygtis уга homogeniné. Duotąją lygčių 
sistemą, kaip ir kitas lygčių sistemas, kurios turi homogeninių lygčių, 


sprendžiame vienu būdu. Iš homogeninės lygties galima rasti santykį т š 


Jeigu tartume, kad y = 0, tai iš lygties 3x? + xy—2 y? = 0 randame, kad 
tada ir х-0. Bet pora (0,0) netenkina antrosios sistemos lygties, todél 
ši pora nėra duotosios lygties sprendinys. Vadinasi, Каі y «0, tai visus 
pirmosios lygties narius padaliję iš y?, gauname 


2 2 2 
Зх „жу AX vci Ms (2) + a, 
y y 84 


Pritaikę keitinį $^ z, gauname lygtį 3z? «z-2-0, 


kurios sprendiniai yra 2, = –1 ir 2, =š. Todėl —=-1 arba 


zZ 
y 
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Toliau sprendžiame dvi sistemas: 
Ë PI 1 аг 
2x -3xy*y'--l 2x! -3xy « y! »-1. 
Pirmoji sistema sprendinių neturi, o antroji turi du sprendinius (2;3) 
ir (-2; -3), kurie ir yra duotosios lygčių sistemos sprendiniai. 
Atsakymas. (2;3), (-2;-3). 
Išspręskime dar keletą lygčių sistemų. 


x224 
7 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistemą 4 у х 5° 
x?’ +y?’ -26. 


Sprendimas. Pažymime “Эд z. Tada sistemos pirmoji lygtis įgauna 


pavidalą: 2 E = = . Tai racionalioji lygtis nežinomojo z atžvilgiu 
: : 2 1 24 „ z!-1-24 21-25. 
Išsprendžiame šią lygtį: 2 [e = 0, — EIAS 0, uin 0. 


2 2 
Paskutinioji lygtis ekvivalenti sistemai t Ву =0, 
Sistemos lygtis 22 – 25 =0 turi du sprendinius z, 2-5 ir z,=5. 
Abu šie sprendiniai tenkina sistemos nelygybę 2 «0 ir todėl yra minėtos 
racionaliosios lygties sprendiniai. 


Grįžtame prie pažymėjimo: 
x РТ о. Ë 1 х 
—=5; iščia х=5у ir —=->; iščia у= -5х. 
y dui as d 


Sprendžiame dvi lygčių sistemas: 
ihe dpa 


х?+ у? =26; x? « y! =26, 
х=5у, 25x? +х? = 26, 
25у? « y? = 26; у=-5х; 

26у? = 26, 26x? = 26, 
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у? =1, xs 
у= у,=-1 


Х|-5, x,--5. 


ху=1; x,--1 
у,=-5; у,=5. 
Taigi duotoji lygčių sistema turi keturis sprendinius: 
(550, (-5:-1, (5-5) ir (C55). 
Atsakymas. (5;1), (-5,-1), (5-5), C55). 


8 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistemą р i =з ах ах, 
4x +y -3xy-l. 
Sprendimas. Iš sistemos pirmosios lygties turime: 
у!-(2х-1) 5 iš čia y=2x+1 ir y=-(2x+1). 
Sprendžiame dvi lygčių sistemas: 
7 22 2) зб 
4х?+у?-3ху=1, 4х?+у?-3ху=1, 


кре у=-(2х-1), 
Ax!  Qx«1)! -3x(2x+1)=1; 12: т чайыр 
4x2+4x2+4x+1-6x2—3x-1=0,[|4x2+4x2+4x+1+6x2+3x-1=0, 
2х?+х=0, 14x? «7x - 0, 
х(2х-1)-0, 7х(2х-1)-0, 
х,=0; x, =>, x= 0; х,=-1, 
у=; у, =0. уу=-1; у, =0. 
Taigi 1) sistema turi du Taigi 2) sistema turi du 
sprendinius: sprendinius: 


(0:1) ir (-5:9). (0; -1) ir (3:0) 


Vadinasi, duotoji lygčių sistema turi keturis sprendinius: (0; 1), (5 0), 


(0;-1) ir (20) А 9) 


Atsakymas. (0;1), (5:0), (0; -1), (- 


ыр- 


9 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistema prn Sia lygčių 
x+y=20. 


sistemą galime spręsti keliais būdais. 

1būdas. Iš duotosios sistemos antrosios lygties išreikškime 
nežinomąjį y: у-20-х. Šią nežinomojo y išraišką įstatę į sistemos 
pirmąją lygtį, gauname iracionaliąją lygtį Vx + /20 — x = 6, kurią išsprendę 
randame, kad x, = 4 ir x,=16. Tada 


y,720-x,-220-4-16 ir у, =20-х, =20-16=4. 

Taigi gavome dvi nežinomųjų reikšmių poras: х, =4, у, =16 ir 
x,=16, y,=4. Patikrinę įsitikiname, kad jos abi tenkina sistemą. 
Vadinasi, duotoji lygčių sistema turi du sprendinius (4;16) ir (16;4). 

2 būdas. Pritaikę keitinį и= Vx іг v= Jy (u>0, v>0), gauname 
u+v=6, 

u) «y! =20, 
sprendinius x -2, y=4 ir x24, y=2. 


15 sistemu cue ir (ЁО randame, kad х-4, y=16 ir 
у =4 Jy =2 
х-16, y=4. Patikrinę įsitikiname, kad abi nežinomųjų reikšmių poros 
tenkina pradinę sistemą. 
Taigi duotoji lygčių sistema turi du sprendinius (4;16) ir (16;4). 


Atsakymas. (4,16) ir (16;4). 


naują lygčių sistemą | kuria išsprende randame du jos 


8.8. RODIKLINIU IR LOGARITMINIU LYGCIU 
SISTEMOS 

Sprendžiant rodiklinių ir logaritminių lygčių sistemas, reikia gerai 
žinoti laipsnių ir logaritmų savybes. 

Tokios sistemos sprendžiamos derinant lygčių su dviem 
nežinomaisiais sistemų sprendimo būdus (keitimo, sudėties ir kt.) su 
rodiklinių bei logaritminių lygčių sprendimo būdais. Išspręsime keletą 
pavyzdžių. 


9*** =729, 
3 x-y-l = 1 А 

Sprendimas. Pertvarkome abi duotosios lygčių sistemos lygtis: 

L ж ег 
З gare. х-у-1=0. 

Paskutiniąją sistemą sprendžiame keitimo būdu. Iš jos antrosios 
lygties išreiškiame y (y-x-1) ir gautą išraišką įstatome į sistemos 
pirmąją lygtį: х+х-1=3, 2x=4, х=2. Tada у-2-1-1. Taigi 
duotoji lygčių sistema, turi vieną sprendinį (2; I). 

Atsakymas. (2; 1). 


1 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistemą | 


; i ei 2* -2" =16, 
2 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistema t dy eb. 
Sprendimas. Sistema sprendžiame keitimo būdu. 
hors m 
x+y=9; xz9-y. 
Sprendžiame gautosios lygčių sistemos pirmąją lygtį. Pažymėkime: 


512 


2"-z. Tada gauname lygtį — 4716-0, 


kurios sprendiniai yra 2,-16 ir 2,--32. Grįžtame prie įvesto 
pažymėjimo: 2"-16, 2"-2', y-4. 2"--32; ši lygtis neturi 
sprendinių, nes laipsnis negali būti neigiamas. Jei y=4, tai 
x=9-y=9-4=5. Taigi mūsų lygčių sistema turi vieną sprendinį 
(5; 4). Atsakymas. (5; 4). 
25?* +25% =30, 
25*** = 5/5. 
Sprendimas. Duotąją lygčių sistema išspręsime keliais būdais. 
1 būdas. Pertvarkykime sistemos antrąją lygtį: 


ayrty i 1e) ¿Ë 3 3 
(55) 7-5-57, 5099257, 2(xey)-2, x+y=3- 


3 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistemą | 
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Iš gautosios lygybės x + y -Ž išreikškime nežinomąjį y: y = i x. 


Šią y išraišką įstatę | duotosios sistemos pirmąją lygtį, gauname: 
125 530. 
25 

Paskutiniojoje lygtyje pritaike keitinį 252" = 2 (z>0), gauname 


racionaliąją lygtį z+ 15 =30, kurios sprendiniai уга z, =5 ir 2, = 25. 


э, 2s 
2525 25 57) 130, 252 12517 239, 25" + 


Tada 257“ =5 ir 25?'-25. Iš pirmosios lygties randame, kad 


dk neis sb Vut sd eld S Ra 
х=» Oiš antrosios х= 5. Vadinasi, y=7 7772 y = 


2 
Gavome dvi nežinomųjų reikšmių poras x 2 y => ir x -5, у= 
- Р Зиг : T 1.1). (1.1 
Taigi duotoji lygčių sistema turi du sprendinius (2: >) ir б : 1) 
2 būdas. Pritaikę keitinį и-25”, v=257 (u»0,v»0), gauname 
е и? «v! 230 : go À 
naują sistem. * kurios sprendiniai 5:45 ir (45 4-1 
ją sistemą | УУ 2997 kurios sprendiniai (5; 5) ir (1533) 


Iš sistemų 25° =5, їг 25* = 45 
257-45  |25"-5 


” randame 
Taigi duotoji lygčių sistema turi du sprendinius (5: il ir (1:5) 
2'4 472) 
Лү pll 
Atsakymas. 6: 1) ir (4 А 5) 


х Ж = 
4 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistema Ë š t 5 2 А 
Sprendimas. Pertvarkykime sistemos antrąją lygtį pasiremdami 
laipsnių savybe a"*" = а" -a" . Gauname lygčių sistema: 
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kurią spręsime įvesdami naujus nežinomuosius. 


2" +37 =17, 
4.2" 3.37 =5 


Pažymėję 2“ =u ir 3" =v, duotaja sistema perrašome taip: е 2 
Ši sistema turi sprendinį: и = 8, v - 9. Grįžtame prie nežinomųjų x ir y: 
2" =8, 2'-2?, x=3; 3? =9, 3” =3?, y=2. 
Vadinasi, duotoji lygčių sistema turi vieną sprendinį (3; 2). 
Atsakymas. (3; 2). 


3* 2719 263. 


5 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistemą 
3* 4 7" =16. 


Sprendimas. Pažymėkime 3“ = и, 7" =v. 
Tada duotoji sistema tampa tokia: 


Amir 

u+v=16. 

Šią sistemą sprendžiame keitimo būdu. 
T 
v*-16v+63=0, v =7, v,=9; 
u,-16-7-9, u,-16-9-7 


Tada 3"-9, 3"-7; x,-2, x,-log,7; 
7"23, 79559: y =l, y,-log,9. 
Taigi mūsų lygčių sistema turi du sprendinius (2;1) ir 
(log , 7;1og , 9). 
Atsakymas. (2 ; 1), (log , 7;log, 9). 
юв) | 


4 МИ 4 у=-1 
6 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistemą 2 
° 523-У455-52. 


Sprendimas. 


Quem uo s оар 
525-7 +55252; 545*-52. 5*-5. 
у=2х+1, 2 m. - 

Da х-1, — y=2-1+1=3. 


Patikrinę įsitikiname, kad sprendinys х-1, y=3 tinka duotajai 
sistemai. Taigi duotoji lygčių sistema turi vieną sprendinį (1; 3). 
Atsakymas. (1; 3). 


log3(v+x) -2 


> 


7 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistemą E ié 


Sprendimas. Pertvarkome abi sistemos lygtis: 
gati еу: у+х=2 

(pritaikéme pagrindine logaritmo tapatybe att op y 
2259-16, 2?'*"22',. 2х+у=4. 

Taigi duotoji lygčių sistema ekvivalenti sistemai 


x+y=2, 
2x+y=4, 


kuri turi vieną sprendinį: x=2, y=0. Patikrinę įsitikiname, kad šis 
sprendinys tinka duotajai sistemai. 
Atsakymas. (2:0). 


: ол log 7(У-х)= 4, 
8 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistemą 3 142.373 «171. 
Sprendimas. 
lis di ph. Гэсэн. ирс 
3'42.3' 171: 3742-3772 -171, (3742:3557-171, 
Sprendžiame paskutiniosios sistemos antrąją lygtį: 
3542-3217], 3'42.3?"-]7. — 3*+2-37-3*=171, 


3*418.3* 2171, 3"-(1-18)-171, 19.3*-171, 3"-9, x=2. 


Taigi х-2. Tada y=4+2=6. Patikrinę įsitikiname, kad šis 
sprendinys tinka duotajai sistemai. Vadinasi, duotoji lygčių sistema turi 
vieną sprendinį (2; 6). 

Atsakymas. (2 ; 6). 


27.47 232, 
lg(x- y)? -21g2-0. 
Sprendimas. Pertvarkome abi sistemos lygtis: 

me A, 

2lg|x- y| = 2122; |x- »|22. 


9 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistemą | 


Kadangi lygtis |x у|=2 ekvivalenti visumai lygčių x-y=2 ir 
x-y=-2, tai duotosios lygčių sistemos sprendinių aibę sudaro dviejų 
sistemų 

х+2у= 5, ir x+2y=5, 
x-y=2 x-y=-2 
sprendiniai. Pirmoji sistema turi sprendinį (3; 1), o antroji — (2:21), 
Patikrinę įsitikiname, kad tinka abu sprendiniai. 


Atsakymas. (3;1), (5: 24) 
3^ 3 

log, у = log, (х+1) +106,4, 

х+4у=16. 

Sprendimas. Pritaikę logaritmų sumos formulę 


10 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistemą | 


log „b +log, c = log, (b: c) pertvarkome pirmąją sistemos lygtį: 
log, y=10g,(4(x+1)), у=4х+4. 
y=4x+4, 
x+4y=16, 
spręsime keitimo būdu. Į antrąją šios sistemos lygtį vietoje y istatome jo 
išraišką iš pirmosios lygties. Gauname: 

x+4-(4x+4)=16, x+16x+16=16, 17x=0, x=0. 


Taigi duotoji lygčių sistema ekvivalenti sistemai | kuria 


Kadangi у-4х-4, tai įstatę į šią lygybę vietoje nežinomojo х 
surastą jo reikšmę (x =0), gauname, kad у-4-0-4-4. 
Taigi gavome, kad x=0, y=4, t.y. sistema turi vienintelį sprendinį 
(0;4). Tikriname, ar sprendinys (0;4) tenkina pradinę sistemą: 
log, 4-log, (0+1) - log, 4, log, 4—1og, 4, 
0-4-4-16, 16-16. 
Atsakymas. (0;4). 
" TM log, х +109, у=3, 
11 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistemą 2 E 
2lgx-Igy=3. 
Sprendimas. Pertvarkykime abi sistemos lygtis: 
log,(x-x)=3, х-у-27, х-у-8, 
х! х! 
5--10, |—=1000. 
M y 
Paskutiniaja sistema spresime keitimo büdu. 15 sistemos pirmosios 


2 
Igž—-=3, 
5 y 


lygties išreikškime kintamaji y. Gauname: у=%. 


Саша y išraišką įstatome į sistemos antra lygtį: 


2 2, 
X 1000, 2100, x^-8000, х = 8000 = 20. 


Taigi х = 20. Apskaičiuojame у. Kai x= 20, tai: »-2-04. 


Patikriname, аг nežinomųjų reikšmių pora х-20, y=0,4 yra 
duotosios sistemos sprendinys: 


А = " ELE 
log,20+10g,0,4-3, PARIA — [20 04-2", 
21g20-1g0,4=3, edo -3, Aw), 


f = Taigi duotosios sistemos sprendinys уга (20; 0,4). 


1000 =1000. 
Atsakymas. (20;0,4). 
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y-log,x-1, 
x'z3", 

Sprendimas. Pastebékime, kad turi būti tenkinamos sąlygos: x» 0, 
х#1. Priėmę šias sąlygas, antrosios lygties abi puses išlogaritmuokime 


12 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistemą | 


раргїпди 3: 
logg,x"-1og,3",  ylog,x-12.log,3,  ylog,x=12. 
Tada lygčių sistema atrodo taip: 


y-log,x-l, 
ylog,x-12. 


Iš šios sistemos pirmosios lygties išreiškiame y-l-log,x ir 
statome į antrąją lygtį: ( *log, х) log,x=12. 
Pažymėję log, x = z, gauname lygtį 
(1--2)-2-12, ty. 22+2-12=0. 
Šios lygties sprendiniai уга z,=3 іг 2,=-4. 
atitinkamas x reikšmes: 
log, x, =3, 
log, x, =-4, х,-3 81” х. = зү. 
Tada y,=1+l0g,27=1+3=4, y,-4; 
Уу «нов, үг1-4--3, y,--3. 
Patikrinę įsitikiname, kad tinka abi nežinomųjų reikšmių poros 


x,=27, y,=4 ir x, gp yi7-3. 
Taigi mūsų sistema turi du sprendinius (27; 4) ir (ar: -3) 


Atsakymas. (27;4), (т: -3) 


9 SKYRIUS. NELYGYBÉS IR JU SISTEMOS 


9.1. BENDROS SAVOKOS. NELYGYBIU 
EKVIVALENTUMAS 


Kai norime nustatyti, su kuriomis kintamojo reikšmėmis vienas 
reiškinys įgyja mažesnes (arba didesnes) reikšmes, negu kitas reiškinys, 
sprendžiame nelygybę. 

Sąryšiai A(x)< B(x), A(x)> B(x), A(x)< B(x), А(х)> B(x) yra 
nelygybės su vienu kintamuoju x, čia A(x) ir B(x) – reiškiniai su 
vienu kintamuoju. Dažnai vienas iš šių būna skaičius. 

Kintamąjį, kurio reikšmių ieškome, paprastai vadiname nežinomuoju. 

Nelygybės su vienu nežinomuoju apibrėžimo sritimi vadinama aibė 
tų nežinomųjų reikšmių, su kuriomis visi nelygybės reiškiniai turi prasmę. 

Pavyzdžiui, nelygybės х? +1> x apibrėžimo sritis yra visų realiųjų 
skaičių aibė. 

Nežinomojo reikšmę vadiname nelygybės sprendiniu, jei su ja 
nelygybė tampa teisinga skaitine nelygybe. 

Pavyzdžiui, nelygybės 4x-1>3 sprendinys yra х»! arba 
xe(1;+0), nes paėmus bet kokį skaičių iš šio intervalo nelygybė tampa 
teisinga skaitine nelygybe (kai x=5, tai 19> 3). 

Išspręsti nelygybę — reiškia surasti visus jos sprendinius arba įrodyti, 
kad nelygybė jų neturi. 

Jei dvi nelygybės turi tuos pačius sprendinius arba abi sprendinių 
neturi, tai jos vadinamos ekvivalenčiomis. 

Pertvarkydami nelygybės remiamės tokiais teiginiais: 

1) jei prie abiejų nelygybės-pusių pridėsime (iš abiejų pusių atimsime) 
po tą patį skaičių, tai gausime ekvivalenčią pirmajai nelygybę; 

2)jei abi nelygybės puses padauginsime (padalysime) iš to paties 
teigiamojo skaičiaus, tai gausime ekvivalenčią pirmajai nelygybę; 

3)jei abi nelygybės puses padauginsime (padalysime) iš to paties 
neigiamojo skaičiaus ir pakeisime nelygybės ženklą priešingu, tai gausime 
ekvivalenčią pirmajai nelygybę. 


Pavyzdžiui, nelygybės x-2>0 ir x*+x>x7+2 yra ekvivalenčios, 
nes turi tuos pačius sprendinius x e(2;+0); 


1 1 
3-33 


skiriasi jų sprendiniai: pirmosios nelygybės sprendiniai уга xe(2;+0), 


nelygybės x-2>0 ir 


+2 nėra ekvivalenčios, nes 


o antrosios nelygybės – хє (2; 3)‹(3; +e). 


Matome, kad x=3 nėra antrosios nelygybės sprendinys, todėl 
nelygybės nėra ekvivalenčios. 


9.2. TIESINĖS NELYGYBĖS 


Tiesinémis  nelygybémis vadinamos nelygybės ах+Ь>0, 
ax+b<0, ax+b20, ax+b<0, kurių а ir b skaičiai, o x — 
kintamasis. 


Nelygybés ах+ b > 0 sprendiniai: 


1)jei а> 0, tai x> -” ir sprendinių aibė yra intervalas 


[as 


2) jei a «O0, tai x< E ir sprendinių aibė yra intervalas 


с!) 


3)jei a=0, tai gauname nelygybę 0-x»-b. Kai b<0, ši 
nelygybė sprendinių neturi (хє ©); kai b «0, tai nelygybės sprendinys 
yra kiekvienas realusis skaičius x e (-0; +оо). 


1 pavyzdys. Išspręskime nelygybes: 
a) 2х-4»3, 
b) 5-3x<6; 


c) $-94-2x; 
d) 5-3x«1-3x; 


e) 6x45» 6x47; 


f) x+8<x+8. 
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Sprendimas. 


a) 2х-4»3, b) 5-3x<6, 
2x>7, -3x<1 |:(-3), 
x»35. 1 
; sal 
x2-4. 
c— E Mus. 
3,5 х E! 5 
xe(35;+0). 3 
xe[-Lito). 
c) 173<-2х, d) 5-3x«1-3x, 
0x «-4. 
$3 4, Ši nelygybė sprendinių neturi, 
nes su bet kuria x reikšme 
х+8х<12, Hey a 
9x<12, gauname neteisingą nelygybę 
0<-4. 
xslt. 
3 
МММ J U X 
1 х 
e 


1 
хє (-= : 1) 
е) 6х-5»6х-7, 
0x>-2. 
xe(-0; +e). 
Nelygybė yra teisinga su bet kuria x reikšme, nes su bet kuria x 
reikšme gauname teisingą nelygybę 0» -2. 
f x+8<x+8, 
0х<0. 
xe(-0;+0). 


Nelygybė teisinga su bet kuria x reikšme, nes su bet kuria x reikšme 
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gauname teisingą nelygybę 0< 0. 
Atsakymas. а) 35;+0); b) ЁЛЭ! €) (-е0:) 4) 9: 


е) (оо; +оо); f) (so; +оо). 


2 pavyzdys. Su kuriomis а reikšmėmis dvinaris 7а-4 įgyja 
teigiamas reikšmes? 


Sprendimas. Sudarome nelygybę 7a-4» 0, iš čia а> 4. Vadinasi, 


kai ae (3 ; +) , tai dvinaris 7а – 4 įgyja teigiamas reikšmes. 


Atsakymas. (5 ; +=). 


3 pavyzdys. Su kuriomis x reikšmėmis reiškinio (5x — 4)(5x + 2) 
reikšmė mažesnė už reiškinio (5x – 3)? reikšmę? 
Sprendimas. Sudarome nelygybę (5х-4)5х-42)«(5х-3). 
Pritaikę formule (4-5) = а? -2ab b! , gauname: 
25x! «10x - 20x -8« 25x? 30x 9, 
10x -20x + 30x «948, 


NN 
20x«17, 1 
gel t xe(-: 20 

20* 5 '20) 


17 

Atsakymas. (-= Ы x) 

4 pavyzdys. Stačiakampio vienos kraštinės ilgis lygus 10cm. Koks 
gali būti kitos stačiakampio kraštinės ilgis, kad jo perimetras būtų didesnis 
už perimetrą kvadrato, kurio kraštinė lygi 8 cm? 

Sprendimas. Pažymėkime stačiakampio kitos kraštinės ilgį x cm. 
Stačiakampio perimetras apskaičiuojamas pagal formulę 


P - 2(a-* b), čia а ir b — stačiakampio kraštinės. 
Gauname, kad stačiakampio perimetras P = 2(x 410) cm. 
Kadangi kvadrato perimetras apskaičiuojamas pagal formule 

Р-4а, čia a — kvadrato kraštinė, 
tai jstate a =8 ст, gauname 

Р-4-8-32ст. 

Sudarome nelygybę 2(х-10)»32. Išsprende šią nelygybę, 
gauname, kad x>6. Vadinasi, stačiakampio perimetras bus didesnis už 
kvadrato perimetrą, kai stačiakampio antrosios kraštinės ilgis įgys 
reikšmes iš intervalo (6 ; +оо). 

Atsakymas. (6 ; + о). 


9.3. KVADRATINĖS NELYGYBĖS 


Nelygybės, kurias galima užrašyti pavidalu ax!«bx«c»0, 
ах -фх-с«0, ах +Ьх+с>0, ax'+bx+c<0, kai a+0, 
vadinamos kvadratinėmis nelygybėmis. 

Kvadratines nelygybes galima spręsti įvairiais būdais. 


9.3.1. Kvadratinių nelygybių grafinis sprendimas 
Norint kvadratines nelygybes išspręsti grafiniu sprendimo būdu, reikia 
braižyti atitinkamų funkcijų grafikus. 
1 pavyzdys. Grafiniu būdu išspręs- 
kime nelygybes: 


a) x >x+2; b) x! <3-2x. 


Sprendimas. a) Vienoje koordinačių 
plokštumoje nubraižome funkcijų 
f(x)=x* ir g(x)=x+2 
grafikus (1 pav.). 1 pav. 
Nelygybės x! > х+ 2 sprendiniai уга tos x reikšmės, su kuriomis 


g(x)=x+2 


teisinga nelygybė f(x)» g(x). 
Su tomis x reikšmėmis parabolės taškai yra aukščiau tiesės. Iš 1 
paveikslo matyti, kad taip bus tada, kai 
x<-l ir x>2. Vadinasi, 


x? >x+2, kai xe(-0;-I)U(2; o). 


b) Vienoje koordinačių plokštumoje 
nubraižome funkcijų 


/(х)=х* ir g(x)=3-2x 
grafikus (2 pav.). 

Nelygybės x*<3-2x sprendiniai 
yra tos x reikšmės, su kuriomis teisinga 
nelygybė /(х) < g(x). 

Su tomis x reikšmėmis parabolės 
taškai yra žemiau tiesės, kai -3« x«l. 


Vadinasi, x! <3-2x, kai x e[-3;1]. 


Atsakymas. a) (– оо ; -1) (2; +оо); b) [-3;1]. 


2pavyzdys. 3 paveiksle pavaizduoti funkcijų f(x)-x? іг 

g(x)--x-2 grafikai. Pasinaudoję šiuo brėžiniu išspręskime nelygybes: 
а) f()«g6); b) (х) > g(x). 

Sprendimas. 

a)Nelygybés x!«-x-2 sprendi- 
niai yra tos x reikšmės, su kuriomis 
parabolė yra žemiau tiesės. Kadangi tokių 

x reikšmių nėra, todėl ši nelygybė 
sprendinių neturi. 

b) Nelygybės x*>-x-2 sprendi- 
niai yra tos x reikšmės, su kuriomis 
parabolė yra aukščiau tiesės. Taip yra su 
visomis kintamojo x reikšmėmis. 
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Nelygybės sprendinys yra kiekviena x reikšmė, t.y. xe R. 
Atsakymas. a) ©; b) (-оо,--). 


3 pavyzdys. 4 paveiksle pavaizduoti funkcijų f(x)=2-x7 ir 
g(x)=-2 grafikai. Remdamiesi paveikslu raskime: 
a) funkcijų grafikų susikirtimo koordinates; 
b) nelygybės 2- x^ 5-2 sprendinius. 
Sprendimas. 
a) Iš brėžinio matome, kad funkcijų 
f(x)=2-x* ir g(x)=-2 grafikai 
susikerta taškuose (-2:-2) ir (2; -2). ETT бек se] 
b)Nelygybes 2- х2 <-2 sprendi- 
niai уга tos x reikšmės, su kuriomis 2-45] [е(х)=-2 


parabolė yra žemiau tiesės g(x)=-2. Iš EEA 

brėžinio matome, kad parabolė yra каше 7S x. 

žemiau tiesės, kai x < -2 ir x22. 4 pav. 
Vadinasi, 2- x! «-2, kai xe(-%;-2]u[2; +e). 
Atsakymas. а) (-2:-2), (2:-2): b) (-0;-2]U[2;+2). 


4 pavyzdys. 5 paveiksle pavaizduoti funkcijų /(x)=x7+2 ir 
g(x)=x+4 grafikai. 
a) Raskime funkcijų grafikų susikirtimo taškų koordinates. 


b) Su kuriomis x reikšmėmis funkcijos f(x) reikšmės mažesnės už 
funkcijos g(x) reikšmes? 
Sprendimas. a) Sulyginę funkcijų išraiškas, gauname lygtį 
x'+2=x+4. 
Randame lygties x -x-2-0 sprendinius x --1 ir x=2. Įstatę 
šias reikšmes į funkcijų išraiškas, gauname taškų ordinates: 
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kai x=-1, tai f/(-1)- (-1) «2-3 
(galime įstatyti іг į funkcija 
8(-1)=-1+4=3); 

kai x-2, tai /(2)=2'+2=6. 
Vadinasi, funkcijų grafikai kertasi 
taškuose (-1;3) ir (2;6). 
b) Kadangi pagal sąlygą 
ЈО) < 2). 
tai sudarome nelygybe 
x!-2«x44. 5 pav. 


Šios nelygybės sprendiniai yra tos x reikšmės, su kuriomis parabolė 


yra žemiau tiesės g(x)=x+4. Iš brėžinio matome, kad parabolė yra 
žemiau tiesės, kai —1<x<2. Vadinasi, x! -2« x4, kai xe(-1;2). 
Atsakymas. а) (-1;3); (2;6); b) (-1;2). 


Kvadratines nelygybės grafiniu būdu galima spręsti ir taikant 
funkcijos f(x)=ax7+bx+c grafiko savybes. 
Sprendžiant kvadratinės nelygybes galima remtis lentele: 


Koeficiento a ženklas + + 
Diskriminanto 
D-b!-4ac ženklas 


Parabolės 
f(x) a «bx «c 
eskizas 


Nelygybés 
ах! «bx*c»0 
sprendiniai 
Nelygybės 
ax! +bx+c<0 
sprendiniai 


Sprendinių Sprendinių 
nėra nėra 


Nelygybés 
ax! «bx «c20 
sprendiniai 
Nelygybes 
ax! «bx «c £0 
sprendiniai 


Koeficiento a Zenklas 


Diskriminanto 
D-b!-4ac ženklas 


Parabolés 
Лох) = ах? -фх-с 
eskizas 


Nelygybės 
ах? -фх-с»0 
sprendiniai 
Nelygybės 
ax! +bx+c<0 
sprendiniai 
Nelygybės 
ax) -їх-с20 
sprendiniai 
Nelygybės 
ax +Ьх+с<0 
sprendiniai 


5 pavyzdys. Išspręskime nelygybes: 


a) x1 -9x 48» 0, 
b) -2x? «3x -12 0, 


с) x! -4x «0, 


Sprendinių 
nėra 


Sprendinių Sprendinių 
nėra nėra 


(79; x)u 


U(x; o) 


Sprendiniu 
néra 


d) x! 2x 41«0, 
e) 2x -3x 42» 0, 


f) -x! «x-1»0. 


Sprendimas. 
a) Lygtis x? -9x 48-0 turi dvi šaknis: y 
x =l ir x, =8. 

Funkcijos y=2x7+5x+2 grafikas – 
parabolė — pavaizduota 6 paveiksle. 

Nelygybė x/-9x48»0 teisinga su 011 8 X 
tomis x reikšmėmis, su kuriomis parabolės 
taškai yra virš x ašies; 6 pav. 

taip yra, kai x<! arba х> 8. 


Vadinasi, duotosios nelygybės sprendiniai x є (-0;1)U (8; + оо). 


b) 1 būdas. Duotosios nelygybės 
-2x7+3x-120 abi puses padauginkime 
iš (-1). Gausime priešingo ženklo nely- 
gybę 

2x! -3x+1<0. 


Lygtis 2x? -3x+1=0 turi dvi šaknis: 
gt 


7 pav. 


х =} ir x, =l. 
Funkcijos y=2x7-3x+1 grafikas pavaizduotas 7 paveiksle. 
Nelygybė 2x?-3x+1<0 teisinga su tomis x reikšmėmis, su kuriomis 


parabolės taškai yra x ašyje arba po ja. Tai bus tos x reikšmės, kurios 


priklauso intervalui m 231 Ly., kai хє | 


Vadinasi, nelygybės sprendinių aibė yra intervalas [+ 5 | 


2 büdas. 
Nelygybés -2x? «3x-12 0 abi puses galime ir nedauginti iš (-1). 
Braižome funkcijos /(х) = -2x^ +3x —1 grafiką (8 pav.) (grafikas 
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kerta Ox ašį taškuose, kai x, = ir x, =2). 


Nelygybė -2x!«3x-120 teisinga 
su tomis x reikšmėmis, su kuriomis 
parabolės taškai yra Ox ašyje arba virš jos. 


Vadinasi, kai xe[ 5:1] nelygybé yra 


teisinga. 

c) Lygtis x'-4x-0 turi dvi šaknis 
x =0, х, =4. Funkcijos y=x -4x 
grafikas pavaizduotas 9 paveiksle. 

Nelygybė x?2-—-4x<0 teisinga su 
tomis x reikšmėmis, su kuriomis parabolės 
taškai yra Ox ašyje arba žemiau jos. Tai 
bus tos x reikšmės, kurios priklauso 
intervalui [0; 4]. 

d) Lygtis x2+2x+1=0 turi vieną 
šaknį x 2-1, nes lygties diskriminantas 

D=? -4.1-1=0. 

Funkcijos y=x°+2x+1 grafikas 
pavaizduotas 10 paveiksle. 

Nelygybé х2 +2х+1<0 teisinga su 
tomis x reikšmėmis, su kuriomis parabolės 
taškai yra po x ašimi. Tokių taškų nėra, 
todėl nelygybė neturi sprendinių. 

e) Kvadratinė lygtis 2x“-3x+2=0 
realiųjų šaknų neturi, nes jos diskriminantas 

р-(-3)у-4-2-2--7 yra neigiamas 
skaičius. Funkcijos у = 2х2 -3х+2 gra- 
fikas pavaizduotas 11 paveiksle. 
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11 pav. 


Nelygybé 2x!-3x42»0 teisinga su tomis x reikšmėmis, su 
kuriomis parabolės taškai yra virš x ašies. Kadangi visa parabolė yra 


išsidėsčiusi virš x ašies, tai nelygybė 2x7-3x+2>0 teisinga su 
visomis realiosiomis x reikšmėmis. Taigi, nelygybės 2х? -3x42»0 
sprendinių aibė yra intervalas (оо; + oo). 

f) Kvadratinė lygtis —x“ +x-1=0 realiųjų šaknų neturi, nes jos 
diskriminantas D=17-4 -(-1)-(-1)=-3 
yra neigiamas skaičius. У 

Funkcijos у= = х2 +х-1 grafikas 0 
pavaizduotas 12 paveiksle. 

Nelygybė —-x!«x-1»0 teisinga su 
tomis x reikšmėmis, su kuriomis parabolės 
taškai yra virš Ox ašies. Tokių taškų nėra, 12 pav. 
todėl nelygybė neturi sprendinių. 

Atsakymas. а) (-;1)0(8;*«); b) EIE о [0:4]; d) Ø; 
е) (-%; +0); f) Ø. 


9.3.2. Kvadratiniu nelygybiu algebrinis sprendimas 
Norint išspręsti kvadratines nelygybes algebriniu būdu pirmiausiai 
reikia išskaidyti dauginamaisiais, po to išspręsti gautas nelygybių sistemas. 
1 pavyzdys. Išspręskime nelygybes: 
a) xi «x-2020, с) 5x- x! «0, 
b) Ilx-x! -24» 0, d) 4-(3-5х) «0. 
Sprendimas. a) x! «x-2020. Išsprendę lygtį x^4x-20-0, 
randame, kad jos sprendiniai уга x, =4 ir x, ——5. Išskaidome kairiąją 
nelygybés puse dauginamaisiais pagal formule 
ax «bx*c-a(x-xXx-x,). čia x, x, - lygties 


ах? +bx+c=0 sprendiniai. 


Mūsų atveju a=1, x, 24, х,--5, todėl x? «x20 = (x - 4)(x +5). 
Turime nelygybę (x - 4)(x + 5)2 0. 
Dviejų dauginamųjų (х-4) ir (x5) sandauga (x-4)(x+5) yra 
neneigiama, kai dauginamieji yra vienodų ženklų. 
Tai galima parašyti nelygybių sistemomis: 
x-420, x-4<0, 
x+520; х+5<0. 


Siu sistemų sprendiniai yra duotosios nelygybės sprendiniai. 
Išsprendžiame gautas sistemas: 


x24, x<4, 
x2=5; x$—5. 
-5 4 
TB: D + x 
x €[4; +o) xe(-0;-5]. 


Vadinasi, duotosios nelygybės sprendiniai priklauso šių intervalų sąjungai 
(-0;-5]U[4; +0). 
b) Nelygybės 11x-x?-24»0 abi puses padauginę iš (-1), 
gauname nelygybę x? - 11x24 « 0. 
Išsprendę lygtį x^ - 11x +24 = 0 gauname jos sprendinius 
x -3 ir x,-8. 
Išskaidome kairiąją nelygybės puse dauginamaisiais 
x! - 1x +24 = (x - 3)(x - 8). 
Turime nelygybę (x-3)(x-8)<0. Dviejų dauginamųjų (x-3) ir 
(x-8) sandauga (x-3)(x-8) yra neigiama, kai dauginamieji yra 
skirtingų ženklų, t.y. vienas — teigiamas, o kitas — neigiamas. 
Tai galima parašyti nelygybių sistemomis: 
m buo 
x-8«0; х-8»0. 
Šių sistemų sprendiniai yra duotosios nelygybės sprendiniai. 
Išsprendžiame gautas sistemas: 


X 53 TEB, 
ea lod 
— a тт? SS 
8 x 3 8 x 
хє(3:8) 


Vadinasi, nelygybės sprendiniai priklauso intervalui (3 ; 8). 


Sistema sprendinių neturi. 


с) nelygybės 5x-x!«0 abi puses padauginę iš (-1), gauname 
nelygybę x7-5x>0. Išskaidę nelygybės kairiąją pusę dauginamaisiais 
x! - 5х = x(x 5), gauname nelygybę x(x-5)> 0. 
Sudarome nelygybiu sistemas: 
Ë >0, | <0, 
х-5»0. x-5«0. 


Šių sistemu sprendiniai yra duotosios nelygybės sprendiniai. 
Išsprendžiame gautas sistemas: 


= x<0 

x»5. x5. 

-- “ЭРЭР, s 
0 5 x 5 x 
xe(5;+0) xe(-0;0) 


Vadinasi, nelygybės sprendiniai priklauso intervalų sąjungai 
(-0;0)U(5; +e). 
d) Nelygybės kairiąją pusę išskaidome dauginamaisiais, pritaikę 
formulę a2 – Б? = (a - b)(a + b): 
4-(3+5х) = 22 -(3+5х) = (2-(3+5х))(2+(3+5х)) = 
=(-1-5х)(5 + 5х). 
Gauname nelygybę (-1-5x)(5 + 5x) <0. 


Sudarome nelygybiu sistemas: 
-1-5x<0, -1-5x20, 
5-5х20, leac en. 
Šių sistemų sprendiniai yra duotosios nelygybės sprendiniai. 
Išsprendžiame gautas sistemas: 
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-1-5x<0, |.(-1) -1-5x20,|[(-1) 
5+5х>0; [5 5+5х<0; [5 
1+5х>0, 1+5х<0, 
1+х>0; 1+х<0; 
mų x<-£, 
x2-1 1 x<-l. 
-1 15, 
Ç » х ЭР» 1 1 х 
хє Lega NC 
57 хє(-о:-1| 


Vadinasi, nelygybés sprendiniai priklauso intervalu sajungai 
е: от: 2 
Atsakymas. a) (-оо:-5|544:40), b) (38); 
€) (-0;0)0(5;*9); d) Ce;-io|- 1:9). 


2 pavyzdys. Raskime nelygybės 2х7 < 26 mažiausią sveikąjį sprendinį. 
Sprendimas. Pasinaudoję formule а? – Б? išskaidome nelygybės 
2x!-26«0 kairiąją pusę dauginamaisiais X = Vi3 Xx + 43)« 0. 
Padalije abi nelygybés puses i$ 2, gauname nelygybe 
(x- A3 x « 413)«0. 
Sudarome nelygybiu sistemas: 
х= 413 «0 1 x-413»0 ? 
(m 13» 0. Ë: 13<0. 
Šių sistemų sprendiniai yra duotosios nelygybės sprendiniai. 
Išsprendžiame gautas sistemas: 


pu mo 5 
х»-413. х«-413. 
JB -413 
mmm SS. UO NW. 
2 43 х Уз * 
(43; Ji3) Sistema sprendinių neturi. 
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Vadinasi, nelygybės sprendiniai priklauso intervalui C45 ; 413). 
Mažiausias sveikasis sprendinys iš šio intervalo yra —3. 


Atsakymas. —3. 


9.3.3. Kvadratinių nelygybių sprendimas intervalų metodu 


Kvadratines nelygybes galime spręsti intervalų metodu. Pirmiausia 
išsprendžiame kvadratinę lygtį ax'+bx-c=0, kai as0. Toliau 
galimi sekantys atvejai. 

1. Jeigu diskriminantas D > 0, tai kvadratinė lygtis turi dvi skirtingas 
šaknis x, ir x,. Šios šaknys dalo skaičių tiesę į tris intervalus. 
Kiekviename intervale kvadratinis trinaris 

ax! +bx-c=0, az0 

turi pastovų ženklą (arba yra teigiamas, arba neigiamas). Kad 
nustatytume kvadratinio trinario ženklą kiekviename intervale, reikia iš 
kiekvieno intervalo paimti po vieną x reikšmę ir apskaičiuoti kvadratinio 
trinario reikšmę, atitinkančią paimtą x. Gautosios reikšmės ženklas ir yra 
kvadratinio trinario ženklas atitinkamame intervale. Toliau, priklausomai 
nuo duotosios nelygybės ženklo, užrašome nelygybės sprendinius. 

Kvadratinių nelygybių 

ax'+bx+c>0, 
(ах -фх-с20, ax'+bx+c<0, ax +bx+c<0), 
kurių a > 0 sprendiniai surašyti lentelėje: 


Kvadratinė Pastovaus ženklo ЭРТ 
: : : Sprendiniai 
nelygybé intervalai 


ax! «bx*c»0, a>0 


a(x- x Xx - х,)> 0 


ax! -Бх-с20, a>0 
a(x- x x - x,)> 0 


ах? +bx+c<0, a>0 
t 2 xel) 
a(x - x x-x,)<0 xi x x 


ax! +bx+c<0, a>0 
> xe[s:x] 
a(x- x. x - x,)«0 xi X); X 


2. Jeigu diskriminantas D = 0, tai kvadratinė lygtis 
ах *bx*c-0, a+0 
b 


x. Siuo atveju 


turi dvi lygias šaknis x, = x, =- 


b 2 
a? хъс ах.) | 
2а 


Kvadratinių nelygybių sprendimo intervalų metodu schemos pateiktos 
lentelėje (visur a>0, D-b!-4ac-0): 


Kvadratinė Pastovaus ženklo + 
: R š Sprendiniai 
nelygybé intervalai 


ax! «bx*c»0, a>0 
b 2 
"2 >0 


ax'+bx+c20, a>0 


2 
«(х+-у-) >0 


ах? «bx«c«0, a>0 


2 Sprendiniu néra 
16 2) <0 xe0 


ax'+bx+c<0, a>0 


b Y 
x2) 50 


3. Jeigu D « 0, tai kvadratinė lygtis ах” -фх-с-0, a+0 realiųjų 
šaknų neturi ir kvadratinės nelygybės intervalų metodu išspręsti negalima. 


1 pavyzdys. Išspręskime nelygybes: 
a) x1 -9x48»0, 


b) -x!4«5x-620, 


Sprendimas. a) x? -9x 48» 0. 


с) (7-2x)(x+5)<0, 
d) xà +2x+1<0. 


Kvadratinė lygtis x*-9x+8=0 turi dvi šaknis х,-1 іг x,=8. 
Duotoji nelygybė ekvivalenti nelygybei (х-1)(х-8)»0. 

Saknys x -l ir x,-8 visą skaičių tiesę dalija į tris intervalus 
(-»;1), (1;8) ir (8;+0). Kvadratinio trinario x?-9x-8 ženklai 
atskiruose intervaluose pavaizduoti 13 paveiksle. 

+ N - NC + 
: 13 pav. Š Ë 

Intervaluose (—co;1) ir (8; +оо) trinaris įgyja tik teigiamas reikšmes, 
o intervale (1;8) — tiktai neigiamas reikšmes. Viename intervale 
nustatome funkcijos ženklą, pavyzdžiui, intervale (8;+®). Šiame 
intervale reiškiniai (х-1) ir (х-8) ir duotasis trinaris įgyja tiktai 


teigiamas reikšmes. Toliau eidami iš dešinės į kairę, pakaitomis keičiame 
ženklus intervaluose. 


Matome, kad х? -9x+8>0, kai xe(-0;1)U(8; +0). 
b) -x/«5x-620. 
1 būdas. Duotosios nelygybės abi puses padauginkime iš (-1). 


Gausime priešingo ženklo nelygybę: 
x’ -5x+6<0. 


Kvadratinė lygtis x^ -5x+6=0 turi dvi šaknis х =2 іг x,=3. 


Kvadratinį trinarį x7-5x+6 išskaidę dauginamaisiais, gauname 
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ekvivalenčią nelygybę 
(x-2)(x-3)«0. 
Šaknys 2 ir 3 visą skaičių tiesę dalija į tris intervalus (-00:21, 
[2:3] ir [3; +оо). Intervaluose įgyjami ženklai pavaizduoti 14 paveiksle. 
+ ` - N + 
2 3 x 
14 pav. 


Skaičiai 2 ir 3 yra duotosios nelygybės sprendiniai (tie taškai skaičių 
tiesėje užtušuoti). 


Matome, kad trinaris x'-5x+6 įgyja neigiamas reikšmes arba 
reikšmes, lygias nuliui, kai x e [2 ; 3]. 
2būdas. Galime nelygybės —-x!45x-620 abiejų pusių ir 
nedauginti iš (-1). Išskaidę nelygybės kairiąją pusę dauginamaisiais, 
gauname nelygybę: 
-(x-2)(x-3)20. 
Zenklai intervaluose pavaizduoti 15 paveiksle. 
S ` y" + ` sid = 
2 15 pav. ? š 
Matome, kad trinaris – х2 + 5х-6 įgyja teigiamas reikšmes arba 
reikšmes, lygias nuliui, kai x e [2 ; 3]. 
с) (7-2x)(x * 5) «0. 
Kvadratinė lygtis (7-2x)(x+5)=0 turi dvi šaknis x, =3,5 іг 
x,--5. Šios reikšmės visą realiųjų skaičių aibę suskaido į tris intervalus 
(-0;-5), (-5;35) ir (3,5; +), 
kuriuose reiškiniai 7—2x ir x+5 yra pastovaus ženklo. 
Norint nustatyti reiškinių 7—2x ir x+5 ženklus kiekviename iš 
trijų intervalų, pakanka paimti iš kiekvieno intervalo po vieną kurią nors 
nežinomojo x reikšmę (nesutampančią su intervalo galiniais taškais) ir 


210 


apskaičiuoti minėtų reiškinių reikšmes su šia reikšme. Ženklai intervaluose 
pavaizduoti 16 paveiksle. 


16 pav. 
Matome, kad (7-2x)(x+5)<0, kai xe(-0;-5)U(35; +оо). 
d) х2+2х+1<0. 
Kvadratinė lygtis x7+2x+1=0 turi dvi lygias šaknis x 2x, --l. 


Duotoji nelygybė ekvivalenti nelygybei (x 1) «0. 


— a 


viena reikšmė х= —1 (17 pav.). = T 
17 pav. 


Matome, kad nelygybę (x41)! «0, 
o kartu ir duotąją nelygybę, tenkina tiktai 


Atsakymas. 
а) (о; 1)‹2(8; +оо); b) [2:3]; с) (-0;-5)U(3,5;+0); d) -1. 


2 pavyzdys. Duota funkcija f(x) = 4x? - 25. 
a) Apskaičiuokime f(-2). 
b)Raskime visas x reikšmes, su kuriomis teisinga nelygybė 
f()«0. 
с) Raskime didžiausią sveikąjį nelygybės /(х) «0 sprendinį. 
Sprendimas. а) |statome х= —2 | funkcijos išraišką 
f(x) 24x! -25 
ir apskaičiuojame reiškinio reikšmę: 
1(-2)-4-(-2) -25- -9. 
b) Sudarome nelygybę 4x? - 25 « 0. 
Kvadratinė lygtis 4x? – 25 = 0 turi dvi šaknis x, = -2,5 ir x, = 25. 
Kairiąją nelygybės puse išskaidę dauginamaisiais, gauname nelygybę 
4(x-2,5)(x + 2,) «0. 


Nustatome pastovius Zenklus intervaluose (18 pav.). 


18 pav. 
Matome, kad nelygybė 4x? - 25 « 0 teisinga, kai хє (- 2,5; 2,5). 


c) Didžiausias sveikasis nelygybės 4x7-25<0 sprendinys iš 
intervalo (– 2,5; 2,5) уга 2. 
Atsakymas. a) —9; b) (-2,5;2,5); c) 2. 


9.3.4. Kvadratinių nelygybių su parametrais sprendimas 


e Kvadratinė nelygybė ax! - bxc» 0: 
1) teisinga su visomis realiosiomis kintamojo x reikšmėmis, kai 
D<0, 
a>0; 
5 а [D«0, 
2) sprendinių neturi, kai M 20. 
© Kvadratinė nelygybė ах? & bx «c «0: 


1) teisinga su visomis realiosiomis kintamojo x reikšmėmis, kai 
D«0, 
a«0; 
ЭР “42:10 «0, 
2) sprendiniu neturi, kai B ыб. 


1 pavyzdys. Su kuriomis p reikšmėmis nelygybė teisinga su visais 
realiaisiais x: 
a) Gp+ x-pl4+x7)>0, 
b) (p? - 4)? +2(p+2)x+1>07 
Sprendimas. a) Pertvarke nelygybę (3p +1)х - p(4 х?)>0, 


gauname tokia nelygybe: 
3px+x-4p-px'>0, афа —-рх'+(3р+1)х-4р>0. 
Padauginę abi šios nelygybės puses i$ (-1), gauname nelygybę 
px'-Gp+1)x+4p<0. 
Ši nelygybė teisinga su visomis realiosiomis kintamojo x 


reikšmėmis, kai b <0, 
р<0. 


Randame diskriminanto išraišką: 
D-CGp«)) -4р-4р-9р! +6p+1-16p? = 7р? +6р+1. 
Sudarome nelygybių sistemą: 
s ын Pas 
р<0; p<0. 
Kvadratinės lygties 7 p? -6p-1=0 šaknys уга p,-1 ir p, = L. 
Nelygybių sistemos 
kala as 
p<0 - 
sprendiniai (19 pav.) yra pe (-= 5 4) 


b) (p? - 4)? +2(р+2)х+1>0. 
Si nelygybė teisinga su visomis realiosiomis kintamojo х 
: I . [D«0, 
reikšmėmis, kai | 2 
p -4>0 
Kvadratinės nelygybės (p? – 4)? +2(p+2)x+1>0 koeficientai: 
a=p-4, b=2(p+2), с=1. 
Randame diskriminanto išraišką: 
D - b! -4ac - (2(р+ 2)! -4(p?-4)-1=4(p? +4p+4)-4(p? -4)= 
-4p! «16p416-4p! «16-16p432. 


ir p=-2. 
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Taigi duotoji nelygybė teisinga su visomis realiosiomis kintamojo x 
reikšmėmis, kai tenkinama nelygybių sistema 


16p432«0, 
2 p=-2. 
p -4>0 
Pertvarke šią nelygybiu sistema F " 
gauname jai ekvivalenčią sistemą: vim “хаа 
р 22 2 р 
p<-2, 20 
(р-2)(р+2)>0. рау. 


I$ 20 paveikslo, kuriame pavaizduoti sistemos sprendiniai, matome, 
kad sistema teisinga, Каі pe(-00;-2). Gavome, Кай рє(-о,-2) ir 


p=-2. Vadinasi, pe(-00;-2]. 


Atsakymas. a) (-e:-4): b) (о; – 2]. 


2 pavyzdys. Su kuriomis m reikšmėmis funkcija 
f(x)» тх? -2mx+4 įgyja tik teigiamas reikšmes? 
Sprendimas. Pagal sąlygą funkcija /(х)>0 su bet kuriomis 
kintamojo x reikšmėmis, o tai galima tik tada, kai kvadratinė nelygybė 
mx'-2mx+4>0, 


: А . [D«0, 
kurios а= m, b=-2m, m=4, tenkina sąlygas: E 20. 
Randame diskriminanto išraišką: 
р-(-20) - 4n-4 - 4m? - 16m. 
Sudarome nelygybiu sistema: 
4m! -16m«0, 
m>0. 
Pertvarkę šią nelygybių sistemą, gauname: 
4m(m-4)<0, 
m>0. 
Pažymėję šios sistemos 
sprendinius koordinačių tiesėje 
(21 pav.), gauname, kad m e (0; 4). 
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Kai m=0, tai funkcija yra pastovioji, ty. /(x)=4. Taigi jos 
reikšmė teigiama. 

Vadinasi, funkcija įgyja tik teigiamas reikšmes, kai m e [0 ; 4). 

Atsakymas. |0: 4). 


9.4. RACIONALIUJU NELYGYBIU SPRENDIMAS 
INTERVALU METODU 


Panagrinékime nelygybių /(x)>0, /(5)20, f(x)«0, /(5) 0 
(čia f(x) – daugianaris) sprendimą. Šias nelygybes patogu spręsti 
intervalų metodu. 

Intervalų metodas remiasi svarbia daugianario savybe: intervale, 
apribotame dviem gretimomis šaknimis, daugianario ženklas yra 
pastovus. Vadinasi, norint sužinoti daugianario ženklą tam tikrame 
intervale, pakanka nustatyti jo ženklą bet kuriame to intervalo taške. 

Nelygybių sprendimo intervalų metodu schema: 

1) daugianarį f(x) išskaidome tiesiniais daugikliais ir kvadratiniais 
trinariais, neturinčiais šaknų, paskui kiekvieną tiesinį daugiklį prilyginame 
nuliui ir gautas x reikšmes pažymime skaičių tiesėje. 

2) kiekviename iš gautųjų intervalų nustatome daugianario / (х) 
ženklą. Jei visi skaidinio daugikliai yra tiesiniai, tai f(x) ženklą pakanka 
nustatyti viename iš intervalų; kituose intervaluose ženklai vienas kitą 
keičia. Tada nelygybės /(х) > 0 sprendiniai bus tie intervalai, kuriuose 
parašytas ženklas „+“, o nelygybės /(х) <0 – бе intervalai, kuriuose 
parašytas ženklas „—“. Jei ne visi skaidinio daugikliai yra tiesiniai, tai 
ženklą reikia nustatyti kiekviename iš gautų intervalų. 


Išnagrinėkime pavyzdį. 
1 pavyzdys. Intervalų metodu išspręskime nelygybes: 


a)(x«3)x-2)(x-5)20; b) х <9x; с) xX 24x; 


d) (x? -168 «1€? + 5x- 6x -2)«0; 
e) (4- x)(x? -4x+3Xx-3)>0; 

f) (x-3Y (x « D(? +2х +5)(х-6)>0; 
g) (à -8x«15Xx- )(x- 4) «0. 

Sprendimas. a) Skaičių tiesėje paZymékime x reikšmes, su kuriomis 
sandauga (x+3)(x- 2)(x-—5) lygi nuliui, ty. —3, 2 ir 5. Kadangi šie 
taškai yra duotosios nelygybės sprendiniai, tai skaičių tiesėje juos žymime 
juodu skrituliuku. 

Taškai —3; 2; 5 skaičių tiesę dalija į keturis intervalus (-00;-3), 
(-3:2), (2;5) ir (5; +). Kiekviename iš šių intervalų sandaugos 
(х + 3)(х — 2)(х — 5) ženklas pastovus, o pereinant per taškus -3; 2; 5 

jis keičiasi. Raskime sandaugos (х + 3)(х - 2)(x — 5) ženklą kuriame nors 
intervale. Patogu imti dešiniausią. Intervale (5 ; +оо) visi dauginamieji 
teigiami, todėl jų sandauga irgi teigiama. 

Tą intervalą atitinkančią skaičių tiesės dalį pažymėkime ženklu „+“. 
Toliau, eidami iš dešinės į kairę, pakaitomis keiskime ženklus intervaluose 


(22 pav.). 
A ПЕ B 
-3 2 4 x 
22 pav. 


Iš 22 paveikslo matome, kad duotoji nelygybė teisinga, kai x 
priklauso intervalams [-3;2] ir [4;+0]. Šių dviejų intervalų sąjunga 
[-3;2]0[4;+00) ir yra duotosios nelygybės sprendinių aibė. 

b) Nelygybę х? <9х pertvarkome į nelygybę x*-9x<0. Iškėlę 
prieš skliaustus bendrą dauginamąjį gauname tokią nelygybę: 

x(x? -9)«0, arba x(x-3)(x+3)<0. 

Paskutiniąją nelygybę sprendžiame intervalų metodu. Koordinačių 
tiesėje pažymėkime taškus x=0, x=3 ir x--3 ir nurodykime 
sandaugos х(х – 3)(х +3) ženklą kiekviename intervale (23 pav.). 


23 pav. 

Kadangi skaičiai —3; 0 ir 3 nėra duotosios nelygybės sprendiniai, 
tai skaičių tiesėje juos pažymime baltu skrituliuku. 

Iš 23 paveikslėlio matome, kad nelygybė х” «9х teisinga, kai x 
priklauso intervalams (-%;-3) ir (0;3). Šių dviejų intervalų sąjunga 
(79;-3)0(0;3) ir yra duotosios nelygybės sprendinių aibė. 

c) Nelygybe х? > 4х2 pertvarkome į nelygybę x! -4x? 20. Iškėlę 
prieš skliaustus bendrą dauginamąjį gauname tokią nelygybę: 
x'(x-4)20. Šią nelygybę sprendžiame intervalų metodu. Koordinačių 
tiesėje pažymėkime taškus x=0, x=4 (24 pav.). 

=N - М + 
4 x 
24 pav. 


Kadangi skaičiai 0 ir 4 yra duotosios nelygybės sprendiniai, tai 
skaičių tiesėje juos pažymime juodu skrituliuku. 

Šiuo atveju dauginamasis x—4 yra tiesinis, o dauginamasis x? nėra 
tiesinis, todėl nustatyti sandaugos x'(x-4) ženklą viename intervale 
(pavyzdžiui, dešiniausiame) ir po to juos keisti likusiuose intervaluose 
negalima. Gausime klaidingą atsakymą! Dabar reikia nustatinėti 
sandaugos х2(х – 4) ženklą kiekviename intervale atskirai (24 pav.). 

Matome, kad nelygybė teisinga intervale [4; +оо) ir tuomet, kai 
x=0. Taigi duotosios nelygybės sprendinių aibę sudaro intervalas 
[4; +00) ir skaičius 0. 

d) Pirmiausia abi nelygybės puses padalijame iš x^--1; nelygybės 
ženklas nesikeičia, nes su visomis nežinomojo x reikšmėmis x? «1» 0. 

Išskaidę reiškinius 

x!-16 ir x!«5x-6 dauginamaisiais, gauname nelygybę 
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(x-4)x 4)(x —1)(х + 6)(x-2)«0. 
Sia nelygybę spręsime intervalų metodu. 
Skaičių tiesėje atidedame skaičius 4; -4, 1; -6, 2 (25 pav.). 
Kadangi visi šie skaičiai nėra duotosios nelygybės sprendiniai, tai juos 
skaičių tiesėje pažymime baltais skrituliukais. 


— жү М М 
-6 -4 1 2 4 х 
25 рау. 


Kadangi nelygybés 
(x-4)x-4)x-D(x«6)x-2)«0 kairiosios pusės visi 

dauginamieji уга  tiesiniai, tai norėdami nustatyti sandaugos 
(x-4)x-4)x-1)(x46)(x-2) ženklą  intervaluose — (-0;-6), 
(-6;-4), (-4:1), (1;2), (2;4) ir (4; +оо) turime nustatyti jos ženklą 
kuriame nors viename intervale, pavyzdžiui, dešiniausiame intervale 
(4;+0). Intervale (4;+0) visi dauginamieji x-4, x+4, x-l, 
х+6 ir x-2 yra teigiami, todėl jų sandauga irgi teigiama. Tą intervalą 
atitinkančią tiesės dalį pažymėkime ženklu „+“. Toliau, eidami iš dešinės į 
kairę, pakaitomis keiskime ženklus intervaluose (25 pav.). 

Iš 25 paveikslėlio matome, kad nelygybė teisinga, kai x priklauso 
intervalams (-0;-6), (-4:1), (2;4). 

Taigi duotosios nelygybės sprendinių aibė yra šių trijų intervalų 
sąjunga (-0;-6)U(-4;1)U(2; 4). 

e) Kvadratinį | пар — x?-4x«3 išskaidę ^ dauginamaisiais 
(x-1)(x-3), dauginamaji (4— x) pakeitę dauginamuoju -(х-4) ir abi 
nelygybės puses padauginę iš —1 gauname nelygybę 

(x-4)x-1(x-3)(x-3)«0, аша (х-3)(х-4)(х-1)<0. 

Sia nelygybe galima spresti keliais büdais. 

1 būdas. Skaičių ašyje pazymékime nežinomojo x reikšmes x=3, 
x=4, х-1, su kuriomis sandauga 
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(x -3) (x - (x -1) 
lygi nuliui ir nurodykime minėtos sandaugos ženklą kiekviename 
intervale (26 pav.). 


26 pav. 

Kadangi (x -3) 20, kai xe R, tai sandauga (x -3) (x - 4)(x - 1) 
nekeičia ženklo pereinant per tašką x = 3. Matome, kad nelygybė teisinga 
intervaluose (1;3) ir (3;4) t.y. duotosios nelygybės sprendinių aibė yra 
šių dviejų intervalų sąjunga (1; 3) (3; 4). 

2 būdas. Kai x £3, tai (x-3) >0, ir abi nelygybės 

(x -3Y (x - 4)(х -1) «0 

puses galima dalyti iš (x— зу. Kai x-3, gauname neteisinga 

nelygybę 0 «0, todėl x 23 nėra duotosios nelygybės sprendinys. 


Taigi duotoji nelygybė yra ekvivalenti sistemai ts Jx-1)«0, 


Skaičių tiesėje atidedame skaičius 4; 1 ir intervaluose parašome 
ženklus (27 pav.). 


27 pav. 
Nelygybés (x-3)(x-4)(x-1)«0 sprendinių aibė yra intervalų 
(1;3) ir (3:4) sąjunga: (1;3)‹(3;4). Pabrėžiame, kad rašant 
nelygybės sprendinius iš intervalo (1;4) reikia išmesti skaičių 3! 


f) Pastebėkime, kad x?+2x+5>0 su visomis realiosiomis 
nežinomojo x reikšmėmis, nes diskriminantas 0 = 22 –4:1-5 = –16 yra 


neigiamas skaičius, o koeficientas prie x“ yra teigiamas skaičius. 


Vadinasi, abi duotosios nelygybés puses padalije i$ kvadratinio 
trinario x? - 2x - 5, gausime jai ekvivalenčią nelygybę 
(x-3Y (x41)x-6)20. 
Skaičių tiesėje atidėkime nežinomojo x reikšmes x-3, x--l, 
x=6, su kuriomis sandauga (x-3)(x«1)(x-6) lygi nuliui ir 
nustatykime jos ženklą kiekviename intervale atskirai (28 pav.). 


28 pav. 
Kadangi skaičiai —1; 3 ir 6 yra duotosios nelygybės sprendiniai, tai 
skaičių tiesėje juos pažymime juodais skrituliukais. 
Kadangi (x-3) 20, kai xe R, tai sandauga (x-3) (x + 1)(x — 6) 
nekeičia ženklo pereinant per tašką x —3. 
Duotosios nelygybės sprendiniai yra tie intervalai, kuriuose parašytas 
ženklas „+“, be to, nelygybės sprendinys yra ir skaičius 3. 


Taigi nelygybės (x-3) (x+1)(x? +2x+ 5Хх -6)20 sprendinių aibę 
sudaro intervalų (-00:-1| ir [6;+00) sąjunga (-0;-1]U[6;+0) їг 
skaičius 3. 

g) Pirmiausia kvadratinį trinarį x7-8x+15  išskaidome daugi- 
namaisiais: 

x! - 8x «15 = (x - 3)(x - 5). 

Gauname nelygybę (x - 3)(х – 5)(x - )(x- 4)! «0. 

Koordinačių tiesėje pažymėkime taškus x=3, х-5, х-1, х-4 
ir nurodykime sandaugos (х – 3)(x — 5)(х —1)(x — 4)? ženklą kiekviename 
intervale (29 pav.). 


Kadangi (x-4) 20, kai xe R, tai sandauga 
(x -3Y(x - 5)(х - 1)(x - 4) 

nekeičia ženklo pereinant per tašką x= 4. 

Skaičiai 1; 3; 4; 5 nėra duotosios nelygybės sprendiniai, todėl 
skaičių tiesėje juos žymime baltais skrituliukais. Nelygybės sprendiniai yra 
tie intervalai, kuriuose parašytas ženklas „—“. Taigi nelygybės sprendinių 
aibę sudaro intervalų (-с0:1), (3;4) іг (4;5) sąjunga: 

(-ә;1)0(3; 4)02(4; 5). 

Atsakymas. а) [-3;2)0[4; +оо); Ы) (7-9;-3)0(0;3); 

с) 0; [4; +); d) (-ә; –6)0(-4;1)0(2;4); е) (1;3)0(3;4); 
f) (-%; –1]0{3)0[6; +оо); g) (–;1)0(3;4)0(4; 5). 


Intervalu metodu patogu spresti ir trupmenines nelygybes 


Ло) у T, fe, 10) 
0) 9* 69? 9 a6) a 


ба f(x) ir g(x) yra daugianariai. 


Pateiksime tokių nelygybiu sprendimo pavyzdžių. 


2 pavyzdys. Intervalų metodu išspręskime nelygybes: 


х-3 a. (х-2)(х+1) oo. 
a) + s 605 b) um «0; 
12 5х+4 
>3; © 
9 gj Ч lor 7 
(х-3) . | x -x-12. L 
9 x«l s 0 x44 29 
7x-12- x? 2x142x425 |, 
8) — «0; — FI; 
2x'-x-3 x +8х+15 
2 
Ao +3х-18 < 
-x!-x412 
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Sprendimas. a) Pereinant per taškus x -3 ir х= 5 trupmena 
Х-3 keičia Zenkla. 
x-5 


A x-3 Е 2 
Reiskinio p reikšmiu + — a "+ 
ženklai atitinkamuose intervaluose 3 39 5 x 
pavaizduoti 30 paveiksle. Matome, pay; 


kad duotosios nelygybės sprendinių aibė yra intervalas (3 ; 5). 


b) Pereinant per taškus —3; -1, 2 keičiasi trupmenos 


(Е-2/5-1) reikšmiu Zenklas. 
x+3 


Minėtieji skaičiai padalija skaičių tiesę į 4 intervalus (31 pav.). 


-3 -1 2 x 
31 pav. 


Kai х=-1 ir x=2, trupmenos саа. reikšmė lygi nuliui. 


Todėl skaičiai -1 ir 2 yra duotosios nelygybės sprendiniai (tie taškai 
skaičių tiesėje pažymėti juodu skrituliuku). 

Kadangi duotoji trupmena neturi prasmės, kai х= – 3, tai skaičius 
—3 nėra nelygybės sprendinys (taškas х= —3 skaičių tiesėje pažymėtas 
baltu skrituliuku). Viename intervale nustatykime reiškinio 

(x-2)(x+1) 
x+3 

Pavyzdžiui, intervale (2; + о) reiškiniai x-2, x+1, x+3 ir pati 
minėtoji trupmena įgyja teigiamas reikšmes. Toliau, eidami iš dešinės į 
kairę, pakaitomis keiskime ženklus intervaluose (32 pav.). 


ženklą. 
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Nelygybė teisinga tuose intervaluose, kur parašytas ženklas „—“, t.y. 
intervaluose (—o»; —3) ir [-1;2]. Taigi nelygybės sprendinių aibė yra šių 
dviejų intervalų sąjunga (-+;-3)U[-1; 2]. 


с) Pertvarkykime duotąją nelygybę: 

12 12-3x-6 6-3x 3(2- x) 1 

T 794 To узы ET аи 
Ты “G Д 


x+2 I x«2 
Paskutiniosios nelygybės abi puses padauginę i$ (-1) gausime 
priešingos prasmės nelygybę: 


х=2 «0. Pereinant per taškus —2 ir 2 keičiasi trupmenos х-2 
x+2 x+2 
reikšmių ženklas. 
OPES x-2 А А 
Reiskinio TE. reikšmiu £^ ai 2h < 
Zenklai intervaluose pavaizduoti -2 2 х 


33 paveiksle. 33 pav. 


x- 


Kai x-2, trupmena lygi nuliui, todėl skaičius 2 yra 


duotosios nelygybės sprendinys (taškas х= 2 skaičių tiesėje pažymėtas 
juodu skrituliuku). 

Kadangi trupmena neturi prasmės, kai x=-2, tai skaičius —2 nėra 
nelygybės sprendinys (taškas x=-2 skaičių tiesėje pažymėtas baltu 
skrituliuku). 

Matome, kad nelygybė teisinga intervale (-2; 2]. 


d) Duotąją nelygybę pertvarkykime: 


5х+4_ 0 5x*4-x(1-x) co x'+4x+4 0 
1-х НЬ. 1-х p 1-х `? 
(x42) Pa (x+2) 

ауес (1), 22 20. 


Sprendžiame paskutiniąją nelygybę. 


Koordinačių tiesėje pažymėkime taškus x--2 ir x-l ir 


(х+2) 
х-1 


= "SZ = N 
же 1 x 
34 pav. 
Л 2 А " (x + 2y dis 
Kadangi (х-2) 20, kai xe К, tai trupmena = nekeičia 


nurodykime trupmenos ženklą kiekviename intervale (34 pav.). 


ženklo pereinant per tašką х--2. Iš 34 paveikslėlio matome, kad 
nelygybė teisinga intervale (1; +оо) ir tuomet, kai х--2. 


е) Koordinačių tiesėje pažymėkime nežinomojo x reikšmę x=3 , su 
(x-3) 

х+1 
trupmena neturi prasmės, o taip pat nurodykime šios trupmenos ženklą 
kiekviename intervale (35 pav.). 


kuria trupmena 


lygi nuliui ir reikšmę x--1, su kuria ši 


Reikšmė x=3 yra nelygybės 


sprendinys, todėl ją skaičių tiesėje "os, A bs F 
pažymime juodu skrituliuku, o reikšmė A 3 x 


x--] néra nelygybés sprendinys, 35 pav. 
todėl ja pažymime baltu skrituliuku. 


2 
Kadangi (x-3) 20, kai xe R, tai trupmena 6-9. nekeičia 


ženklo pereinant per tašką x=3. Iš 35 paveikslo matome, kad nelygybė 
teisinga intervale (-оо:-1) ir tuomet, kai x=3. 


f) Pirmiausia pastebėkime, kad х2 +4>0 su bet kuria realiąja 
nežinomojo x reikšme. Vadinasi, abi nelygybės puses galime dauginti iš 
reiškinio х? +4; nelygybės ženklas nesikeičia. Kvadratinį trinarį 
išskaidome dauginamaisiais: 

x!- x-12- (x - 4(x +3). 
Taigi duotoji nelygybé yra ekvivalenti nelygybei 


(x-4)(x43)20, kurią spresime intervalų metodu. 

Skaičių tiesėje pažymėsime nežinomojo x reikšmes, su kuriomis 
sandauga (x - 4)(x +3) lygi nuliui, t.y. skaičius 4 ir —3. 

Gauname 3 intervalus (36 pav.), хз T 
kurių kiekviename pažymime san- — CE 1 » 
daugos (х – 4)(x +3) ženklą. 36 pav. 

Kadangi abu sandaugos dauginamieji х-4 ir x+3 yra tiesiniai, tai 
kraštiniame dešiniajame intervale rašome ženklą „+“, į kairę nuo jo rašome 
ženklą „—“, paskui vėl „+“, t.y. kaitaliojame ženklus „+“ ir „—“. 

Tada duotosios nelygybės sprendinių aibę sudarys tie nežinomojo x 
reikšmių intervalai, kuriuose parašytas ženklas „+“. Taigi nelygybės 
sprendinių aibę sudaro dviejų intervalų (-00;-3] ir [4;+0) sąjunga 
(7o; -3]u[4; +0). 

g) Trupmenos skaitiklyje ir vardiklyje esančius kvadratinius trinarius 
išskaidę dauginamaisiais, gauname tokią nelygybę 

(x- 4)G- 3) 
(х+1)(2х-3) 50; 
Para$e trupmenos skaitiklyje esantį dauginamąjį 3-x pavidalu 
-(х-3) ir abi nelygybės puses padauginę iš —1, gauname tokią nelygybę 
(x—3)(x- 4) 
(ХУ102х-3) 0: 
Sia nelygybe spresime intervalu metodu. 


Skaičių tiesėje paZymime nežinomojo x reikšmes, su kuriomis 
kairėje nelygybės pusėje esančios trupmenos reikšmė lygi nuliui arba iš 
viso neegzistuoja, t.y. 

3 
-l; 5 3; 4. 

Kadangi šie skaičiai nėra duotosios nelygybės sprendiniai, tai juos 
skaičių tiesėje pažymime baltais skrituliukais (37 pav.). Gauname 5 
intervalus. 
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= 3 3 4 x 


2 37 рау. 


Raskime trupmenos ženklą kraštiniame dešiniajame intervale 
(4;+0). Šiame intervale visi keturi reiškiniai 
(x-3), (x-4), (х+1), (2х-3) 
įgyja tiktai teigiamas reikšmes, todėl trupmena 
(x-3)(x- 4) 
(х+1(2х-3) 
šiame intervale irgi įgyja tiktai teigiamas reikšmes. Tą intervalą 
atitinkančią skaičių tiesės dalį pažymėkime ženklu „+“. Toliau eidami iš 
dešinės į kairę, pakaitomis keiskime ženklus intervaluose (38 pav.). 


38 pav. 
Iš 38 paveikslėlio matyti, kad nelygybė teisinga , kai x priklauso 
intervalams, kuriuose parašytas ženklas „+“, t.y. 


(-x;-1), (5:3). (4; +0). 

Taigi nelygybės sprendinių aibę sudaro šių trijų intervalų sąjunga 
Ce;-Do(3:3)o ; +оо). 

h) Duotaja nelygybe pertvarkome: 
2x! 42x25 x 

x! +8x+15 
2x! +2х+25- x! -8x-15 2 
x! +8х+15 


х? -6х+10 
х +8x+15 


1<0, 


0, 


<0 (1) 
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Randame lygčių 
х2-6х+10=0 ir х +8x+15=0 sprendinius. 

Sprendžiame lygtį x*-6x+10=0. Šios lygties diskriminantas 
D=b°-4ac=(-6)} -4-10=-4 yra neigiamas, o koeficientas prie x? 
yra teigiamas skaičius, todėl reiškinys x*7-6x+10 su visomis 

nežinomojo x reikšmėmis įgyja tik teigiamas reikšmes. 
Lygties x? +8x+15=0 sprendiniai yra x =-3 ir х,=—5, todėl 
х? +8х+15 = (х+3)(х+ 5). 
Vadinasi, (1) nelygybé уга ekvivalenti nelygybei 
x?-6x410 2 
(х +3)(х + 5) 
Kadangi reiškinys x^ – 6х +10 su visomis nežinomojo x reikšmėmis 
įgyja tik teigiamas reikšmes, tai (2) nelygybė yra teisinga, kai 
(x+3)(x+5)<0. 


0. (2) 


Šią nelygybę sprendžiame intervalų metodu. Koordinačių tiesėje 
pažymėkime taškus х--5 ir x--3 ir nurodykime reiškinio 
(x +3)(x + 5) ženklą kiekviename intervale (39 pav.). 

Matome, kad nelygybės 
sprendinių aibė yra intervalas ЁС эь. S NAE SL 


š _5 -3 x 
(-5:-3). 39 рау. 
i) Duotaja nelygybe pertvarkome: 
2 Эл 2 = 2 " 
X uns 18 (со, x *3x aas +х 12 <0, 
-x -х+12 x —x412 
2 2 
2x *4x-30 4 x^ +2х-15 (х-3)(х+5) ү, 


-xi-x412 ` xiex-12 `° (х-3)(х+4) 
Nelygybės apibrėžimo sritis: 


xeR, xz3, xz-4. 


Paskutiniąją nelygybę galime supaprastinti, jos skaitiklį ir vardiklį 
padaliję iš bendrojo dauginamojo х-3, bet laikydami, kad x+3. 
x+5 


Gauname sistemą 4 x 44 
х#3. 


Pirmajai sistemos nelygybei taikome intervalų metodą. Skaičių tiesėje 


20, (2) 


pažymėkime taškus х--5, х--4 ir nurodykime trupmenos IL 


ženklą kiekviename intervale (40 pav.). 
+ x - xe + 
4 


3 x 


А 40 pav. 

Matome, kad nelygybé х+5>0 teisinga intervaluose (оо ; – 5], 
(-4; +0). 

Тада (2)nelygybiu sistemos, o tuo pačiu ir pradinės nelygybės 
sprendinių aibę sudaro intervalų (-o»;—5], (-4;3) ir (3; +оо) sąjunga: 

(-9;-5]U(-4;3)U6; +). 

Atsakymas. a) (3;5); b) (-0;-3)U[-1;2]; с) (-2:2|, 

d) х--2, (1540), е) (-;-1), х=3; 0 (-ә;-3]0[4; +); 


D Co;-)o(3:3)o(:e9): № (-5;-3); 
i) -0;-5]U(-4;3)U(3; +0). 


Pabaigai išspręsime keletą realaus turinio uždavinių, sprendžiamų 
sudarant nelygybes. 


3 pavyzdys. Kateris nuplaukė upe pasroviui 20km ir grįžo atgal. 
Upės tėkmės greitis lygus jm. Koks gali büti katerio greitis 


stovinčiame vandenyje, kad visa kelionė truktų ne daugiau kaip 5 
valandas? 


Sprendimas. 
Sakykime, kad katerio greitis stovinčiame vandenyje yra x m. 


Kateris plaukė pasroviui 4 = vA valandų, o prieš srovę t, = 23 


valandų. 


Pagal sąlygą kelionė turėtų trukti ne daugiau kaip 5 valandas, todėl 
20 20 


t, * t, 55. [state t, ir t, , gauname nelygybę px ire 555) 
Pertvarkome šia nelygybe: 
20 , 20 
:13*5-3 250, 
20(x-3)«20(x43)-5(à -9 «0 
(x-3)(x +3) Бас 
(x-3)(x43) 2 
-5x! +40x+45 | 
76-3643 | C9 
x!-8x-9 


— 20. 
(х—-3)(х +3) 
Lygties x? -8x-9-0 šaknys x, 2-1 ir x, =9. 
Išskaidome skaitiklį dauginamaisiais х? -8x —9 = (x +1)(х-9). 


(x4 1)(x-9) А : 
Nelygybe (х—=З)(х +3) З)(х +3) > 0 sprendžiame intervalų metodu (41 pav.). 


41 pav. 
Katerio greitis turi būti didesnis už 3, ty. x>3, nes greitis negali 


būti neigiamas ir mažesnis už upės tėkmės greitį, kuris lygus 3 m. 
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Vadinasi, katerio greitis stovinčiame vandenyje turi būti skaičius iš 
intervalo [9 ; +). 


Atsakymas. [9 ; +). 


4 pavyzdys. Du darbininkai dirbdami kartu darbą atlieka ne daugiau 
kaip per 4 valandas. Jeigu pirmasis darbininkas dirbtų vienas, tai darbą 
atliktų 6 valandomis greičiau negu antrasis dirbdamas vienas. Kiek dau- 
giausiai valandų gali užtrukti pirmasis darbininkas atlikdamas visą darbą? 

Sprendimas. Sakykime, kad pirmasis darbininkas vienas visą darbą 
atlieka per x valandų, tada antrasis užtrunka x+6 valandas. 


Per vieną valandą pirmasis darbininkas atlieka i darbo dali, antrasis 


1 А : : š š 1 1 
ТҮҮЖ darbo dalį, o kartu dirbdami per vieną valandą atlieka = ts e 


darbo dali. 
Sudarome nelygybe: 


iii 


46+6)+4х-х(х+6) o 
4х(х +6) Pis 
4х+24+4х- x! - 6x 
4x(x 6) 
-x!42x424 
4x(x +6) 
x'-2y-2 _. 
x(x+6) 7 


Lygties x? -2x-24-0 šaknys x, =6 ir x, 2-4. 


20, 


20|-(-4), 


Skaitiklį išskaidę dauginamaisiais 
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x! - 2x 24 = (x - 6)(x +4), 
gauname ekvivalenčią pradinei nelygybei: 
(х- 6)(х +4) 
х(х+6) 
Kadangi valandų skaičius x turi 
būti teigiamas skaičius, tai išsprendę EPS AN х ЭРЧ 
nelygybę intervalų metodu (42 pav.), 0 x 
gauname, kad x e (0; 6]. 


«0. 


42 рау. 


Vadinasi, pirmasis darbininkas atlikdamas visą darbą užtrunka 
daugiausiai 6 valandas. 


Atsakymas. 6h. 


9.5. DVIGUBOS NELYGYBĖS 


Dviguba nelygybė a < f(x) <b ekvivalenti nelygybių sistemai 
/(х)>а, 
fG)«b, 


f()2a, 


o nelygybė a < f(x) < b — sistemai Un <b. 


1 pavyzdys. Išspręskime nelygybes: 
a) 2<3x+5<8, b) -8« x? +6x<-5. 
Sprendimas. a) 1 büdas. Duotaja nelygybe pertvarkome: 
2-5<3x+5-5<8-5, 
-3«3х«31:3, 
-Ї«х«1. 
Vadinasi, nelygybės sprendinių aibė yra intervalas (-1;1). 
2 būdas. Dviguba nelygybė 2<3x+5<8 ekvivalenti nelygybių 


3x+5>2, 


sistemai 42 
19 +5<8. 


SprendZiame šia sistema: 
3x>2-5, 3x»-3, х»-1, ал 
3х«8-5, 3x«3; x«l; Ë 

Matome, kad sistemos sprendinių aibė yra intervalas (-1:1). Sis inter- 


valas yra ir duotosios dvigubos nelygybės 2 < 3::+ 5 <8 sprendinių aibė. 


b) Dviguba nelygybė -8 < x? +6x<-5 ekvivalenti nelygybių sistemai: 
x +6x<-5, : x! +6х+5<0, 
x '+6x>-8; || lx +6х+8>0. 


Paskutiniosios sistemos kiekvienos nelygybės kairiąją pusę išskaidę 
dauginamaisiais, gauname tokią sistemą: 


(i 
(x+2)(x+4)>0. 


Šios sistemos kiekvieną nely- 


gybę išsprendę intervalų metodu + > 4 " N ex + 


(43 pav.), randame, Кай nelygybés -4 -2 х 
(x+1)(x+5) «0 sprendinių aibė 43 pav. 

yra intervalas (-5;-1), o nelygybės (x+2)(x+4)>0 sprendinių aibė 
yra dviejų intervalų (-о0:-4) іг (-2;+0) sąjunga. Pažymėję abiejų 
nelygybių sprendinius skaičių tiesėje (44 pav.) matome, kad nelygybių 
sistemos sprendinių aibė yra dviejų intervalų (-5; – 4) іг (-2;-1) sąjunga. 


-5 -4 -2-1 * 
44 pav. 


Taigi nelygybiu sistemos sprendinių aibė yra (-5;-4)U(-2;-1). 
Atsakymas. а) (-1;1); b) (-5;-4)U(-2;-1). 


2 pavyzdys. Su kuriomis kintamojo x reikšmėmis reiškinio E 
reikšmės priklauso intervalui (—2 ; 0) ? 
Sprendimas. Uždavinio sprendimas suvedamas į dvigubos nelygybės 


-2< M «0 sprendimą. Ši nelygybė ekvivalenti nelygybių sistemai 


1 1 
= x + 3) X+— 
x-1,550, Elt ү, “ШАЛ. >0, ai, — 3.0. 
х+1 х+1 х+1 х+1 х+1 
mI 
: : + + 
Nelygybių sis om s 
elygybiu sistemos xal ян 1 > 
>0 
х-1 + Ë / N ан 4 
pirmaja ir antraja nelygybes spren- 21-11 Х 
džiame intervalų metodu (45 pav.). 3 
Matome, kad pirmosios nelygybės 45 pav. 


sprendinių aibė yra intervalas (—1;1), o antrosios nelygybės sprendinių 


aibė yra intervalų (-0;-1) ir (39) sąjunga. Pažymėję abiejų 


nelygybių sprendinius skaičių tiesėje (46 pav.) matome, kad nelygybių 


sistemos sprendinių aibė yra intervalas (54). Sis intervalas yra ir 


dvigubos nelygybės —2 < I < 0 sprendinių aibė. 


Atsakymas. (-4 ; ). 46 рау. 


221 


9.6. NELYGYBĖS SU MODULIO ZENKLU 


Nelygybés su modulio Zenklu yra tokios nelygybés, kuriose reiskiniai 
su nežinomaisiais yra po modulio ženklu. Pavyzdžiui, tokios ута 
nelygybės 

үХ|»2, |x-5|<3, |5x-3|» 6x-2, |x-4|+|2x+6|>10 ir pan. 

Nelygybes su modulio ženklu galima spręsti įvairiais būdais. 
Išsiaiškinsime tokių nelygybių sprendimą nagrinėdami pavyzdžius. 


1 pavyzdys. Išspręskime nelygybės: а) |x|<2; Ы) |x+2|<-3; 
2x-1 
с) |x-1|<3; d) |3-2х|<5; е) TU «2. 


Sprendimas. Visų nelygybių bendras pavidalas уга |A(x)|<a; ба 
A(x) - reiškinys su vienu nežinomuoju x, a - realusis skaičius. 

Galimi sekantys atvejai: 

1.Jei a<0, tai nelygybė | 4(x)| са sprendinių neturi. 

2. Kai a>0, tai nelygybę | 4(x)| < a galima spręsti keliais būdais. 

1 būdas. Jei а>0, tai nelygybė |A(x)|<a ekvivalenti dvigubai 


nelygybei -a < A(x) «a, kurią galima pakeisti nelygybių sistema 


05 d 
A(x)» -a. 


2büdas. Kai a>0, tai nelygybės |А(х)|<а abi pusės yra 
neneigiamos, todėl jas abi pakėlę kvadratu gausime nelygybę 
(A(x)? «a? ekvivalenčią duotajai. 

Dabar galime spręsti duotąsias nelygybes. 

a) Nelygybė |x|«2 ekvivalenti dvigubai nelygybei -2«x«2. 
Taigi šios nelygybės sprendiniai yra visi skaičiai iš intervalo (-2;2). 

b) Nelygybé |x +2|< —3 sprendinių neturi realiojo skaičiaus modulis 


yra neneigiamas skaičius, o bet kuris neneigiamas skaičius negali būti 
mažesnis už neigiamą skaičių (-3). 
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с) 1 būdas. Nelygybé |x-1|«3 ekvivalenti dvigubai nelygybei 
-3«х-1«3, o ši nelygybė ekvivalenti nelygybių sistemai 


x-1«3, 
x-1»-3. 


Išsprendę šią nelygybių sistema gauname, kad jos sprendinių aibė, o kartu 
ir duotosios nelygybės su moduliu sprendinių aibė, yra intervalas (–2 ; 4). 

2 būdas. Pakėlę abi nelygybės |x-1|<3 puses kvadratu, gauname 
jai ekvivalenčią nelygybę |х-1| <37. Nelygybė |х-1| «3? ekvivalenti 
nelygybei (x-1) «9, arba х? -2x-8<0. Šios kvadratinės nelygybės 
sprendinių aibė yra intervalas (-2;4). 


d) 1 būdas. Nelygybė |3-2x|<5 ekvivalenti dvigubai nelygybei 
-5<3-2x<5, kurią keičiame nelygybiu sistema 
8 -2х<5, 
3-2x2-5. 
Sprendžiame šią sistemą: 


rie ese que: тш 


3-245:45, rsg kC 144, 1979 


Taigi duotosios nelygybės sprendinių aibė yra uždaras intervalas [-1; 4]. 


2 būdas. 
|3-2x|<5,  |3-2x|'ss?,  QG-2xy <5,  9-12x«4x!«25, 
4х7-12х-1650| 4, х?-3х-4<0, -1<х<4. 
„|2x-1 3 зуй" : А 
e) Nelygybė 13 «2 ekvivalenti dvigubai nelygybei 
2х-1 
-2«2*-1.2, abanelygybiusistemai 1353 EM 
x43 , увуоіц 2x-1 
x+3 


Sprendžiame šią sistemą: 


2x-1 2х-1 2х-1-2х-6 . -7 


2^ xg Ub x*3 бу a 
25-18: ла i220; 2х-1+2х+6 _ : л 0: 
x3 +3 x+3 x+3 
х+3>0, х>-3, — Aus 
4x+5>0; E 3 a 

47 pav. 


Pažymėję abiejų sistemos nelygybiu sprendinius skaičių tiesėje 
(47 pav.) matome, kad sistemos sprendinių aibė yra intervalas ur + =). 
Šis intervalas yra ir duotosios nelygybės su moduliu sprendinių aibė. Taigi 


duotosios nelygybės sprendinių aibė yra intervalas (14 5 +). 


2 būdas. Duotoji nelygybė ekvivalenti nelygybei 
2х-1| 


2 : 2-1) 
"ES. «2, ty. nelygybei (25 «4 


Paskutiniaja nelygybe pertvarkome: 


4x! - 4x41 Ax! - Ax «1- 4x? - 24x - 36 
— ——-4«0, — hi, 
x +6х+9 х? +6х+9 

-28x-35 28x+35 4x+5 

— «0 ——— — »0, -> 
x'+6x+9 х? +6х+9 (х+3) 


Gautoji nelygybė ekvivalenti sistemai: 


EAE 


2 . 
y». , nes (х+3) >0, kai xeR, xz-3. 


Šios sistemos sprendinių aibė yra intervalas (4 ч +). 


Atsakymas. а) (—2 2); b)nelygybé sprendinių neturi; с) (2; 4); 
d) [-1;4]; e) (24:49). 


2 pavyzdys. Išspręskime nelygybes: 


a) |x| » 6; b) |x «1|» -2; с) x-2|» 4; 


2 
x -3x+1 > 


d) |2x+3|25; е) 


x-2 | 
=>; 0 


x -l 


Sprendimas. Visų nelygybių bendras pavidalas yra |A(x)|>a; čia 
A(x) – reiškinys su vienu nežinomuoju x, а - realusis skaičius. 

Galimi sekantys atvejai: 

1.Jei a«0, tai nelygybės |A(x)|>a sprendinys yra bet kuris 
realusis skaičius, priklausantis reiškinio A(x) apibrėžimo sričiai. 

2. Kai a20, tai nelygybę | 4(x)| >a galima spręsti keliais būdais. 

1 būdas. Remiantis modulio apibrėžimu, nelygybės | 4(x)| > a sprendinių 
aibė yra dviejų nelygybiu А(х)> а ir A(x)<-a sprendinių aibių sąjunga. 

2 būdas. Abi nelygybės | А(х)| > a puses pakėlę kvadratu gausime jai 
ekvivalenčią nelygybę (А(х))* > a°. 

Dabar galime spręsti duotąsias nelygybes. 

a) Nelygybės |x|» 6 sprendinių aibė yra dviejų nelygybiu x>6 ir 
x<-6 sprendinių aibių sąjunga, t.y. intervalų 

(6; +оо) ir (-00;-6) sąjunga: (-0;-6)U(6; +). 

b) Nelygybės |x+1|>-2 sprendinių aibė yra visų realiųjų skaičių 
aibė R, t.y. intervalas (оо; +оо). 

с) 1 būdas. Nelygybės |x-2|»4 sprendinių aibė yra dviejų 
nelygybių x-2»4 ir x-2<-4 sprendinių aibių sąjunga. Pirmosios 
nelygybės sprendinių aibė yra intervalas (6 ; + о), о antrosios – intervalas 
(-9;-2). Taigi nelygybės |x-2|>4 sprendinių aibė yra šių intervalų 
sąjunga: (-0;-2)U(6;+0). 

2 būdas. Nelygybés |х-2|»4 abi puses pakėlę kvadratu gauname 
ekvivalenčią jai nelygybę (x-2) >4°, ty. kvadratinę nelygybę 
x! - 4x -12» 0. Šios nelygybės sprendinių aibė yra intervalų (-00;- 2) 
ir (6;+00) sąjunga: (-0;-2)U(6; + 0). 
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d) 1 būdas. Nelygybés |2x+3|25 sprendinių aibė yra dviejų 
nelygybių 2х-325 ir 2x+3<-5 sprendinių aibių sąjunga. Pirmosios 
nelygybės sprendinių aibė yra intervalas [1; + о), o antrosios — intervalas 
(-0;-4]. Taigi duotosios nelygybės sprendinių aibė yra šių dviejų 
intervalų sąjunga (-0;-4]U[1; +оо). 

2 būdas. Nelygybės |2х+3|> 5 abi puses pakėlę kvadratu gauname 
jai ekvivalenčią nelygybę (2х+3) 225. Pertvarkę šią nelygybę, 
gauname jai ekvivalenčią kvadratinę nelygybę x2+3x-420, kurios 
sprendinių aibė yra dviejų intervalų (-00;-4] ir [1;+0) sąjunga 
(79; - 4]u[L ; +оо). 


e) Nelygybés ES 8 > 5 sprendinių aibė yra dviejų nelygybių 
x-2 . x-2 TNT 
те 7 >5 г PE « —5 sprendinių aibių sąjunga. 


Pirmosios nelygybės sprendinių aibė yra intervalas (-2-4) o 


antrosios — intervalas (-s-5). Taigi duotosios nelygybės sprendinių 


3 
б. ОРИГ : 21, . 19 
aibė yra šių dviejų intervalų sąjunga ар -8|u|-8; =з). 
f) Duotosios nelygybės sprendinių aibė yra dviejų nelygybiu 
2 _ 2 _ 
Е 2] ir х-ы 5-1 sprendinių aibių sąjunga. 
x'-1 x'-l 
Sprendžiame kiekvieną iš šių nelygybių atskirai: 
2 2. 2. a 
1) x AH. А х СЭ bep. x 281 X 810: 
x'-1l x'-1 x'-1 
Є -3(х- 3) х-2 
+2 „ Eg ғо |:(-3). 3 20 
x -l x -l (х—1)(х +1) 
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Paskutiniajai nelygybei spręsti taikome intervalų metoda (48 pav.). 
Matome, kad nelygybę tenkina neZinomojo x reikšmės iš intervalų 


(79;-1) ir | 24) ty. nelygybės sprendiniai yra šių dviejų intervalų 
2 


sąjunga: (-ө:-042:) 3, + 
— 7-1 1 х 
48 pav. 
424 2 _ T 2. 
2 x SENE te x SERT bet, x g loo, 
x'-1 x'-1 x^-1 
2 -3x 245-3) 5(х-3) 
= — «0, «0. 


xl-1 7° (х—1)(х +1) (х—1)(х +1) 
Paskutiniajai nelygybei spręsti taikome intervalų metodą (49 pav.). 
Gauname, kad nelygybę tenkina neZinomojo x reikšmės iš intervalų 


(-1:0| ir (-3| ty. nelygybės sprendiniai yra šių dviejų intervalų 


sąjunga: өр (53 
* * 
-1 0 Ї 3 x 
49 pav. 2 
2 
Taigi nelygybés эы 21 sprendinių aibė yra intervalų sąjunga 
х? 
ЭГ qu 2. „3. 
(-©;—-1)( EVE soli: z]. 


3 pavyzdys. Išspręskime nelygybę |2x — 1| « |3x + 1|. 


Sprendimas. Duotosios nelygybės abi pusės įgyja tiktai neneigiamas 
reikšmes su bet kuria nežinomojo x reikšme. Todėl nelygybės 


|2x-1|< Bx || 


abi puses pakėlę kvadratu gausime jai ekvivalenčią nelygybę 
|2х-1| <|3x+1|*. Kadangi 
[2-1]? = Qx-1y. ir |3х+1> = (ax + D°, 
tai paskutiniaja nelygybe galime perrašyti taip: 
(2x - 1 < (3x +1}. 
Šią nelygybę pertvarkę gausime kvadratinę nelygybę – 5х? -10x «0. 


Šios nelygybės abi puses padauginę iš (4) gausime jai ekvivalenčią 


nelygybę х? +2х>0, kurios sprendiniai yra intervalų (-0;-2] ir 
[0;+00) sąjunga (-0;-2]U[0;+0). Taigi duotosios nelygybės 
sprendinių aibė yra (– оо ; – 2]‹[0; + оо). 
4 pavyzdys. Išspręskime nelygybes: 
a) |x-3|>x+1; b) |2x+4|<3x+2; 
€) x-2|2 x-2; d) x?’ -2|x|- 82 0. 
Sprendimas. Visas duotasias nelygybes galima išspręsti naudojantis 
modulio apibrėžimu: 
|A(x)|= A(x), kai 4(x)20, 
|A(x)|=- A(x), kai 4(x)«0; 
čia A(x) — reiškinys su vienu nežinomuoju x. 
a) Nelygybės |x -3|» x +1 sprendinių aibė yra dviejų nelygybių sistemų 
x-320, . [x-3<0, 
x-3» x«l -(x-3)» x41 
sprendinių aibių sąjunga. Pertvarke šias dvi nelygybiu sistemas 
gauname atitinkamai tokias nelygybiu sistemas 
x23, ir Ј5< 3, 
0-х»4 x«l. 
Pirmoji sistema neturi sprendinių, o antrosios sistemos sprendinių aibė 
yra intervalas (-со,1). Taigi nelygybės |x - 3|» x+1 sprendinių aibė yra 
intervalas (– оо; 1). 


b) Nelygybės |2x+4|<3x+2 sprendinių aibė yra dviejų nelygybių 
sistemų 
2x+420, . [2x+4<0, 
e Š безе 
Pertvarke šias nelygybiu sistemas gauname atitinkamai tokias dvi 
nelygybiu sistemas: 


x2-2 x«-2, 
ыа dr 1 
[з xz-lz. 


Pirmosios sistemos sprendinių aibė yra intervalas [2;+00) (50 pav.), 
o antroji sistema sprendinių neturi (51 pav.). 


sprendinių aibių sąjunga. 


-2 P» -2 11 x 
50 pav. 51 pav. 3 


Taigi nelygybės |2x + 4| 3x +2 sprendinių aibė yra intervalas [2 ; +оо). 


c) Jeigu x-220, tai |х-2|-х-2 ir nelygybė |x-2|2 x-2 
įgauna pavidalą x - 22 x-2. 
Jeigu x-2«0, tai |х-2|--(х-2) ir nelygybė |x-2|2 x-2 
įgauna pavidalą – (x -2)2 x-2. 
Taigi duotosios nelygybės sprendinių aibė yra dviejų sistemų 
2 ir ыыр 
х-2>х-2 -(x-2)2 x-2 


Pirmosios sistemos sprendinių aibė yra intervalas [2;+0), о 


sprendinių aibių sąjunga. 


antrosios — (– оо; 2). Vadinasi, nelygybės |х-2| 2 x-2 sprendinių aibė 
yra šių dviejų intervalų sąjunga, t.y. intervalas (– оо ; +оо). 

Kitaip sakant, duotosios nelygybės sprendinių aibė yra visų realiųjų 
skaičių aibė R. 

d) Nelygybę x! -2|x|-82 0 galima spręsti dviem būdais. 

1 būdas. Remiamės modulio apibrėžimu: 


225 


үХ| x, kai x20, 
Ix|» -x, kai x<0. 
Taigi nelygybės x!-2|x|-82 0 sprendinių aibė уга dviejų 
nelygybių sistemų 
x20, x<0, r" 
I5 -2x-820 ir Is хїї: эл sprendinių aibių sąjunga. 
Pirmosios sistemos sprendinių aibė yra intervalas – [4;+0), о 
antrosios — intervalas (— o ; – 4]. 
Taigi duotosios nelygybés sprendiniu aibé yra dvieju intervalu 
[4;+00) іг (-0;-4] sąjunga (co; - 4]u[4 ; +оо). 
2 būdas. Įveskime naują nežinomąjį: |х| = и. Tada nelygybė 
x! -2|x|- 820 įgaus tokį pavidalą: 
и? -2u-820. 
Išsprendę šią kvadratinę nelygybę randame, kad u x -2 arba u> 4. 
Grįžę prie nežinomojo x, gauname dvi nelygybes |x|<-2 ir 
|x|>4. Pirmoji nelygybė sprendinių neturi, о antrosios nelygybės 
sprendinių aibė yra intervalų sąjunga (– о ; – 4]0[4; +оо). 
Taigi nelygybės x!-2|x|-82 0 sprendinių aibė yra intervalų 
sąjunga (-o; - 4]u [4 ; +оо). 
Atsakymas. 
а) (-©;1); Ы) [2; +оо); c) (-о:400), d) (-o;- 4]u[4; +оо). 
e Nelygybiu su modulio ženklu sprendimas intervalų metodu. 


Intervalų metodu dažniausiai sprendžiamos nelygybės, kurios turi 
keletą modulių ir nė vieno iš anksčiau aprašytų būdų pritaikyti negalima. 
Nelygybių su modulio ženklu sprendimo intervalų metodu algoritmas: 

1)randame kintamojo reikšmes, su kuriomis po modulio ženklu 
esančių reiškinių reikšmės lygios nuliui (randame po modulio ženklu 
esančių reiškinių šaknis); 
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2) nelygybės apibrėžimo sritį šiomis reikšmėmis (taškais) padalijame į 
atskirus intervalus, kurių kiekviename po modulio ženklu esantys 
reiškiniai išlaiko pastovų ženklą; 

3) nustatome po modulio ženklu esančių reiškinių ženklus 
kiekviename minėtame intervale; 

4) remdamiesi modulio apibrėžimu 

ЈО), kai f(x)20, 
(vol уна 1000. 

nustatome, su kokiu ženklu reikia paimti kiekvieną po modulio ženklu 
esantį reiškinį, visuose gautuose intervaluose; 

5) panaikinę modulio ženklą sprendžiame gautąją nelygybę be 
modulių kiekviename intervale atskirai; 

6) tikriname, ar surasti nelygybės be modulio ženklo sprendiniai 
patenka į intervalą, kuriame sprendžiama ši nelygybė. Jeigu patenka, tai jie 
rašomi į atsakymą, jei nepatenka — atmetami. 


5 pavyzdys. Išspręskime nelygybės: а) |х41»2-х, 
b) |x-4|+|2x+6|>10; €) [x+2|-|x-1|+|x-3|<x+4. 
Sprendimas. Po modulio ženklu esančio reiškinio x+1 reikšmė lygi 

nuliui, kai х= -1. Padaliję skaičių tiesę į du intervalus (-00;-1) ir 

[-1;+0) kiekviename jų nustatome pomodulinio reiškinio ženklą 

(52 pav.). Kai x «-1, tai reiškinys x+1 įgyja tiktai neigiamas reikšmes; 

kai x 2-1 reiškinys x+1 įgyja tiktai neneigiamas reikšmes. Taigi 
1) Каі х<-1, tai x+1<0 ir pagal modulio apibrėžimą 

|Įx+1|=-(x+1); 
2)kai x2-1, tai x+120 ir pagal modulio apibrėžimą 
|Įx+1|=x+1. 


Gauname dvi nelygybiu sistemas: 


х<-1, х>-1, 
1) ко, NN 2) enm m 
Šios sistemos atitinkamai ekvivalenčios tokioms sistemoms: 
х«-1, х2-1, 
1) eod: 2) ин 


Pirmoji sistema sprendinių neturi, o antrosios sistemos sprendinių aibė 


yra intervalas e : +=). 


Taigi pradinés nelygybés sprendiniu aibë yra intervalas (3 ; 2) 

b) Pirmiausia randame tas nežinomojo x reikšmes, su kuriomis po 
modulio ženklu esančių reiškinių reikšmė lygi nuliui. Reiškinio x—4 
reikšmė lygi nuliui, kai x=4, oreiškinio 2x+6 reikšmė lygi nuliui, kai 
x=-3 (šios reikšmės yra atitinkamai lygčių x-4=0 ir 2x+6=0 
sprendiniai). 

Taškai x--3 ir x=4 dalija skaičių tiesę į tris intervalus 
(-0;-3], (-3;4] ir (4;+0), kuriuose abu reiškiniai, esantys po 
modulio ženklu, turi pastovų ženklą. Nustatome pomodulinių reiškinių 
ženklus kiekviename intervale atskirai (53 pav.). 


х-4 - | - I + 

9x46 соол. $ : $ 53 pav. 
K К X 
-3 4 


Reiškinių ženklai minėtuose intervaluose nustatomi sekančiu būdu. Iš 
kiekvieno intervalo paimame po vieną patogią x reikšmę, nesutampančią 
su intervalo galiniais taškais (pavyzdžiui, iš intervalo (-о0:-3| paimame 
reikšmę x=-4, iš intervalo (-3;4]- reikšmę x=0, o iš intervalo 
(4; +оо) -reikšmę x=5 іг ją įstatome į kiekvieną reiškinį; reiškinio 
ženklas visame intervale sutampa su apskaičiuotosios reikšmės ženklu. 


Pavyzdžiui, intervale (-00;-3] reiškinys x-4 įgyja tik neigiamas 
reikšmes, nes, kai x=-4, tai -4-4--8«0; 


intervale (-3;4] reiškinys x-4 įgyja taip pat tik neigiamas 
reikšmes (išskyrus šio intervalo galinį tašką x=4), nes, kai x=0, tai 
0-4=-4<0; 


intervale (4; +оо) reiškinys x—4 įgyja tik teigiamas reikšmes, nes, 
kai x=5, tai 5-4=1>0. 


Analogiškai randami reiškinio 2x+6 ženklai minėtuose intervaluose. 


Remdamiesi modulio apibrėžimu, panaikiname kiekvieno reiškinio 
modulio ženklą: 
-(x-4), kai x<-3, 
|х-4|-1-(х-4), kai -3<x<4, 
x-4, kai x>4; 
-(2х-6), kai x<-3, 
|2x+6|=42x+6, kai -3<x<4, 
2x+6, kai x>4. 


Sprendžiame duotąją nelygybę |x—4|+|2x+6|>10 kiekviename 
intervale atskirai. Gauname tris nelygybių sistemas: 


1) x<-3, 2) -3<х<4, 
-(x-4)- (2х+6)>10; -(x-4)+2x+6>10; 
x54, 

3) sean 

Šios sistemos atitinkamai ekvivalenčios tokioms sistemoms: 
4 
x<-3, -3<x<4, x24, 

1) ч 2 Pura » ur 


Pirmosios sistemos sprendinių aibė yra intervalas (-00:-4), 
antrosios — (0;4], o trečiosios — (4; +оо). Sujungę šiuos tris intervalus 
gauname, jog pradinės nelygybės sprendinių aibė yra intervalų sąjunga 
(-0;-4)U(0; + 0). 
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с) Pirmiausia surandame tas neZinomojo x reik$mes, su kuriomis 
pomodulinių reiškinių reikšmės lygios nuliui: 
x+2=0, kai x=-2; 
x-1=0, kai х=1; 
х-3=0, kai х=3. 
Taškais -2, 1 ir 3 padaliję skaičių tiesę į keturis intervalus 
kiekviename iš jų nustatome pomodulinių reiškinių ženklus (54 pav.). 


x+2 = , + + ОТ 4 t 
ao ко = 1 жол 4 54 рау. 
x-3 — `: — 5 — ; + 
-2 1 3 " 
Gauname keturias nelygybiu sistemas: 
m х<-2, 2) —2<х<1, 
-(х42)-х-1-(х-3)«х44, x+2+x-1-(x-3)<x+4; 
3) 1<х<3, 4) х>3, 
x*2-(x-1)-(x-3) «x*4; х+2-(х-1)+х-3<х+4. 
Šios sistemos atitinkamai ekvivalenčios tokioms sistemoms: 
x<-2, -2<х5<1, 
1) uar 2) n x«0; 
1<х<3, х»3, 
3 leo EN x«4 


Pirmoji ir antroji sistemos sprendinių neturi, trečiosios sistemos 
sprendinių aibė yra intervalas (1;3], o ketvirtosios – (3; +). Sujunge 
šiuos du intervalus gauname, jog pradinės nelygybės sprendinių aibė yra 
intervalas (1; +0). 


Atsakymas. a) (3-6) b) (-с0:-4)53(0: +оо); с) (1; +оо). 
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9.7. RODIKLINÉS NELYGYBÉS 


Nelygybes a'»b, a'2b, a'«b, a“*<b (a»0), kurių 
nežinomasis yra laipsnio rodiklyje, vadinamos rodiklinémis nelygybémis. 

Panagrinėkime, kokius sprendinius gali turėti nelygybės a“ >b ir 
a'«b, čia a>0, azl. Kadangi a“ įgyja tik teigiamas reikšmes, tai 
su b<0 nelygybė a“ <Б sprendinių neturės, o nelygybės а*>Ь 
sprendinių aibė bus visi realieji skaičiai. 

Tegul dabar b yra teigiamas skaičius. Jau žinome, kad lygtis a* = b 
turi vienintelį sprendinį; pažymėkime jį х-с. Taigi b= a^, todėl mūsų 
nelygybes galėsime užrašyti taip: nelygybę a“ > Б užrašome а" >а“, o 
nelygybę a^ «b, a^ <a“. 


Nelygybių а" >а, a“<a“ sprendinių aibės уга atirinkami 
intervalai. 


Kai a>1, tai nelygybės a“ > а“ sprendiniai х»с, ty. visi 
intervalo (с; +оо) skaičiai, o nelygybės a“ <a“ sprendiniai x«c 
sudaro intervalą (-00;c) (55 pav.). 

Kai 0«a«1, tai nelygybės а" > а sprendiniai x «c, t.y. intervalo 
(оо; с) skaičiai, о nelygybės a* <a“ sprendiniai хэс yra intervalo 
(c;+00) skaičiai (56 pav.). 


Panašiai sprendžiame ir nelygybes а# > а" arba ад 9?) < q^? pei 


negrieZtas nelygybes а) < a^) афа а >а"). 


1 pavyzdys. Išspręskime nelygybes: 


a) 4" «-2; b) 3*»-9; с) 88 >2; d) 5 >3; 
ЭР? —€— yw T. А 
924; 005501; 8 (3) «Joi h) 004" 2625. 


Sprendimas. a)Pastebékime, kad 4*>0 su bet kuria realiąja 
nežinomojo x reikšme, be to, neigiamas skaičius —2 yra mažesnis už bet 
kurį teigiamą skaičių. Vadinasi, nelygybė 4* < —2 sprendinių neturi. 

b) Pastebėkime, kad 3“ >0, kai xe R, be to, neigiamas skaičius 
-9 yra mažesnis už bet kurį teigiamą skaičių. Vadinasi, nelygybės 


3" >-9 sprendinys yra bet kuris realusis skaičius, t.y. šios nelygybės 
sprendinių aibė yra intervalas (-с0, +оо). 


с) Kadangi 8'-(2') = 2°", tai nelygybę 8“ >2 galima perrašyti 
taip: 2" > 2. Ši nelygybė ekvivalenti nelygybei 3x>1; iš čia x» 


Taigi duotosios nelygybės sprendinių aibė yra intervalas e : +e]. 


d) Kadangi abi nelygybés pusés yra teigiamos su bet kuria realiaja 
nežinomojo x reikšme, tai egzistuoja ir kairiosios, ir dešiniosios pusių 
logaritmai. Išlogaritmavę abi nelygybės puses pagrindu 5 gausime 
duotajai nelygybei ekvivalenčią nelygybę 

log;5* »108,3, афа х-108,5»108,3, iš čia x»log,3. 


Taigi duotosios nelygybės sprendinių aibė yra intervalas (log, 35 +e). 


е) Kadangi 1=2°, tai duotaja nelygybę perrašome taip: 2“ < 2°. 
Laipsnio pagrindas a=2 yra didesnis už 1, todėl nelygybė 2“ «2? 


ekvivalenti nelygybei х <0. Taigi duotosios nelygybės sprendinių aibė 
yra intervalas (—co; 0). 


x 6 
f) Kadangi 0,5" -(3) ‚ 0 ал) , tai duotoji nelygybė įgauna 


х 6 
pavidala (3) (5 Cia laipsnio pagrindas a-j ir 0<2<1, todėl 
yra ekvivalenti nelygybei x26. Taigi duotosios nelygybės sprendinių 


aibė yra intervalas [6 ; +оо). 


8) (3) « d o « (1) 2х>3 х> 3 Nelygybés 
9 27” 3 347 : 2 


sprendinių aibė yra intervalas G; 2 +e]. 


h) Kadangi 625 = 5* ir 


sc( AX XY YY ГЛ айе ua 
004 = (55) -(s) -(3)) (5) 6 ss 
tai duotaja nelygybę perrašome taip: 
57285255 
Si nelygybė ekvivalenti nelygybei -2х24, iš čia x<-2. Taigi 
duotosios nelygybės sprendinių aibė yra intervalas (— o ; - 2]. 


Atsakymas. а) sprendinių aibė; b) (-0;+0); c) (18) 


d) (08,3; +); e) (-®;0); 0 [6; +0); р) (18) h) (-«;-2]. 


Panašiai sprendžiame ir nelygybės a/® > а) arba а/ < a5? 
bei negriežtas nelygybės a? < az) arba af) > a£. 


Žinome, kad rodiklinė funkcija у= а" yra didėjanti, kai а>1, ir 
mažėjanti, kai 0 « a «1. Vadinasi, kai a »1, tai rodiklinė nelygybė 


a/ 9 > aš) ekvivalenti nelygybei f(x)» g(x), o nelygybė 
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а^) «qt 9 ekvivalenti nelygybei f(x)«g(x), nes didesnę 
funkcijos reikšmę atitinka didesnė argumento reikšmė; 
kai 0<a<1, tai rodiklinė nelygybė 
a/ € > aš) ekvivalenti nelygybei f(x) < g(x), o nelygybė 
a/€ «qt ekvivalenti nelygybei f(x)» g(x), nes didesnę 
funkcijos reikšmę atitinka mažesnė argumento reikšmė. 


Analogiškai sprendžiame ir negriežtas nelygybės а! >а ir 
al «gs. 
2 pavyzdys. Išspręskime nelygybes: 
x+6 x «6x 
23)39*»3"77; b) () »(1) 5 3) 25" «(02)^"*; 


JOE 


h) 2*-5* > (0,0001). 


d) (0,04) 7- 2625; e) 7°7*<3; 


3x-1 х-3 


g) į 2 х-1 «8777, 


Sprendimas. a) Kadangi rodiklinés funkcijos pagrindas а-3, o 
3>1, tai duotoji nelygybė ekvivalenti nelygybei 6—x»3x-2,ty. 
nelygybei 4x<8. Šios nelygybės, o kartu ir duotosios rodiklinés 
nelygybės, sprendinių aibė yra intervalas (-00, 2). 


b) Kadangi rodiklinės funkcijos pagrindas а= tenkina dviguba 


nelygybe 0 <1< 1, tai duotoji rodiklinė nelygybė ekvivalenti nelygybei 


x+6<x°+6x, kurią pertvarkę gauname kvadratinę nelygybę 
x! 4 5x -6» 0. Šios kvadratinės nelygybės o kartu ir duotosios rodiklinės 
nelygybės sprendinių aibė yra dviejų intervalų (-00,-6) іг (1; +оо) 
sąjunga (-0;-6)U(1; +оо). 
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2 -2 
c) Pastebėję, kad 25=5 -(%) -(2) -(02)?,  duotaja 


nelygybę užrašykime taip: (0,2) "^9 (02) *?*. 


Si nelygybė ekvivalenti nelygybei -2(х-16) x? +2x, kurią 
pertvarke gauname kvadratinę nelygybę x° + 4x -32 «0. Sios kvadratinés 


nelygybės, o kartu ir duotosios rodiklinės nelygybės, sprendinių aibė yra 
intervalas [-8; 4]. 


d) Kadangi 625= 252 - (19) "Taj =(004)2, tai duotaja 
rodiklinę nelygybę galime užrašyti taip: 
(0,04)°* "5 > (0,04) 7. 
Ši nelygybė ekvivalenti nelygybei 5x-x? -8<-2, kurią pertvarkę 


gauname kvadratinę nelygybę x7-5x+620. Šios kvadratinės 
nelygybės, o kartu ir duotosios rodiklinės nelygybės, sprendinių aibė yra 
dviejų intervalų (-со:2) ir (3; +оо) sąjunga (-0;2)U(3; +оо). 

е) Pastebėkime, kad 7*7*>0, kai хє R. Vadinasi, nelygybės 
7'^* <3 abi pusės yra teigiamos su bet kuria nežinomojo x reikšme. Abi 
duotosios nelygybės puses išlogaritmavę pagrindu 7, gausime jai 
ekvivalenčią nelygybę 

log, 7775 «log,3, arba x-4«1og,3; iš čia x<4+10g,3. 


Vadinasi, duotosios rodiklinės nelygybės sprendinių aibė yra 
intervalas (-0;4+1l0g, 3]. 


0 
f) Kadangi 1- (5) , tai duotaja nelygybę galime užrašyti taip: 


-1 
= 0 
(37 < (4) , 0 pastarąją keičiame jai ekvivalenčia nelygybe 


2 2 
нь 20. Jąsprendžiame intervalų metodu (57 pav.). 


+ 7а = М + 


= 1 x 


57 pav. 
Nelygybés sprendinių aibė yra intervalas (-с0:-2)54| 400). 
g) Duotąją nelygybę pertvarkome: 
1 


3x-1N3 юм 3х-1 3(х-3) 
Ë 4 «Quy; 236-9 «277. 


Ši nelygybė ekvivalenti nelygybei 


3x-1 < 3(x-3) 
3(х-1) 3х-7 ` 
Sprendžiame pastarąją nelygybę: 
2 
Эх-1_3х-9_ 12х-20 0 ROS. nudi 
3x-3 3x-7 (3х-3)3х-7) (-1х-24) 
Šią nelygybę sprendžiame intervalų metodu (58 pav.). 
En al НЬ. a „< ЭРЧ 
i 2, 1 % 
I 3 2 
58 pav. 
Nelygybės sprendinių aibė yra intervalas (—co ; ШЕ 3 21). 


h) Kadangi 2*-5* = (2.5)* -10* іг (00001 =(10*) -107**, 
tai duotąją nelygybę galime užrašyti pavidalu 
10* 2 107**. 


Ši nelygybė ekvivalenti nelygybei х2-4х7, kurią pertvarke 
gauname nelygybę x(4x+1)20. Jos sprendinių aibę sudaro dviejų 
intervalų (-=:-1] ir [0; +оо) sąjunga (-ө:-1| 0-6). 


Taigi duotosios rodiklinés nelygybės sprendinių aibė yra 


(-ө:41| 00:30. 
Atsakymas. а) (-9;2); 5)(-о:-6)5(1:40): с) [-8;4]; 
d) (-о;2)0(3; +); e) (-0:4+10g,3]; 0 (-о:-2) 40) 


Ө(-ө:04(1:24) h) (-e:-1 uto: 2. 


3 pavyzdys. Duota funkcija /(x)= 35-5 Su kuriomis x reikšmėmis 
funkcijos grafikas yra aukščiau tiesės y=17 

Sprendimas. Sudarome nelygybę 0 Nelygybę sprendžiame 
pakeitę 1-3"; 37573) iš čia 

x-x!»0, х(х-1)»0. 

Šios nelygybės sprendinių aibė yra intervalas (0: 1). 

Atsakymas. Kai хє(0:1), tai funkcijos grafikas yra aukščiau tiesės 
у=1. 

Kai kurias nelygybes galima išspręsti pakeitus nežinomąjį. 

4 pavyzdys. Išspręskime nelygybes: 

а)255-25 515, b)5"'"55'.4; c)4'-6.2'«8«0. 

Sprendimas. a) Duotaja nelygybe pertvarkykime: 


2 
215 2217 >15, 2:2 Bs 427-2215. 


Pakeiskime nežinomąjį: 2“ =z; čia 2> 0. 


Tada duotoji rodiklinė nelygybė ekvivalenti nelygybių sistemai 


42-415, 
2 
2>0. 
"mm 
4 4” 
Sprendžiame šią sistema: =. 15, 2>4, 
z>0, z>0. 


231 


I$ paskutiniosios sistemos gauname, kad z » 4 (59 pav.). 


-1 0 4 2 
59 рау. 
Vadinasi, 2" > 4; iš čia x>2. 


Duotosios nelygybės sprendinių aibė yra intervalas (2; oo). 


b) Duotąją nelygybę pertvarkome: 
54-45, 4 [55] —5°-4>0. 


Pažymėkime (įveskime naują nežinomąjį) 5 = у. Gausime 
kvadratinę nelygybę nežinomojo y atžvilgiu: 


5у2-у-4>0. 


Ја išsprendę randame: у < d » y 
Gauname dvi nelygybes: 5* < -4 ir 5 » 1. 


Nelygybė 5* < E sprendinių neturi, nes 5* > 0 su visomis 
nežinomojo x reikšmėmis. 

Sprendžiame nelygybę 5* >1. Turime: 5*>5°, x>0, ty. 
хє(0,4о0). Vadinasi, duotosios rodiklinės nelygybės sprendinių aibė yra 
intervalas (0; +оо). 

€) Pertvarkome duotaja nelygybę: 

02) -6-2"-8-0, (ZY –6:2" +8 <0. 

Pakeičiame nežinomąjį: 2“ = у. Gauname kvadratinę nelygybę 
nežinomojo y atžvilgiu: 

y*-6y+8<0. 

Šios nelygybės sprendinių aibė yra 2< y <4. 

Gauname dvigubą nelygybę 242 44, arba 2<2“<27. 
Paskutinioji dviguba nelygybė ekvivalenti sistemai 
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2 arba Биг ty. l«x«2, xe(1;2). 
«2, А 


Atsakymas. а) (2; +); b) (0; +); c) (1; 2). 


Iki šiol sprestose nelygybése rodiklinės funkcijos pagrindas buvo 
konkretus skaičius. Tačiau kartais pasitaiko rodiklinių nelygybių, kurių 
rodiklinės funkcijos pagrindas – reiškinys su  nežinomuoju. Tokių 
nelygybių sprendimas suvedamas į dviejų sistemų sprendimą. 

Išnagrinėsime pavyzdį. 

5 pavyzdys. Išspręskime nelygybę (x – 3)? Pe 
Sprendimas. Reikia nagrinėti du atvejus: 

а) Каі x-3>1 ir b)O«x-3«l. 
Duotąją nelygybę perrašome taip: 
(x-3)* > (x-3). 
Pastarosios nelygybės sprendinių aibė yra lygčių sistemų 


х-3>1, i m "— 
2x! -7x»0 2x! -7x«0, y Ч 
ЭРЧ, J dat sprendinių aibių sąjunga. 
2x(x-35)»0; Į2x(x-35)<0, °P tib ds ra cd 


Pirmosios sistemos sprendinių aibė yra intervalas (4;+0), о 
antrosios — intervalas (3;3,5). Šių intervalų sąjunga (3; 3,5)(4; +оо) іг 
yra duotosios nelygybės sprendinių aibė. 

Atsakymas. (3 ;3,5) (4; +0). 


9.8. LOGARITMINĖS NELYGYBES 


Nelygybės, kuriose nežinomasis yra po logaritmo ženklu, vadinamos 
logaritminémis. 


Pradėsime nuo paprasčiausių logaritminių nelygybiu sprendimo. 


1 pavyzdys. Išspręskime nelygybes: 
а) log, x < log, 7; b) log, x «log, 7; 
3 3 


3 


€) log, x «3; d) log, x » -5. 
T 


Sprendimas. a) Kadangi logaritmus turi tik teigiami skaičiai, tai 
nelygybės apibrėžimo sritis yra intervalas (0; + о). Kadangi logaritmo 
pagrindas yra didesnis už vienetą, tai funkcija у = log, x yra didėjanti, о 
tai reiškia, kad didesnę argumento x reikšmę atitinka didesnė funkcijos 
reikšmė. Todėl keičiant logaritminę nelygybę racionaliąja, nelygybės 
ženklo nereikės keisti. 

Taigi galime iš karto parašyti, kad nelygybės log, x < log, 7 
sprendinių aibę sudaro x reikšmės, tenkinančios nelygybių sistemą 

x>0, 
хє7: SS аа: 
t.y. sprendinių aibė yra intervalas (0; 7). 

b) Kadangi logaritmus turi tik teigiami skaičiai, tai nelygybės 

apibrėžimo sritis yra intervalas (0; +00). Kadangi logaritmo pagrindas yra 


mažesnis už vienetą, tai funkcija y=log, x yra mažėjanti, o tai reiškia, 
3 


kad didesnę argumento x reikšmę atitinka mažesnė funkcijos reikšmė. 
Todėl keičiant  logaritminę nelygybę гасіопаһаја nelygybės 
ženklą reikės pakeisti (ženklą „<“ keisime į ženklą „>“). 
Taigi galime iš karto parašyti, kad nelygybės log, x<log, 7 
3 3 
sprendinių aibę sudaro x reikšmės, tenkinančios nelygybių sistemą 


e 


b. ty. sprendinių aibė yra intervalas (7; + co). 


с) Visų pirma parašykime skaičių 3 kaip logaritmą pagrindu 2, t.y. 
3=3-log,2=log, 2 = log, 8. Taigi nelygybę log, x «3 galime pakeisti 
jai ekvivalenčia nelygybe log, x < log, 8. Šios nelygybės sprendinių aibę 


sudaro x reikšmės, tenkinančios nelygybių sistemą 


x>0, 


pet Ly. sprendinių aibė yra intervalas (0; 8). 


d) Visų pirma parašysime skaičių -5 kaip logaritmą pagrindu P ty. 


-5-(-5)-log, 


28 
i -log, (+) = log, 2° =log, 32. 
2 2 2 


Taigi nelygybę log, x > –5 galime pakeisti jai ekvivalenčia nelygybe 
2 


log, x > log, 32. Šios nelygybės sprendinių aibę sudaro x reikšmės, 


2 2: 
tenkinančios nelygybiu sistemą 
x>0, "ae М . 
: «32: Ly. sprendinių aibė yra intervalas (0; 32). 


Atsakymas. а) (0;7); b) (7; +оо); c) (0;8); d) (0;32). 


Toliau nagrinėsime šiek tiek sudėtingesnių logaritminių nelygybiu 
sprendimą. Spręsdami šias nelygybes keičiame jas nelygybių sistema, 
kurios dalį sudaro nelygybės, nusakančios logaritminés nelygybės 
apibrėžimo sritį. Panagrinėkime atskirus logaritminių nelygybių tipus ir jų 
sprendimo pavyzdžius. 


2 pavyzdys. Išspręskime nelygybes: 
а) log,(x-2)22; b) log, (x-1)>3; ©) log, (x+1)< 3; 
2 3 
d) log, (x? -2x-8)2 -4; e) log, (x! - x) «1. 
2 
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Sprendimas. a) Pakeite 2 reiškiniu log, 9 gausime nelygybę: 
log, (x - 2) 2 log, 9. 

Nelygybés apibrėžimo sritį nusako nelygybė х-2»0. Logaritmo 
pagrindas didesnis už vienetą, todėl keičiant logaritminę nelygybę 
racionaliąja nelygybės ženklo nereikės keisti. Taigi logaritminę nelygybę 
galime pakeisti tokia nelygybių sistema: 


x-2»0, x»2, 
x-229; ` (x2 1l. 


Šios sistemos sprendinių aibė yra intervalas [11;+00). Taigi 
nelygybės sprendiniai sudaro intervalą [11; + ©). 
b) Parašykime skaičių 3 kaip logaritmą pagrindu 5, ty. 
3=3:log, ilg, (1) =log, 1. 
Я 3 1 
Kadangi logaritmus turi tik teigiami skaičiai, tai nelygybės apibrėžimo 
sritį nusako nelygybė x-1> 0. 


Kadangi funkcija /(x)=log, x yra mažėjanti, tai galime parašyti, 
2 


kad nelygybės log, (x-1)» log, š sprendinių aibę sudaro x reikšmės, 
E: 1 


tenkinančios nelygybiu sistemą 


а s 
1, ty 1 
х 1< +; хор 


5108 sistemos sprendiniu aibé yra intervalas (: 1) Taigi duotosios 


nelygybės sprendiniai sudaro intervalą (: ig). 
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3 
logaritminę nelygybę galime pakeisti ekvivalenčia nelygybe 
log, (х+1) xlog, 27. 
8 3 


-3 
c) Kadangi -8-(-3) ов, + =log, (3) =log,27, tai duotaja 
3 3 3 


Šios nelygybės apibrėžimo sritį nusako nelygybė x+1>0. Kadangi 
logaritmo pagrindas mažesnis už vienetą, tai keičiant logaritminę nelygybę 
racionaliaja nelygybės ženklą reikės pakeisti (ženklą „<“ keisime į ženklą 
„2“). Taigi nelygybė log, (x+1) < log, 27 ekvivalenti sistemai 

3 3 


x+1227; x226. 


Šios sistemos sprendinių aibė yra intervalas [26;+0). Taigi 


лыг ин, 


nelygybės sprendiniai sudaro intervalą (26, + ©). 


d) Visų pirma skaičių —4 parašykime kaip logaritmą pagrindu > 


-4 
-4--4-log, 7 = hog, (5) =log, 25 -log, 16. 
2 2 2 2 
Tada nelygybę log,(x3!-2x-8)2-4 galime pakeisti jai 
2 


ekvivalenčia nelygybe 
log, (x -2x-8) 2 log, 16. 
2 2 


Šios nelygybės apibrėžimo sritį nusako kvadratinė nelygybė 

x!-2x-8»0. Logaritmo pagrindas mažesnis už vienetą, todėl keičiant 
logaritminę nelygybę racionaliąja nelygybės ženklą reikės pakeisti (ženklą 
„2“ keisime į ženklą „<“). Taigi logaritminę nelygybę galime pakeisti 
tokia nelygybių sistema: 

x!-2x-8»0, x! -2x- 8» 0, 

5 arba 2 
x —2x-8<16; х —2x-24<0. 


Kadangi х? -2x-8=(x+2)(x-4), o 
x! - 2x - 24 = (x 4)(x - 6), 


tai paskutinioji nelygybiu sistema -2 4 x 

ekvivalenti tokiai sistemai Ea = c 
(x * 2)(x- 4)» 0, EP. 6 x 
(x+4)(x-6)<0. 60 pav. 


Išsprendę intervalų metodu abi sistemos nelygybes randame, kad 
pirmosios nelygybės sprendinių aibė yra dviejų intervalų (—9;—2) ir 
(4;+00) sąjunga, o antrosios nelygybės sprendinių aibė yra intervalas 
[-4;6] (60 pav.). Šių dviejų nelygybių sprendinius pažymėję skaičių 
tiesėje (61 pav.) matome, kad sistemos sprendinių aibė yra dviejų intervalų 
[-4;-2) ir (4;6] sąjunga. 


-4 6 x 
61 pav. 


Taigi logaritminés nelygybės sprendinių aibę sudaro dviejų intervalų 
[-4;-2) ir (4;6] sąjunga: [-4; - 2) 7 (4:6]. 
e) Pastebékime, kad 1 = log, 2. 
Tada logaritminę nelygybę galime užrašyti taip: 
log, (x -x) «log, 2. 
Ši nelygybė ekvivalenti nelygybiu sistemai 
2 РЕТИ 2 тал еч 
x -x«2; xl-x-2«0; ~ l(x-2)(x*1)«0. 
Išsprendę pirmąją ir antrąją sistemos nelygybes intervalų metodu 
randame, kad pirmosios nelygybės sprendinių aibė yra dviejų intervalų 
(790) іг (I;+00) sąjunga, o antrosios nelygybės sprendinių aibė yra 
intervalas (-1;2) (62 pav.). 


Пы” айыбы. мег RU E ue 
0 1 x EI 2 X 
62 pav. 

Šių dviejų nelygybių sprendinius pažymėję skaičių tiesėje (63 pav.) 
matome, kad nelygybių sistemos sprendinių aibė yra dviejų intervalų 
(-1;0) ir (1,2) sąjunga. 

S NS SS 
-1 2 X 
63 pav. 

Taigi duotosios logaritminés nelygybės sprendinių aibę sudaro dviejų 

intervalų (-1;0) ir (1; 2) sąjunga (-1;0)U(1; 2). 


Atsakymas. a) 11:46) b) (ii: €) [26; + х); 
d) [-4; -2)0(4;6]; e) (-1;0)U(1; 2). 


3 pavyzdys. Išspręskime nelygybes: 


E 2x-3 
а) log, 551; b) Ig E 


>0; 
с) log, (x? - 7x4 6)«1. 
Sprendimas. a) Kadangi 1-108, 2, tai duotaja nelygybę galime 


užrašyti taip: log, 4 


>1ов ‚2. 


Nelygybés apibrėžimo sritį nusako nelygybė 


` >0. Logaritmo 


pagrindas didesnis už vienetą, todėl keičiant logaritminę nelygybę 
racionaliaja nelygybės ženklo nereikės keisti. 
Taigi logaritminė nelygybė ekvivalenti tokiai nelygybių sistemai 


x-5 
тте Nk 
x-5 


22. 


x-4 
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Pastebékime, kad jei trupmena уга didesné uz 2, tai ji bus didesné uz 
0, todėl šios sistemos sprendinių aibė yra tokia pati, kaip ir antrosios 
nelygybės sprendinių aibė. Vadinasi, išsprendę sistemos antrąją nelygybę, 
surasime visus duotosios logaritminés nelygybės sprendinius. Gauname: 
x-5 х-5 х-5-2х-8 3-х -(х-3) 
хэрээ c Rar den 


Paskutiniosios nelygybės abi puses padauginę iš (-1), gausime 


>0. 


nelygybę x<, kuria išsprende intervalu metodu (64 pav.) randame, 


kad jos sprendiniu aibé yra intervalas 


(3; 4). Sis intervalas yra ir logarit- + : M + 


minės nelygybės sprendinių aibė. 3 64 pav. 4 x 


b) Parašę skaičių 0 kaip logaritma pagrindu 10, ty. O-lgl, 


auname nelygybe 1 2253 ав 
8 ЦЭНЭГ эрэгэлийг 40 
2х-3 
Šią nelygybę keičiame tokia sistema: A r į 
х+1 > 
Pastebékime, Кай jei A tai ir 2-250, todėl užrašytoji 
ЮМС : ° onu 2x-3 
nelygybiu sistema ekvivalenti nclygybci TI =>]. 
"m" „„ 2x-3 EM 
Pirmiausia nelygybe TIT >1 pertvarkykime: 
o o, duco om HRS 
x«l х+1 х+1 х+1 
Gautaja nelygybę 2—#>0 spren- эь А ` ae 
ajane'yByoe “ол P m + 
džiame intervalų metodu (65 pav.). -1 4 х 
65 рау. 
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х-4 
+1 


nelygybės, sprendinių aibė yra intervalų (—; —1) ir (4; +оо) sąjunga: 
(79; -1)u(4; +0). 


Taigi nelygybės 


>0 о tuo pačiu ir duotosios logaritminés 


c) Parašę skaičių 1 kaip logaritmą pagrindu 14, ty. 1=1ор ‚14, 
gauname nelygybę log (x? -7x+ 6) їов |, 14. 
Šią logaritmine nelygybę keičiame tokia sistema: 


x!-7x+6>0, x*-7x+6>0, 
Р arba 3 
х"-7х-6-«14, x'-7x-8<0. 


Šios sistemos pirmąją ir antrąją kvadratinės nelygybės spręsime 
intervalų metodu: 


x!-7x46»0, 


(x-1)(x-6)>0 


x? -7x -8«0, 
(x *1)(x-8)«0 


— — 
+ Af = x + 
=] 8 x 
Matome, kad nelygybės х? -—-7x+6>0 sprendinių aibė yra intervalų 
(-9;1) ir (6;+0) sajunga: (-0; 1)‹0(6; +әо). Nelygybės 


+ + 
Z. (i 4. 


1 6 x 


x/-7x-8«0 sprendinių aibė yra intervalas (—1;8). Pažymėję abiejų 
nelygybių sprendinius skaičių tiesėje (66 pav.) matome, kad sprendiniai, 
tenkinantys abi sistemos nelygybes, yra intervalų (-1;1) ir (6; 8) 
skaičiai. Šių intervalų sąjunga (-1; 1)u(6; 8) ir yra nelygybių sistemos 
sprendinių aibė. 

Intervalų (-1; 1) ir (6; 8) sąjunga yra ir logaritminés nelygybės 
sprendinių aibė. 

ч 66 рау. 5 " 
Atsakymas. a) (3; 4); b) (-«;-1) (4; +оо); с) (-1; 1)0(6; 8). 


Panagrinékime logaritminiu nelygybiu, kurių apibrėžimo sričiai 
nusakyti reikia ne vienos, bet kelių nelygybiu, sprendimą. 
4 pavyzdys. Išspręskime nelygybes: 


a) log,(2x-3)<log,(x+1); Б) 108, (3х+16)>10р,(1-2х); 


4 
с) log, —737108,(2-x); 


е) log , (2x-5)xlog , (3x1). 
2 z 


d) log,, (x *2)»1og,, Gx-1); 


Sprendimas. a)Nelygybés log,(2x-3)<log,(x+1) apibrėžimo 
sričiai nusakyti prireiks dviejų nelygybių: 

2x-3>0 ir х+1>0. 

Duotosios logaritminės nelygybės apibrėžimo sritis yra šių dviejų 
nelygybių sprendinių aibių sankirta. Logaritmo pagrindas didesnis už 
vienetą, todėl keičiant logaritminę nelygybę racionaliąja nelygybės ženklo 
nereikės keisti. Logaritminę nelygybę keičiame tokia sistema: 


3 
2x-3>0, X> 
х+1>0, ty. x»-l, 
2x-3<x+1; x<4. 


Pažymėję visų trijų sistemos nelygybių sprendinius skaičių tiesėje 


(67 pav.) matome, kad sistemos sprendinių aibė yra intervalas Í: 4). 
Šis intervalas yra ir logaritminės nelygybės sprendinių aibė. 
миль. 
-1 3 8 x  67pav. 


2 
Pastaba. Pastebékime, kad nelygybiu sistemos antroji nelygybė seka 
iš pirmosios ir trečiosios nelygybių, t.y. jei 2x -3»0 ir 2х-3<х+1, tai 
iš šių dviejų nelygybių seka, kad ir х+1>0. 
2x-3>0, 
Vadinasi, nelygybių sistemoje 4 х+1>0, 
2x-3<x+1 


antrosios nelygybės galime 


nerašyti ir 51а sistemą galime pakeisti jai ekvivalenčia nelygybiu sistema 


аа, ” х>9, 
2x-3<x+1; ей. 


Šios sistemos sprendinių aibė yra intervalas (2:4). t.y. tokia pati 


kaip ir pradinės sistemos, sudarytos iš trijų nelygybių. 


b) Nelygybės 1ор, (3х+16)>10в,(1-2х) apibrėžimo sričiai 
nusakyti prireiks dviejų nelygybių: 

3x+16>0 ir 1-2x>0. 

Duotosios logaritminės nelygybės apibrėžimo sritis yra šių dviejų ne- 
lygybių sprendinių aibių sankirta. Logaritmo pagrindas yra didesnis už vie- 
neta, todėl keičiant logaritmine nelygybę racionaliaja nelygybės ženklo nerei- 
kės keisti. Logaritminę nelygybę keičiame tokia jai ekvivalenčia sistema: 


16 

x>-—, 

3x+16>0, ; 3 
1-2х»0, (52 x<> 
3х-1621-2х, X224 


Sios sistemos sprendiniy aibé yra intervalas E 2). Šis intervalas 
yra ir logaritminės nelygybės sprendinių aibė. 


Pastaba. Pastebėkime, kad šiuo atveju nelygybių sistemos pirmoji 
nelygybė seka iš antrosios ir trečiosios nelygybių, ty. jei 1-2х»0 ir 
3х-41621-2х, tai iš šių dviejų nelygybių seka, kad 3x+16>0. 


3x+16>0, 
Vadinasi, nelygybių sistemoje 41-2х»0, pirmosios nelygybės 
3x+1621-2x 
galime nerašyti ir šią sistemą tuomet galėsime pakeisti jai ekvivalenčia 
1 
222 1-2х»0, x<—, 
nelygybiu sistema fis +1651-35: ty. Ë Ё >; 
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Šios sistemos sprendinių aibė yra intervalas Ё 5) t.y. tokia pati 


kaip ir pradinés sistemos, sudarytos 15 visu triju nelygybiu. 
4 


c) Nelygybės log, — 3? log „(2-x) apibrėžimo sričiai nusakyti 


prireiks dviejų nelygybių: тээд ir 2-х»0. 

Logaritmo pagrindas didesnis už vienetą, todėl keičiant logaritmine 
nelygybę racionaliąja nelygybės ženklo nereiks keisti. Logaritminę 
nelygybę keičiame tokia sistema: 

4 
x+3 >, 
2-x»0, 
4 
x+3 


»2-х. 


Pirmosios nelygybės sprendinių aibė yra intervalas (—3; +оо), 
antrosios nelygybės sprendiniai sudaro intervalą (—oo; 2). Pertvarkę 


r " А -1 
trečiąją nelygybę gauname jai ekvivalenčią nelygybę G0 70 so, 
kurią išsprendę intervalų metodu (68 pav.) randame, kad jos sprendinių aibę 


sudaro dviejų intervalų (-3; –2) ir (1; +00) sąjunga: 


-3 -2 1 x 
68 pav. 


Visų trijų nelygybių bendri sprendiniai yra dviejų intervalų (-3:-2) 
ir (1; 2) skaičiai. Taigi nelygybiu sistemos sprendinių aibė yra dviejų 
intervalų (-3:-2) ir (1; 2) sprendinių aibių sąjunga: (-3; -2) (1; 2). 


Šių intervalų sąjunga yra ir logaritminės nelygybės sprendinių aibė. 


Pastaba. Spręsdami logaritminę nelygybę log, ET „(2-x), 
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r 

x+3 | 2-x>0, 
galėjome ją keisti ne sistema +2-x>0, osistema + 4 

4 »2-х, 
58-06 x+3 

x+3 2 

kuri gaunama 15 pirmosios sistemos iSbraukus nelygybe 220. 
Tai galima daryti, nes nelygybė ET >0 seka iš nelygybių 2- x20 


: 4 одос š : 4 TUS T NEN 
ir ::3^2-* Iš tikrųjų, kai 2-х»0 ir :3^?-* tai bütinai turi 


»0. 


— : . 24 
büti tenk 1 
üti tenkinama їг nelygybé 233 

d) Nelygybés log,, (Q2x-1)»log, T (5-х) apibrėžimo sritį sudaro 
dviejų nelygybių 2Х-1»0 ir 5-x>0 sprendinių aibių sankirta. 

Taigi duotosios nelygybės apibrėžimo sričiai nusakyti prireiks dviejų ne- 
lygybių. Logaritmo pagrindas mažesnis už vienetą, todėl keičiant logaritminę 
nelygybę racionaliąja nelygybės ženklą reikės pakeisti, t.y. ženklą „>“ 
keisime į ženklą „<“. Logaritminę nelygybę keičiame tokia sistema: 


1 
2х-1>0, x 
5-х»0, ty. x<5, 
2х-1<5- х; х<2. 


Šios sistemos sprendinių aibė yra intervalas (5 2) Sis intervalas уга 
ir logaritminės nelygybės sprendinių aibė. 


2x-1>0, 
Pastaba. Pastebėkime, kad sistemos +5-x>0, 
2x-1«5-x 


antroji nelygybe 


seka iš pirmosios ir trečiosios nelygybiu. 


Iš tikrųjų, jei 2x-1>0 ir 2x-1<5- x, tai būtinai turi būti 5- x>0. 
Vadinasi, antrąją sistemos nelygybę galime išmesti ir spręsti paprastesnę 


2x-1>0, ARF. а Š 
лета m Šios sistemos sprendinių aibė yra tas pats inter- 


valas (5: 2. Sis intervalas yra ir logaritminés nelygybés sprendinių aibė. 


е) Nelygybės — log, (2x-5)slog, (3x1) apibrėžimo sričiai 
z 2 


nusakyti prireiks dviejų nelygybiu 2x-5>0 їг 3х+1>0. Logaritmo 
pagrindas mažesnis už 1, todėl keičiant logaritminę nelygybę racionaliąja 
nelygybės ženklą reikės pakeisti (ženklą „<“ keisime į ženklą „> “). 

Taigi logaritminę nelygybę keičiame tokia sistema 


5 

x», 

2х-5»0, a^ 
3х-1»0, ty. x» 
x-523x+1; x<-6. 


Ši sistema sprendinių neturi. Vadinasi, ir logaritminė nelygybė 
sprendinių neturi. 


Pastaba. Logaritminę nelygybę galėjome pakeisti paprastesne sistema 
3x+1>0, 
2x-523x+1, 


išmetus pirmąją nelygybę. Iš tikrųjų, nelygybė 2x-5>0 seka iš 
nelygybių 3x+1>0 ir 2x-523x+1. 


Atsakymas. a) (2:4): b) |» 3 с) (-3;-2)U(I; 2); 


kuri gaunama iš jau spręstos trijų nelygybiu sistemos 


d) (5 2); €) sprendinių nėra. 


5 dii ак Išspręskime nelygybes: 


3. 5 6. 3 4 
а) log, jeg, 3; rü b) log, —>log, = T с) log, <log, =. 
Sprendimas. a) Aišku, kad iu Tačiau log, 1 дов, i 


Vadinasi, didesnę argumento reikšmę atitinka mažesnė logaritminés 
funkcijos reikšmė. Taip bus tik tada, kai logaritminė funkcija yra 
mažėjanti, t.y. kai 0«х-1. Taigi logaritminės nelygybės sprendinių aibė 


yra intervalas (0; 1). 


5 6 5 6 
b) Šiuo atveju ZT Tačiau log ‚5° ET T 


Šios nelygybės rodo, kad didesnę argumento reikšmę atitinka mažesnė 
logaritminės funkcijos reikšmė. Taip bus tik tada, kai logaritminė funkcija 
yra mažėjanti, t.y. kai 0<х<1. 


Taigi logaritminés nelygybės sprendinių aibė yra intervalas (0; 1). 


„ 3 4. 3 4 
с) Nelygybés 23 ir log, <log, Ç 


minės funkcijos argumento reikšmę atitinka didesnė funkcijos reikšmė. 
Taip bus tik tada, kai logaritminė funkcija yra didėjanti, t.y. kai x»l. 


rodo, kad didesnę logarit- 


Taigi logaritminés nelygybės sprendinių aibė yra intervalas (1; +00). 
Atsakymas. a) 0«x«1; b) O«x«l; c) x>1. 


6 pavyzdys. Išspręskime nelygybes 
a) log (х+2)>2; b) log, ,(2x-3)»log, ,(24- 6x). 

Sprendimas. а) Kadangi 2-2.log, x-log, x ?. tai duotaja nely- 

gybę galime užrašyti taip: 
log (x*2)»log, x? . 

Šiuo atveju nežinomasis įeina ir | logaritmo pagrindą, todėl atskirai 
reikia nagrinėti du atvejus, kai pagrindas yra didesnis už 1 ir mažesnis už 
1, ty. kai х»! їг Ка! 0<х<1. 


Atveju x>1 nelygybę keičiame sistema 


x»l, x»l, 
x+2>0, ty. 4x>-2, 
x*2»x!; x! -x-2«0. 


Jos sprendiniu aibé yra intervalas (1, 2). 
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Atveju 0<х<1 vietoj logaritminės nelygybės sprendžiame sistema 


0<х<1, 0<х<1, 
x+2>0, ty. 4х»-2, 
x42«x!; x!-x-2»0. 


Matome, kad ši sistema sprendinių neturi. Taigi duotosios 
logaritminės nelygybės sprendinių aibė yra intervalas (1; 2). 


b) Kadangi nežinomasis įeina ir į logaritmo pagrindą, tai atskirai 
reikia nagrinėti du atvejus: 
1) kai pagrindas yra didesnis už vienetą, t.y. x-2>1; 
2) kai pagrindas yra mažesnis už vienetą, t.y. 0«х-2-1. 
Atveju х-2»1 duotąją logaritminę nelygybę keičiame sistema 


x>3, 
х-231, 1 
2х-3»0, TE os 
24-6х»0, У. x«4, 
2x-3>24-6x; x>33. 


Sios sistemos sprendiniu aibé yra intervalas (53:4). Atveju 


0«x-2«1 duotaja logaritminę nelygybę keičiame sistema 


2«x«3, 
0<х-2<1, 1 
2х-3»0, : х>15, 
24-6х»0, У 1x<4, 
2x-3«24- 6x; x<32. 


Šios sistemos sprendinių aibė yra intervalas (2; 3). 

Taigi logaritminés nelygybės sprendinių aibė yra intervalų (2; 3) ir 
(5:4) sajunga: (2; 3o: 4) 

Atsakymas. a) (1; 2); b) (2; »os: ) 
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7 pavyzdys. Rasime, su kuriomis х reikšmėmis funkcijos 


= l2 ЭР 
Jf (x)=log = reikšmės yra neigiamos? 
i6x-2 


Sprendimas. Kad surastume argumento x reikšmes, su kuriomis 
funkcijos f(x) reikšmės yra neigiamos, turime išspręsti nelygybę 


х-1 
lg, 622290. 
3 


Kadangi 0- log, l, tai gauname nelygybę ов, 52-2 m S 1. 


= 

x-l 
6x-2 
х-1 


>0, 
Šią nelygybę pakeičiame sistema: 


-l 51, tai ir 1. 5.0, todėl užrašytoji nely- 


pi "TM 
Pastebėkime, kad jei бхз?” 6x-2 


gybių sistema ekvivalenti nelygybei L >1. Išspręskime šią nelygybę: 
х-1-6х-2 -5x+1 
150, $3 5^ B 


>0, 


1 1 

Ort g т у. Ža %-3) «0 E 228 
6х-2 6х-2 "' 4 ;) 1-5, 1 
x3 ic 


Paskutiniąją nelygybę sprendžiame intervalų metodu (69 pav.). 


£ 
Matome, kad nelygybės 3 «0, ошо m d ^ + 
z-4 


3 1 
pačiu ir duotosios logaritminės nelygybės 5 


sprendiniu aibé yra intervalas (+: 3) 


8 pavyzdys. Raskime, su kuriomis х reikšmėmis nelygybė 
log? x-1«0 yra teisinga? 

Sprendimas. Nelygybėje  pakeisime  nežinomąjį.  Pažymėję 
Іов, х= y, gauname nelygybę y?-1<0, kurios sprendinių aibė yra 
intervalas (—1; 1). 

Опе į pasižymėjimą log,x- y gauname dvigubą nelygybę 
-1«log, x«l, kuri ekvivalenti nelygybių sistemai 


log, x«l, 0<x<5, 
log, x»-1, by х»! 


5° 


Šios sistemos sprendinių aibė yra intervalas (2:5). Vadinasi, 


duotosios nelygybės sprendinių aibė yra intervalas (5: 5) : 


Atsakymas. (5: 5) 


9 pavyzdys. Raskime nelygybės 3927" 


2 i visus sveikuosius 
sprendinius. 
Sprendimas. Kadangi i- 377, tai duotaja nelygybę galime užrašyti taip: 


395907? > 3-1. Ši nelygybė ekvivalenti nelygybei log oas (17 3)2-1. 


Užrašę -1 kaip logaritma pagrindu 0,25, t.y. 
* тү? 
-—1=-1-1ов „0,25 -1og,,, (0,25) '= 108025 (i) 7log,4,4, 
gauname logaritmine nelygybę log, ,, (1 — x)2log, ,, 4. 


Ši nelygybė ekvivalenti sistemai л =x>0, Ë <l, 


1-х<4; x2-3. 


Jos sprendinių aibė yra intervalas [-3; 1). Šis intervalas уга ir 


logaritminės nelygybės sprendinių aibė. Iš šio intervalo išrenkame 
sveikuosius sprendinius: -3; -2; -1; 0. Taigi duotosios nelygybės 
sveikieji sprendiniai yra skaičiai —3; —2; -1, 0. 

Atsakymas. -3; -2; -1; 0. 


10 pavyzdys. Raskime nelygybės lg(log , х) 0 visus natūraliuosius 


sprendinius. 
Sprendimas. Kadangi 0-161, tai duotaja nelygybę galime užrašyti 


taip: Ig(log, х)<1в1. Kad reiskinys Ig(log, x) turėtų prasmę visų pirma 
turi turėti prasmę log, x, о taip bus tada, Ка! x>0. 

Kad Ig(log, x) turėtų prasmę visas pologaritminis reiškinys log, х 
turi būti teigiamas, t.y. turi būti teisinga nelygybė log, x>0. 


Taigi duotosios logaritminės nelygybės apibrėžimo sritį nusako dvi 
nelygybės x>0 ir log, хэд. 


Kadangi logaritmo pagrindas yra didesnis už vienetą (10>1), tai 


logaritminę nelygybę keičiant racionaliąja nelygybės ženklo nereikės 
keisti. Taigi nelygybė yra ekvivalenti sistemai 


х>0, *>0 (22) wes СС222/л 22» 
> х 

log. х»0, ty. 4x>1, цал 1 7 

log, x<1; х<7; 


Paskutiniosios sistemos sprendinių aibė yra intervalas (1; 7). Šis 
intervalas yra ir logaritminės nelygybės sprendinių aibė. Intervalui (1; 7) 
priklauso šie natūralieji skaičiai: 2, 3, 4, 5 ir 6. 

Atsakymas. 2, 3, 4, 5, 6. 

11 pavyzdys. Raskime nelygybės log,(x—-7)»1 mažiausią sveikąjį 
sprendinį. 

Sprendimas. Logaritmas apibrėžtas, kai х-7»0. Duotąją nelygybę 
galime užrašyti taip: log, (x — 7)»log, 3. 
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Si nelygybé ekvivalenti nelygybiu sistemai 


х-7»0, t х»7, ----ОСУУУУЭЭР- 
х-7»3, х»10. 7 10 * 


Sistemos sprendinių aibė yra intervalas (10; +оо). Šis intervalas yra 
ir logaritminės nelygybės sprendinių aibė. Mažiausias sveikasis skaičius, 
priklausantis intervalui (10; + оо), уга 11. 

Atsakymas. 11. 


9.9. NELYGYBIŲ SISTEMOS 


Kai tenka spręsti ne vieną nelygybę, bet keletą ieškant jų bendrų 
sprendinių, tai sakome, kad sprendžiame nelygybių sistemą. 8 skyriuje 
nagrinėjome lygčių sistemas ir jų sprendimo būdus. Šiame skyrelyje 
nagrinėsime sistemas, kurios sudarytos tik iš nelygybių. Sistema gali turėti 
vieną arba daugiau nežinomųjų. 

Nelygybių sistemos nežinomųjų reikšmių, su kuriomis visų nelygybių 
reiškiniai apibrėžti, aibę vadiname sistemos apibrėžimo sritimi. 

Nežinomųjų reikšmių rinkinius, kuriuos įstatę į sistemos nelygybės 
gauname teisingas skaitines nelygybes, vadiname sistemos sprendiniais. 

Išspręsti nelygybių sistemą — reiškia rasti visus jos sprendinius arba 
įsitikinti, kad jų nėra. 

Kai sistema sudėtinga, ją pertvarkome keisdami paprastesne, tačiau 
ekvivalenčia sistema. 


Jeigu dvi nelygybių sistemos turi tuos pačius sprendinius (arba abi jų 
neturi), tai jos vadinamos ekvivalenčiomis. 


1 pavyzdys. Išspręskime nelygybių sistemas: 


4) Sx>-5, b) 2x *2« x- 1, ) 2х-1<3х+5, 
-2х>4; -5-2х<х+1; 9-5x2x-3; 
2x+1 х-1 x-3 

4) 3 tot "E 2-6, up ped. 
x-l,x 5х41 dE La mu. (4- xy «х. 

5 +3< ras 35! 2x; 
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a) Ekvivalenčiai pertvarkę kiekvieną sistemos nelygybę gausime 

nelygybių sistemą, ekvivalenčią pradinei: 
сэв, 1:5 y 
-2х24,|:(-2) х<-2. 

Pirmosios nelygybės sprendiniai sudaro intervalą (-1; +00), o 
antrosios nelygybės sprendinių aibė yra intervalas (– о; – 2]. 

Abiejų nelygybių sprendinius pažy- 
mėję skaičių tiesėje (70 pav.). matome, яаж хи анх 
kad nelygybės bendrų sprendinių neturi. 70 pav. 

Vadinasi, nelygybių sistema sprendinių neturi. 

Atkreipiame skaitytojų dėmesį į tai, kad daugindami (dalindami) abi 
nelygybės puses iš neigiamo skaičiaus, turime pakeisti nelygybės 
ženklą. Šiuo atveju sistemos antrosios nelygybės -2x24 abi puses 
padalijome iš neigiamo skaičiaus (-2) ir todėl pakeitėme nelygybės 
ženklą, t.y. gavome nelygybę x<-2. 


b) Ekvivalenčiai pervarkę kiekvieną sistemos nelygybę gausime 
nelygybių sistemą, ekvivalenčią pradinei: 
2х-2«х-1, 2x-x«-1-2, x<-3, x<-3, 
-5-2х«х41, |-2x-x«1l-(-5) |-3x<6;|: (-3) |х»-2. 
Taigi pirmosios nelygybės sprendinių aibė yra intervalas (-0,-3), 
o antrosios nelygybės sprendiniai sudaro intervalą (-2, +оо). Pažymėję 
kiekvienos nelygybės sprendinius skaičių tiesėje (71 pav.), matome, kad 
nelygybės x<-3 ir x>-2 bendrų 
sprendinių neturi. Vadinasi, duotoji sė e HEN хииж 
nelygybių sistema sprendinių neturi. 71 pav. 
€) Ekvivalenčiai pertvarkę kiekvieną sistemos nelygybę gausime 
nelygybių sistemą, ekvivalenčią pradinei: 
2х-1<3х+5, 2. -х56,|-(-1) x>-6, 
9-5x2x-3; |-5x-x2-3-9; [-6x>-12;|:(-6) [x<2. 


Taigi pirmosios nelygybės sprendiniai sudaro intervalą [-6; +00), o 
antrosios nelygybės sprendinių aibė yra intervalas (—o5;2]. Pažymėję 
kiekvienos nelygybės sprendinius skaičių tiesėje (72 pav.), matome, kad 
sprendiniai, tenkinantys abi sistemos 
nelygybės, yra intervalo [-6; 2] 
skaičiai. Šis intervalas ir yra nelygy- 
bių sistemos sprendinių aibė. 


d) Ekvivalenčiai pertvarkę kiekvieną sistemos nelygybę gausime 
nelygybių sistemą, ekvivalenčią pradinei: 


-6 x 
72 pav. 


2x*l х-1 

y $ “ОРЫГ ЖУ lis dead, PB, 
x-1,x 501. E 3х-3+2х<5х+1; 0-х<4. 
yg 


Pirmoji nelygybė 0-х»6 yra klaidinga su bet kuria realiaja 
nežinomojo x reikšme, todėl ji neturi sprendinių. Antroji nelygybė 
0-x<4 yra teisinga su visomis realiosiomis nežinomojo x reikšmėmis, 
todėl jos sprendinių aibė yra visa realiųjų skaičių aibė R. Taigi nėra tokių 
nežinomojo x reikšmių, su kuriomis abi nelygybės būtų teisingos. 
Vadinasi, duotoji sistema sprendinių neturi. 


e) Ekvivalenčiai pertvarkę kiekvieną sistemos nelygybę gausime 
nelygybių sistemą, ekvivalenčią pradinei: 


4 


x ¿ 
зо! 2х, 


х-3 
1-1» .-6, | 4 22 22 bu 


.3 х<3-6х; (х+6х<3; x< 


Taigi pirmosios nelygybės sprendiniai sudaro intervalą [- 21; +оо), o 


antrosios nelygybės sprendinių aibė yra intervalas (-=:3). Pažymėję 


kiekvienos nelygybės sprendinius skaičių tiesėje (73 pav.), matome, kad 


sprendiniai, tenkinantys abi sistemos nelygybes, yra intervalo [-2: 3] 


skaičiai. Šis intervalas ir yra nelygybių sistemos sprendinių aibė. 
ху ЄС( 22 ог» 
-21 i > 
73 pav. 
f) Ekvivalenčiai pertvarkę kiekvieną sistemos nelygybę gausime 
nelygybių sistemą, ekvivalenčią pradinei: 


үт -42x49«49x!-7x, [-35x«-9, |: (-35) s 


16-8х-х «x? ; -8x<-16; |: (-8) Wt. 


Taigi pirmosios nelygybés sprendiniai sudaro intervala (8: +e), o 


antrosios nelygybės sprendinių aibė yra intervalas [2;+00). Pažymėję 
kiekvienos nelygybės sprendinius skaičių tiesėje (74 pav.), matome, kad 
sprendiniai, tenkinantys abi sistemos nelygybes, yra intervalo [2;+00) 
skaičiai. Šis intervalas ir yra nelygybių sistemos sprendinių aibė. 


— 
3 2 * 
35 
74 pav. 


Atsakymas. 8)Sprendiniu nėra; Б) sprendinių nėra; c) [-6;2]; 
d) sprendinių nėra; e) E 3]: f) [2; +0). 


1<21-5x, 
1<6х+14. 
2) Nurodykime visus sveikuosius 5108 nelygybiu sistemos sprendinius. 
Sprendimas. 1) Ekvivalenčiai pertvarke kiekvieną sistemos nelygybę 
gausime nelygybių sistemą, ekvivalenčią pradinei: 


эвээ nef Сад НӨ 


2 pavyzdys. 1) Išspręskime nelygybių sistema Í 


1<6x+14; |-6x«14-1; |-6x«13; |: (-6) х>-2%. 
Taigi pirmosios nelygybės sprendiniai sudaro intervalą (-00;4], o 


antrosios nelygybės sprendinių aibė yra intervalas (2$: +). 
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Pažymėję kiekvienos nelygybės sprendinius skaičių tiesėje (75 pav.), 
matome, kad sprendiniai, tenkinantys abi sistemos nelygybes, yra intervalo 


(-22:4) skaičiai. Šis intervalas ir yra nelygybių sistemos sprendinių 


aibė. 
ХУУ»: 
21 4 = 
75 pav. 


2) Sveikieji sprendiniai iš intervalo (-23:4] yra -2; -1; 0; 1; 
2, 3: 4. 


Atsakymas. 1) 224]: 2-2; —1; 0; I; 2; 3; 4. 


3 pavyzdys. Raskime didžiausią sveikaji nelygybių sistemos 
3x-(x-5)«7, 
В »2(5х-1)-29 
Sprendimas. Pirmiausia duotaja nelygybiu sistemą išsprendžiame. 
Ekvivalenčiai pertvarkę kiekvieną nelygybę gausime nelygybių sistemą, 
ekvivalenčią pradinei: 
агь анж PI x«l, 
x»10x-2429; |х-10х»29-2, (|-9х»27:1:(-9) |х«-3. 


Taigi pirmosios nelygybės sprendiniai sudaro intervalą (-оо:1), o 


sprendinį. 


antrosios nelygybės sprendinių aibė yra intervalas (— о; – 3). 

Pažymėję kiekvienos nelygybės sprendinius skaičių tiesėje (76 pav.), 
matome, kad sprendiniai, tenkinantys abi sistemos nelygybes, yra intervalo 
(79-3) skaičiai. Šis intervalas ir yra nelygybių sistemos sprendinių aibė. 
Didžiausias sveikasis skaičius iš šio intervalo yra —4. 

Vadinasi, duotosios nelygybių sistemos didžiausias sveikasis sprendinys 
yra skaičius —4. 


-3 1 х 


Atsakymas. —4. 76 pav. 
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4 pavyzdys. Išspręskime nelygybiu sistemas: 


x! »6x-8 x? 412«8x 
а 4 b : 
) 2 ) 10x-21>x7; 


x“ >; 
x!4x4l 
a 100° »0 ы, xil Š 
А е) -1 f) 
169-х 20; x4320; 251 
x 


Sprendimas. a) Ekvivalenčiai pertvarkę kiekvieną sistemos nelygybę 
gausime nelygybių sistemą, ekvivalenčią pradinei: 


x! -6x48»0, (x-2)(x-4)» 0, 
-2x<-5; |: (-2) x22,5. 


x 
2 77 рау,“ 


Išsprendę intervalų metodu pirmąją nelygybę (77 pav.) gauname, kad 
jos sprendinių aibė yra dviejų intervalų (-с0,2) іг (4; +оо) sąjunga: 
xe(-00;2)U(4; +). Antrosios nelygybės sprendinių aibė yra intervalas 
[2,5; +œ). Pažymėję abiejų nelygybių sprendinių aibes skaičių tiesėje 
(78 pav.), matome, kad sprendiniai, tenkinantys abi sistemos nelygybes, 
yra intervalo (4;+0) skaičiai. Šis intervalas ir yra nelygybių sistemos 
sprendinių aibė. 
NY 25 NN: 
2 x 
78 pav. 
b) Ekvivalenčiai pertvarke kiekvieną nelygybę gausime nelygybiu 
sistemą, ekvivalenčią pradinei: 
х? -8х+12<0, х? -8х+12<0, 
-x?+10x-21>0;|- (-1) х? -10х+21<0; 


Ё зусар 
(x-3)(x-7)«0. 


Pirmąją ir antrąją gautosios sistemos nelygybes sprendžiame intervalų 
metodu: m mo (х-3їх-27) <0 
+ + + + 
2 6 х 7 x 
Taigi pirmosios nelygybės sprendiniai sudaro intervalą [2; 6], o 
antrosios nelygybės sprendinių aibė yra intervalas (3; 7). Pažymėję abiejų 
nelygybių sprendinius skaičių tiesėje (79 pav.), matome, kad sprendiniai, 
tenkinantys abi sistemos nelygybes, yra intervalo (3;6] skaičiai. Šis 
intervalas ir yra duotosios nelygybių sistemos sprendinių aibė. 
6 7 
КИКА — 
2 3 х 
79 рау. 


c) Ekvivalentiai pertvarke kiekviena sistemos nelygybe gausime 
nelygybiu sistema, ekvivalenčią pradinei: 


P <9, jf -9<0, T <0, 
x!»l х?-1>0; (х-1)(х+1) > 0. 
Рігтаја ir antraja sistemos nelygybes sprendziame intervalu metodu: 

(x-3)(x+3)<0 (x-1)(x*1)»0 

t >x = Y + 
3 3 х -1 1 x 

Taigi pirmosios nelygybės sprendiniai sudaro intervalą [-3;3], o 
antrosios nelygybės sprendinių aibė yra intervalų (-00;-1) ir (1; +0) 
sąjunga: (-00;-1)U(I; +оо). 

Pažymėję abiejų nelygybių sprendinius skaičių tiesėje (80 pav.), 
matome, kad sprendiniai, tenkinantys abi sistemos nelygybes, yra intervalų 
[-3; -1) ir (1; 3] skaičiai. Šių intervalų sąjunga ir yra duotosios 
nelygybių sistemos sprendinių aibė. 

а 80 рау. 


Vadinasi, sistemos sprendinių aibė уга [-3; –1)‹(1; 3]. 

d) Pirmąją sistemos nelygybę tenkina visos realiosios nežinomojo x 
reikšmės, išskyrus reikšmę x=1, todėl jos sprendinių aibė yra dviejų 
intervalų (-00;1) ir (1; +) sąjunga: (-00;1)U(I;+00). Antrąją 
nelygybę perrašę pavidalu 13?-x?20 ir jos kairiajai pusei pritaikę 
formulę a? - b? =(a-6)(a+6), gauname nelygybę 

(13-х)(13+ х) > 0. Šią nelygybę dar pertvarkome: 
-(x-13)(13+x)20 | - (-1), (x-13)(x+13)<0. 

Gautąją nelygybę (x-13)(x+13)<0 išsprendę intervalų metodu 

randame, kad jos sprendinių aibė yra intervalas [-13;13]. 
+ ` - M + 
-13 13 x 

Pažymėję abiejų nelygybiu sprendinius skaičių tiesėje (81 pav.), 
matome, kad sprendiniai, tenkinantys abi sistemos nelygybes, yra intervalų 
[-13;1) ir (1;13] skaičiai. Šių intervalų sąjunga ir yra duotosios 
nelygybių sistemos sprendinių aibė. 


-13 1 13 x 


81 pav. 
Taigi sistemos sprendinių aibė уга [- 13; 1) v (1; 13]. 


е) Ekvivalenčiai pertvarkykime sistemos pirmąją nelygybę: 


2x-1 2х-1 2x-1-(x-D 9 х 20 
х-1 de m 


х-1 


» 
х-1 =l х-1 


Paskutiniąją nelygybę sprendžiame intervalų metodu: 


0 1 x 
Matome, kad nelygybės sprendinių aibė yra dviejų intervalų (—co; 0] 


-120, 


ir (1; +0) sąjunga: (-0;0]U(1; +оо). 
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Antroji sistemos nelygybė yra ekvivalenti nelygybei x2 –3, kurios 
sprendinių aibė yra intervalas [—3; + оо). 

Abiejų sistemos nelygybių sprendinius pažymėję skaičių tiesėje 
(82 pav.), matome, kad sprendiniai, tenkinantys abi sistemos nelygybes, 
yra intervalų [-3;0] іг (1; +оо) skaičiai. Šių intervalų sąjunga ir yra 
duotosios nelygybių sistemos sprendinių aibė. 


0 1 
ма х 82pav. 


Taigi sistemos sprendinių aibė уга [-3;0]u (1; +0). 


f) Pertvarkę sistemos pirmosios nelygybės kairiąją pusę, gauname 


2 
tokią nelygybę A «0. 


Pastebékime, kad kvadratinio trinario х2 +х+1 diskriminantas 
р-17-4:1-1--3 yra neigiamas skaičius. Tai reiškia, kad su visomis 
realiosiomis nežinomojo x reikšmėmis minėtas kvadratinis trinaris įgyja 
tiktai teigiamas reikšmes. Taigi, jei x? + x «1» 0 su visomis realiosiomis 


2 
nežinomojo x reikšmėmis, tai nelygybės Aeg 0 kairioji pusé 


igyja neigiamas reikšmes tiktai su tomis neZinomojo x reikšmėmis, su 
kuriomis vardiklis yra neigiamas. Vadinasi, pirmoji sistemos nelygybé yra 
ekvivalenti nelygybei х(х-5) « 0. 
Sia nelygybę sprendžiame D P = > Л 
intervalų metodu: 0 5 x 
Matome, kad nelygybės x(x —5) < 0 sprendinių aibė yra intervalas (0; 5). 
Išspręsime sistemos antrąją nelygybę. Pirmiausia ją pertvarkykime: 


251, 2 120, 2-x59. 20-2), 0 [єз x-2 у, 
x х х х х 
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Paskutiniąją nelygybę spren- + 2 5. ЖЭ 
džiame intervalų metodu: 0 2 = 

Matome, kad jos sprendinių aibė yra intervalas (0; 2]. 

Pažymėję surastus abiejų sistemos nelygybių sprendinius skaičių 
tiesėje (83 pav.), matome, kad sprendiniai, tenkinantys abi sistemos 
nelygybės, yra intervalo (0;2] skaičiai. Šis intervalas ir yra nelygybiu 


sistemos sprendinių aibė. 


0 2 5 x  83pav. 
Atsakymas. а) (4; +); b)(3;6]; 0)1-3:-1)4(153|: 
d) [-13;1) o (1;13]; e) [-3;0]u (1; +œ); f) (0; 2]. 


5 pavyzdys. Raskime duotųjų reiškinių apibrėžimo sritį: 


a) /3х-6-46х-х”: 5». | E 


Sprendimas. a) Reikia rasti visas nežinomojo x reikšmes, su 
kuriomis abu pošaknyje esantys reiškiniai įgyja neneigiamas reikšmes, t.y. 
reikia išspręsti nelygybių sistemą 

3x-620, 
a -x!20. 


Šios sistemos sprendinių aibė ir sudarys duotojo reiškinio apibrėžimo sritį. 
Ekvivalenčiai pertvarkę kiekvieną sistemos nelygybę gausime nelygybių 
sistemą, ekvivalenčią pradinei: 
3x26,|:3 x22, x22, 
ae 20:1-(-1) É -6x<0; нэвт <0. 

Pirmosios nelygybės sprendiniai sudaro intervalą [2; +co). Išsprendę 
intervalų metodu antrąją nelygybę gauname, kad jos sprendinių aibė yra 
intervalas [0; 6]. 

Pažymėję abiejų nelygybių sprendinius skaičių tiesėje (84 pav.), 
matome, kad sprendiniai, tenkinantys abi sistemos nelygybes, yra intervalo 
[2; 6] skaičiai. Šis intervalas ir yra nelygybių sistemos sprendinių aibė. 


Vadinasi, duotojo reiškinio 2 
apibrėžimo sritis yra intervalas шинжинг 72222227) 
12: 6]. 84 рау. 
b) Reikia rasti visas nežinomojo x reikšmes, su kuriomis abu pošak- 
nyje esantys reiškiniai įgyja neneigiamas reikšmes. Vadinasi, reiškinio 
apibrėžimo sritis yra nelygybių sistemos 


5 20, 

1 * sprendinių aibė. 
БЭР” 

7-2х ` 


Išspręskime šią nelygybių sistema. Ekvivalenčiai pertvarkę kiekvieną 
sistemos nelygybę gausime nelygybių sistemą, ekvivalenčią pradinei: 


3x+2 2 3x+2 
s| [Ee 
(x-4) : х-4 o. 
Br“ 2x-7^ ° 
2 
3). Р х+2 
r$ 50, 350. 
x so; 132 = >, 
a x 
x7 2 


Abi gautosios sistemos nelygybes кие intervalų metodu: 


P а 


= es s 


asss kad pirmosios nelygybės — sudaro intervala 


[-& з), о antrosios nelygybės sprendinių aibė yra intervalų (s: D ir 


[4; +œ) sąjunga: (-®›; 2] 14; +). 


Pažymėję abiejų nelygybiu sprendinius skaičių tiesėje (85 pav.) 
matome, kad sprendiniai, tenkinantys abi sistemos nelygybes, yra intervalų 
Ё2! ir [4;5) skaičiai. Šių intervalų sąjunga ir yra nelygybiu 
sistemos sprendinių aibė. Taigi duotojo reiškinio apibrėžimo sritis yra 


E) 


: 85 pav. 
Atsakymas. a) [2; 6]; b) EE 


6 pavyzdys. Raskime visus dvigubos nelygybės 1« = ° <3 sveikuo- 


sius sprendinius. 


Sprendimas. 
x-6 
>1, 
Ši dviguba nelygybė ekvivalenti nelygybių sistemai 23 
1-х 


Ekvivalentiai pertvarke kiekvieną nelygybę gausime nelygybių 
sistemą, ekvivalenčią pradinei: 


x-6 2x-7 2x-7 о | | 
Icy -1»0, Эв" >0, -(x-1) D^ (- ) 
x-6 4x-9 4x-9 
3-2 зсо, Š 
I-x ^^ 1-х эм -(x-1) D“ | CD 
ola 
22. 35 
x «0, 
х-1 
4-3) ug, 
>0;|:4 adis 
х-1 
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1 E * 1 2,25 x 
Išsprendę intervalų metodu pirmąją ir antrąją sistemos nelygybes 
gauname, kad pirmosios nelygybės sprendiniai sudaro intervalą (1; 3,5), 


o antrosios nelygybės sprendinių aibė yra dviejų intervalų (—95;1) ir 
(2,25; +00) sąjunga. 3,5 
7777777777 1 2, p TIT 
86 pav. 
Abiejų nelygybiu sprendinius pažymėję koordinačių tiesėje (86 pav.) 
matome, kad sprendiniai, tenkinantys abi sistemos nelygybes, yra intervalo 
(2,25;3,5) skaičiai. Šis intervalas ir yra nelygybių sistemos sprendinių 


2х-1 ЛЕР is 
sere sprendinių aibė yra 


aibė. Taigi dvigubos nelygybės 1« 
intervalas (2,25; 3,5). Šiam intervalui priklauso tiktai vienas sveikasis 
sprendinys x = 3. 


Atsakymas. 3. 


9.10. REALAUS TURINIO UŽDAVINIŲ SPRENDIMAS 
SUDARANT NELYGYBIŲ SISTEMAS 

Išnagrinėsime keletą pavyzdžių. 

1 pavyzdys. Jei moksleivis savus pašto ženklus klijuotų į kiekvieną 
albumo lapą po 20, tai jie netilptų į albumą, o jei — po 23, tai bent vienas 
lapas liktų tuščias. Kai moksleiviui padovanojo albumą, kurio kiekviename 
lape buvo priklijuotas 21 pašto ženklas, moksleivis iš viso turėjo 500 pašto 
ženklų. Kiek lapų albume? Kiek savų pašto ženklų turėjo moksleivis (be 
pašto ženklų, buvusių padovanotame albume)? 

Sprendimas. Albumų lapų skaičių pažymėkime x, o moksleivio 

20x< y, 
turėtų pašto ženklų skaičių — y. Tada 423(x-1)2 y, 
2lx+y= 500. 
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Ši sistema yra ekvivalenti sistemai 


у-500-21х, у-500-21х, 39 8 
20x«500-21x, arba 1523 500 Todėl 1137 «x«l2-r. 
23x -232 500- 21x, UA АГ” 


Kadangi x – natūralusis skaičius, tai x = 12. 
Тада у= 500-21-12 = 500 252 = 248. 
Atsakymas. 12 lapu; 248 pasto Zenklus. 


2 pavyzdys. Zoologijos sode gyvena tam tikras skaičius beždžionių ir 
begemotų. Jeigu begemotų skaičių padidintume du kartus, tai bendras 
beždžionių ir begemotų skaičius būtų didesnis už 24. Jei beždžionių 
skaičių padidintume du kartus, tai bendras beždžionių ir begemotų skaičius 
būtų mažesnis už 27. Be to, žinoma, kad begemotų yra mažiau negu 
beždžionių. Kiek beždžionių ir kiek begemotų yra šiame zoologijos sode? 

Sprendimas. Sakykime, zoologijos sode gyvena x beždžionių ir y 
begemotų. Remiantis uždavinio sąlyga, sudarome nelygybių sistemą 

x 

2у+х> 24, y>l2-5> 

Ë +y<27, 4у<27-2х, Ši nelygybių sistema ekvivalenti sistemai 

у<х; y<x. 


x 

x>12-> ads мй, Маг 
х 3х<30, x «10. 

27-2x>12 > 


Vadinasi, 8 < x «10. Šią dvigubą nelygybę tenkina tiktai viena natü- 
ralioji x reikšmė x=9, nes beždžionių skaičius negali būti trupmeninis. 
Į pradinę nelygybių sistemą įrašę x =9, gauname sistemą 


2у+9>24, у> 7,5, 
2-8+y<27, arba 4у<11, Šios sistemos sprendiniai yra 7,5 « y « 9. 
y<9, y<9. 


Šią dvigubą nelygybę tenkina tiktai viena natūralioji reikšmė у = 8, 
nes begemotų skaičius negali būti trupmeninis. Taigi zoologijos sode 
gyvena 9 beždžionės ir 9 begemotai. 

Atsakymas. 9 beždžionės ir 8 begemotai. 


10 SKYRIUS. TEKSTINIU UZDAVINIU 
SPRENDIMAS SUDARANT LYGTIS, NELYGYBES, 
LYGCIU BEI NELYGYBIU SISTEMAS 


10.1. ĮVADAS 


Lygtys, nelygybės, lygčių bei nelygybių sistemos yra daugelio fizikinių 
ir kitų reiškinių matematiniai modeliai, todėl įvairių praktinių uždavinių 
sprendimą galima pakeisti lygčių, nelygybių ir jų sistemų sprendimu. 
Norint išspręsti vienus uždavinius, pakanka sudaryti vieną lygtį ar 
nelygybę, norint išspręsti kitus, reikia sudaryti lygčių ar nelygybių sistemą. 
Daugelį tekstinių uždavinių galima išspręsti arba sudarant lygtį, arba 
sudarant lygčių sistemą, priklausomai nuo to, kiek nežinomųjų įvedame. 

Paprastai nežinomuoju x žymimas tas dydis, kurį reikia surasti. 
Remdamiesi uždavinio sąlyga, sudarome lygtį su vienu nežinomuoju x. 
Išsprendę šią lygtį, randame ieškomąją nežinomojo x reikšmę. Kai reikia 
rasti du dydžius, paprastai juos žymime x ir y. Remdamiesi uždavinio 
sąlyga, sudarome dviejų lygčių su dviem nežinomaisiais sistemą, kurią 
išsprendę randame ieškomąsias nežinomųjų x ir y reikšmes. 

Yra įvairių tipų tekstinių uždavinių. 

Tolimesniuose skyreliuose apžvelgsime judėjimo uždavinių, bendro 
darbo uždavinių, planavimo uždavinių, ryšio tarp aritmetinių veiksmų 
komponenčių tekstinių uždavinių sprendimo būdus. 


10.2. JUDĖJIMO UŽDAVINIŲ SPRENDIMAS 


Šio tipo uždaviniuose paprastai reikalaujama rasti nueitą kelią, greitį 
arba judėjimo kelią. Kai kūno judėjimo greitis pastovus, tai jį randame taip: 
5 


iri (1) 
Cia s — nueitas kelias, £ — laikas, per kurį tas kelias nueinamas. 
Iš (1) formulės seka, kad 
5 
s-v.t, t= 


y^ 


Svarbu pabrėžti, kad užrašytose formulėse dydžiai v, s ir | turi būti 
išreikšti vienoje vienetų sistemoje. Pavyzdžiui, jei kelias s išreikštas 
kilometras (km), o laikas – valandomis (A), tai greitis turi būti išreikštas 
kilometrais per valandą (&). 

Taip pat reikia žinoti dydžių matavimo vienetų sąryšius. 

Pavyzdžiui, 


хэ e d = Ten 
3min= а= 39 15 min= = hz +h; 
2320 рз. inz 438 р 44. 
3h20 min- 34 h- 32h; 4h 48min A S h- 4 h; 
m 20:19155 кт 20.3600 km _ ~, km . 
2d A“ ЛИН p E 
3600 


Toliau išnagrinėsime dažniausiai pasitaikančių judėjimo uždavinių 
sprendimą. 
Judėjimo uždaviniai, kai judėjimas vyksta iš dviejų skirtingų 
taškų — vienas priešais kitą. 


Jeigu du kūnai pradeda judėti vienu metu iš dviejų skirtingų taškų 
vienas priešais kitą, tai nuo jų išvykimo momento iki susitikimo momento 
kiekvienas iš jų sugaišta tiek pat laiko. 

Tuo remiantis sudaroma lygtis, kurią išsprendus randamas 
nežinomasis dydis. 

1 pavyzdys. Iš stotelių 4 ir B tuo pačiu metu vienas priešais kitą 
išėjo du turistai. Susitikus paaiškėjo, kad pirmasis nuėjo 4 km mažiau už 
antrąjį. Po susitikimo turistai ėjo tais pačiais greičiais. Pirmasis turistas 
atėjo į В per 4 h 48 min, o antrasis į A — рег 3h 20 min. Koks atstumas 
tarp stotelių 4 ir B? 


Sprendimas. 


Pastebékime, kad 


20 48 
3h20 тіп = 36077 э, 4h48min- 460 7 430. 
1. Pažymėkime AC = х т; čia C — taškas, kuriame turistai susiti- 


ko (1 pav.). 
Tada CB =(x+4) km. Atstumas tarp stotelių A ir B yra 
AB=x+x+4=(2x+4) km. 
2. Randame pirmojo turisto greitį: 
x+4 х44 S(x+4) ЕЗ 
44 u 24 24 h 
5 5 
3. Randame antrojo turisto greiti: 


х х (=). 


4l 10 10A 
"a 
4. Laikas, kurį sugaišo pirmasis turistas iki susitikimo: 
x 24x 
hi7 S3) ^ 3054900): 
24 


5. Laikas, kurį sugaišo antrasis turistas iki susitikimo: 
_х+4 „10(x+4) +4) 
22735 k @). 
10 
6. Kadangi t, =, , tai galime sudaryti lygtį 
24х _10(х+ 4) 
5(х + 4) 3x 
Šią lygtį pertvarkę gauname tokią lygtį: 
22x! - 400x - 800 
15х(х +4) 
Kadangi pagal uždavinio sąlygą x > 0, tai 15х(х +4) > 0. Vadinasi, 


-0 


abi paskutiniosios lygties puses galime dauginti iš 15x(x + 4) ir gausime 
lygtį, ekvivalenčią duotajai: 
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22x? - 400x - 800 
I5x(x4 4) 


22x? – 400x - 800 - 0. 


=0 |- 15x(x+4) 


Išsprendę šią lygtį, randame du jos sprendinius x,=20 ir 
x, =—33 Reikšmė x, netinka, nes atstumas negali būti neigiamas. 


Taigi x = 20. Tada ieškomasis atstumas tarp stotelių Æ ir В yra 
АВ =2х+4=2.20+4= 44 (km). 
Atsakymas. 44 km. 


2 pavyzdys. Du pėstieji išėjo vienu metu vienas priešais kitą ir susitiko 
po 3A20 min. Kiek laiko reikės kiekvienam iš jų, kad nueitų visą kelią, 
jeigu žinoma, kad pirmasis atėjo į tą vietą, iš kurios išėjo antrasis, 5 A 
vėliau, negu antrasis atėjo į tą vietą, iš kurios išėjo pirmasis? 

Sprendimas. 1 būdas. Šiame uždavinyje nėra jokių duomenų apie 
nueitą kelią. Tokiu atveju visą nueitą kelią patogu žymėti raide s. 


Tada pirmojo pėsčiojo greitis v, = 2 , oantrojo- у, = e 


kur x —laikas, kurį sugaišo pirmasis péstysis visam keliui nueiti, 
— laikas, kuri sugaišo antrasis péstysis visam keliui nueiti. 


Remdamiesi uždavinio sąlyga sudarome lygčių sistema 


yl. s 5,3.3. 
p 33 We s arba x'y 1 uL 
х-у=5, х-у=5. 


Antrosios sistemos pirmosios lygties abi puses galime padalyti 15 5, 
nes 5 + 0. Tada antroji sistema atrodys taip: 


Išsprendę šią sistemą keitimo būdu, gauname, kad x=10, y=5. 


Pastaba. Visą nueitą kelią galėjome laikyti lygiu 1. Tada pėsčiųjų 


greičiai būtų atitinkamai 4 ir x o sistemos pirmoji lygtis būtų tokia 


gla 
y 
2 büdas. Sakykime pirmojo turisto greitis x pe antrojo y "E 


Tada iki susitikimo pirmasis turistas nuéjo 10, km, 


o antrasis — Py km. 


Pirmasis po susitikimo atėjo į tą vietą, iš kurios išėjo antrasis, per 
195 Л, о апігаѕіѕ atėjo į tą vieta, iš kurios išėjo pirmasis, рег = 
valandų. Sudarome lygtį: 

10у 10x _ 


3х 3y 


Pažymime = -1, 1>0 ir gauname lygtį: 


Ss). 3t 
-1017-15:+10=0 |: (75) 
212 «3t -2-0, 

noy t, 7-2 (netinka) 


Vadinasi, x= 1. 
y 2 
Kadangi visas kelias lygus D + y), tai pirmasis turistas visą kelią ėjo 


10 х+у .10(,, y )..10 E 
T. 2 (142)- 3 (1+2)=10 (h), 


o antrasis turistas visą kelią éjo 
10 х-у 10 zi | 
= =—| = =—|=+1|= š 
E yz, 1) 312* 5 (h) 
Atsakymas. 10h, 5h. 


3 pavyzdys. Iš punktų A ir B, atstumas tarp kurių lygus 54 km, tuo 
pačiu metu vienas priešais kitą išvažiavo du dviratininkai. Po 2h jie 
susitiko ir nesustodami tais pačiais greičiais važiavo toliau. Žinoma, kad 
antrasis dviratininkas atvyko į punktą А 54 min vėliau, negu pirmasis į 
B. Raskite dviratininkų greičius. 

Sprendimas. 


1. Tegu pirmojo dviratininko greitis yra x ЕЧ , o antrojo - y m. 


2. Kelias, kurį nuvažiavo pirmasis dviratininkas iki susitikimo, lygus 
2x (km), o kelias, kurį nuvažiavo antrasis dviratininkas iki susitikimo, 


lygus 2y (km). 
3. Remdamiesi uždavinio sąlyga galime sudaryti pirmąją lygtį: 
2x+2y=54. 
4. Laikas, kurį sugaišo pirmasis dviratininkas likusiam ^in po 
susitikimo nuvašiuoti (nuo susitikimo vietos iki punkto В), lygus Ž = 2-9. 
5.Laikas, kurį sugaišo antrasis dviratininkas likusiam кы ро 
susitikimo nuvašiuoti (nuo susitikimo vietos iki punkto 4 ), lygus E (h). 
6. Remdamiesi uždavinio sąlyga sudarome antrąją lygtį 
(54min - Žž. h- h): 


60 
2y 2x 9 
x y 10 
2y 2x 9 
7. Išsprendę lygčių sistemą 4 x у 10° 
2x+2y=54, 
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Randame, kad x -12; у-15. 


Taigi pirmojo dviratininko greitis yra 12 ын , о antrojo — 15 m. 
Atsakymas. 24”, im. 


4 pavyzdys. Atstumas tarp punktų А ir B lygus 30km. Iš šių 
punktų vienas priešais kitą eina du pėstieji. Jeigu pirmasis pėstysis išeis iš 
punkto А 2h anksčiau, negu antrasis péstysis iš punkto B, tai jie 
susitiks ро 2,5 À nuo antrojo pėsčiojo išėjimo momento. Jeigu antrasis 
pėstysis iš punkto B išeis 2h anksčiau, negu pirmasis iš punkto A, tai 
jie susitiks po 3 h nuo pirmojo pėsčiojo išėjimo momento. Kokiu greičiu 
eina kiekvienas pėstysis? 

Sprendimas. 

egu pirmojo pėsčiojo greitis yra x pe antrojo — y S 


Jeigu pirmasis pėstysis išeis iš punkto Æ 2h anksčiau negu antrasis 
iš punkto B, tai pirmasis péstysis iki susitikimo eis 4,5 A, o antrasis — 
2,5 h. Pirmasis péstysis per 4,5 A nueis 4,5- x (km), o antrasis pėstysis 
рег 2,5 ћ nueis 2,5- y (km). Sprendžiant šį uždavinį, svarbu suvokti tai, 
kad atstumų, kuriuos nueina abu pėstieji iki susitikimo vietos, lygi 30 km. 
Remdamiesi šiuo faktu, galime sudaryti pirmąją lygtį 
45-x+25-y=30. 
Analogiškai samprotaudami gaiime gauti ir antrąją lygtį 
3x+5y=30. 
45-x+25-y=30, 
3x+5y=30. 
Išsprendę šią sistemą, randame, kad x=5, y=3. 


Taigi gauname lygčių sistemą | 


Vadinasi, pirmasis pėstysis ėjo 558 greičiu, o antrasis — 3 e greičiu. 


Atsakymas. Pirmojo pėsčiojo greitis yra 5 = , o antrojo - 3 ын 
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5 pavyzdys. Atstumas tarp dviejų stočių уга 360 km. Vienu ir tuo 
pačiu metu iš stočių A ir B vienas priešais kitą išvažiuoja du traukiniai. 
Traukinys, išvažiavęs iš stoties 4, atvyksta į stotį B ne anksčiau kaip 
po 5 A. Jeigu šis traukinys važiuotų 1,5 karto didesniu greičiu negu 
važiuoja dabar, tai jis susitiktų su antruoju traukiniu anksčiau negu po 2 A 
nuo išvykimo iš stoties 4 momento. Nustatysime, kurio traukinio greitis 
yra didesnis. 


Sprendimas. 1.Tegu pirmojo traukinio greitis lygus „m o 


h 
: Кт 
antrojo - y —. 
h 
2. Laikas, per kurį traukinys, išvykęs i$ stoties А, atvyksta į stotį B, 
360 
yra тен h. 


3. Remdamiesi uždavinio sąlyga sudarome nelygybę m 25. 


4. Jeigu pirmojo traukinio (išvykusio iš A) greitis bus lygus 1,5x, tai 


abu traukiniai susitiks po 360 
1,5х+у 
5. Remdamiesi uždavinio sąlyga sudarome nelygybę 
360 
LSx+y SA 
6. Sudarome nelygybiu sistema 
360 
E Xd arba (555360, 
360 <2 360 « 3x * 2y. 
15х-у ^^ 


Iš šios nelygybių sistemos gauname tokią nelygybę: 5x «3x4 2y, 
arba у> х. Taigi antrojo traukinio (išvykusio iš stoties В) greitis yra 
didesnis. 

Atsakymas. Antrojo traukinio (išvykusio iš stoties B) greitis yra 
didesnis. 


Judėjimo uždaviniai, kai judėjimas vyksta iš vieno taško 
į tą pačią pusę 
Jei du kūnai pradeda judėti vienu metu iš vieno ir to paties taško, tai 
tuo atveju, kai jie susitinka (antrasis kūnas paveja pirmąjį), kiekvienas jų 
nuo išvykimo momento iki susitikimo momento sugaišta tiek pat laiko. 


6 pavyzdys. Atstumas tarp dviejų miestelių А ir B lygus lO km. 


Lukas ir Gabrielė tuo pačiu metu išėjo iš miestelio А į miestelį B. Lukas 


km 
h 
anksčiau. Kokiu greičiu ėjo Lukas ir kokiu greičiu ėjo Gabrielė? 


ėjo 3 didesniu greičiu negu Gabrielė ir atėjo į miestelį B 3h 
Sprendimas. 
T" km T ы кт 
1. Тери Gabrielé éjo x + greičiu. Tada Luko greitis yra (x + 3) 
2. Kadangi atstumas tarp miestelių А іг В lygus 10km, tai Gabrielė 
Sa T a, 10 10 
visai kelionei sugaišo X0. o Lukas — түз 0- 


3. Remdamiesi uždavinio sąlyga sudarome lygtį 


Išsprendę šią lygtį, randame, kad x,=-5 ir x,=2. Reikšmė x, 
netinka, nes greitis negali būti neigiamas. 
Vadinasi, Gabrielės greitis lygus 2 m. Tada Luko greitis lygus 5 m. 
km km 


Atsakymas. 5 EZ 2 Fx 


km 
h 
po to 1,5 A ilsisi ir vėl keliauja pradiniu greičiu. Praėjus 4 h nuo pirmojo 


7 pavyzdys. Pirmasis turistas 1,5 A važiuoja dviračiu 16 greičiu, 
turisto išvykimo, iš tos pačios vietos, iš kurios išvyko pirmasis turistas, 
55228 greičiu motociklu išvažiuoja antrasis turistas. Kiek kilometrų jie 


h 
nuvažiuos, kol antrasis turistas pasivys pirmąjį? 


Sprendimas. 1 būdas. Tegu turistai išvyko iš taško А (2 pav.). 


km 
165, 
122 LSA B D 
LS h I, II 
n—— 
56 =n 
h 2 pav. 


1. Iš uždavinio sąlygos aišku, kad pirmasis turistas išvažiavo 4 
anksčiau už antrąjį. Tačiau taške B jis ilsėjosi L5. Antrasis turistas 
pasivijo pirmąjį taške D. Atstumui AD nuvažiuoti pirmasis turistas 
sugaišo 2,5 h daugiau, negu antrasis (4 — 1,5 = 2,5 h). 


2. Tegu x – atstumas (km) nuo taško A iki taško D. Tada laikas, 


per kurį pirmasis turistas nuvažiuotų atstumą AD, yra t, = 50). 0 
laikas per kurį antrasis turistas nuvažiuotų atstumą AD, yra г, = rra (h). 


3. Kadangi г, —t, = 2,5 h , tai galime sudaryti lygtį iP ES =25. 
Išsprendę šią lygtį, randame, kad x=56. Vadinasi, kol antrasis 
turistas pavys pirmąjį, jie bus nuvažiavę 56 km. 


2 būdas. Papildysime jau braižytą judėjimo schema (žr. 3 pav.) dar 
vienu nauju tašku C (2 pav.). 


16 57 
“р. 
mm LSA B ih C D 
L5h I, II 
п> = 
h 3 pav. 


Kai pirmasis turistas jau buvo taške C, tai antrasis turistas tuo 
momentu išvažiavo iš taško А. Nuo taško A iki taško B pirmasis 
turistas važiavo 1,5 й, o nuo taško B, kuriame jis ilsėjosi 1,5 А, iki 
taško C, pirmasis turistas važiavo 1h (4-3=1 A). 
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Taške D antrasis turistas pasivijo pirmąjį. 

Akivaizdu, kad laikas, per kurį pirmasis turistas nuvažiuoja atstumą 
CD yra lygus laikui, per kurį antrasis turistas nuvažiuoja visą atstumą 
AD. Tuo remdamiesi sudarysime lygtį. Visą atstumą AD pažymėkime 
x, ty. AD=x. 

Kadangi АВ =16-1,5 = 24 (km), о BC =16-1=16 (km), tai 

Ср = AD-(AB+ ВС) = AD-(24+16)= AD 40 = x - 40 (km). 


Vadinasi, laikas, per kurį pirmasis turistas nuvažiuoja atstumą CD yra 


2 T (h), o laikas, per kurį antrasis turistas nuvažiuoja visą kelią 


lygus 


= KS 
AD - x yra lygus 56 (A). 
x-40 x 
16 — 56' 
3 būdas. Sakykime, kad antrasis turistas pavys pirmąjį ро / A. 
Dviratininkas per + h nuvažiavo atstumą, lygų 16-1,5+(1—3)-16 (km), 
o antrasis — per (1-4) A motociklu nuvažiavo (t — 4)- 56 (km). 


Galime sudaryti lygtį kurią išsprendę randame, kad x = 56. 


Kadangi ir dviratininkas, ir motociklininkas nuvažiavo vienodą 
atstumą, sudarome lygtį: 


24+16:-48=56:-224, 40(-24-48-224, 40:=200; iš čia 
1=5 (h). 


Vadinasi, jie nuvažiavo (5-4)-56 =56 km. 
Atsakymas. 56 km. 


Judėjimo uždaviniai, kuriuose yra vienas judantis kūnas 
8 pavyzdys. Autobusas vyksta į 300 km kelionę. Dėl techninių kliūčių 
jis išvyko 1 valanda vėliau, negu buvo numatyta. Kad laiku atvyktų į 
galinį punktą, jam teko važiuoti 154” didesniu greičiu, negu buvo 


h 
numatyta. Kokiu greičiu važiavo autobusas? Kiek laiko užtruko kelionė? 
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Sprendimas. Tegu x — numatomas greitis (2) Tada autobusas 
važiavo Gs 7 greičiu. 
s ЭРЭР : 300 
Visa kelią (visus 300 km ) autobusas nuvažiuos рег TIE h. 


Buvo numatyta, kad visą kelią autobusas nuvažiuos рег ын Л. 


Kadangi reali važiavimo trukmė уга 1л mažesnė už numatytą 
300 300 _ 
x х415 ^ 
300 300 _ 
х-15 
x? «15x - 4500 -0 
x(x+15) | 
Kadangi pagal uždavinio sąlygą х» 0, tai х(х-15)» 0 su bet kuria 
nežinomojo x reikšme. Vadinasi, abi paskutiniosios lygties puses galime 
dauginti iš x(x+15) ir gausime lygtį, ekvivalenčią duotajai. 
x? «15x - 4500 
EN CITON -0 5 х(х + 15) 


x! «15x - 4500 =0. 


trukmę, tai galime sudaryti lygtį 


Išspręskime šią lygtį: 1=0, 


300(x 15) - 300x — х(х +15) 
SUPE T 0 RE TUE). cir 
х(х+15) 


Išsprendę šią kvadratinę lygtį, randame du jos sprendinius: 
x,=-75 ir x, =60. 


Reikšmė x, netinka, nes x » 0. Taigi numatomas važiavimo greitis 


yra x=60 zm . Tada autobusas važiavo 60+15 = 75 Li greičiu, o visos 


h 
kelionés trukmé yra X =4h. 
Atsakymas. 7557, 4h. 


9 pavyzdys. Keleivinis traukinys kelyje buvo sulaikytas 12 min. 
Norėdamas atvažiuoti į artimiausią stotį pagal tvarkaraštį, mašinistas 
60km kelyje važiavo 152" didesniu greičiu, negu anksčiau. Raskite 
pradinį traukinio greitį. 

Sprendimas. 1.15 uždavinio sąlygos seka, kad jeigu traukinys po 
sustojimo punkte B, kuriame jis buvo sulaikytas, toliau važiuotų 


pirmykščiu greičiu, tai į artimiausią stotį C jis atvyktų 12 min 


(2 min = i h= E 2 véliau, negu numatyta tvarkarastyje (4 pav.). 
A B 60 km С 
km 12 min km 
x— (x+15) h 


2. Tegu x — pradinis traukinio greitis (2) Tada, važiuodamas 


„En greičiu, 60 km ilgio kelio ruožą traukinys nuvažiuos per EOS 


o tą patį kelio ruožą, važiuodamas (+15) 57 greičiu, jis nuvažiuos per 


60 
x+15 


(л). Iš uždavinio sąlygos seka tokia lygtis: 


x x4l5 5 


Išsprendę šią lygtį, randame, kad ji turi du sprendinius x, =-75 ir 
x,=60. Sprendinys x, netinka, nes greitis negali būti neigiamas 


skaičius. Vadinasi, pradinis traukinio greitis lygus вот. 


Atsakymas. 60 m. 


10 pavyzdys. Traukinio keleivis žino, kad šiame kelio ruože traukinio 
greitis lygus 40 m. Kai tik pro langą pasimatė priešpriešiais važiuojantis 
75m ilgio traukinys, keleivis įjungė sekundometrą. Priešpriešinis 
traukinys pravažiavo per 3s. Raskite jo greitį. 

Sprendimas. 

1. Tegu pro langą pravažiuojančio traukinio greitis lygus 


x m. Traukinio, kuriame važiuoja keleivis, greitis lygus 


до m... 30:1000 m 100 т 
h 3600 s 9 s^ 


2. Pravažiuojantis traukinys per 3 5 nuvažiavo 3x (m), o traukinys, 
kuriame yra keleivis, nuvažiavo 


100 3,1 


3. Pagal uždavinio sąlygą abu traukiniai iš viso nuvažiavo 75m. 
Taigi galime sudaryti lygtį 
31 +3x=75, kurią išsprendę, randame, kad 
128 m _ 125-3600 _ km 
x-Bg 50-1000 =so( h ) 


Atsakymas. 50 = у 


11 pavyzdys. Zmogus, stovédamas stoties platformoje, pastebéjo, кай 
traukinys pro jį pravažiavo per 10 sekundžių. o pro visą stotį, kurios ilgis 
308m - per 24 sekundes. Koks traukinio ilgis ir kokiu greičiu jis 
važiavo? Огей išreikškite ee 

Sprendimas. 

x WE 
10 s` 
Traukinys pravažiavo (308 + x) metrų kelią per 24 sekundes. 


Tegu traukinio ilgis lygus x m. Tada jo greitis yra 
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Sudarome lygti: 
308-х _ 24. 
Du. 
10 
Išsprendę šią lygtį randame, kad x = 220 m. 
Vadinasi, traukinio greitis lygus 


1 

220m .,m 33. 1000 km 4,3600 km _ -o у km 

pu 7. 739 h ma O 
3600 


Atsakymas. Traukinio ilgis lygus 220 m, jo greitis 79,2 m. 


12pavyzdys. Dviratininkas išvyksta iš punkto A į punktą B. 
Atstumas tarp punktų A ir B lygus 60km. Visą kelią dviratininkas 


važiuoja pastoviu m greičiu. Nesustodamas punkte B, jis važiuoja 


atgal tuo pačiu greičiu, bet po valandos nuo išvažiavimo iš B, sustoja ir ilsi- 


si 20 min. Po to jis važiuoja toliau 4 pd didesniu greičiu, negu anksčiau. 


Kokiose ribose turėtų kisti pradinis dviratininko greitis v, kad kelionei 
atgal iš B į A jis sugaištų ne daugiau laiko, negu kelionei iš A į B? 


Sprendimas. 1. Tegu pradinis dviratininko greitis yra x m, 


60 km 


Ne 
( 20 тїт lh ^ 
4— B 


(60 — x) km stay. x km 


Iš dviratininko judėjimo schemos (5 pav.) matome, kad atstumas BC 
(važiuodamas atgal taške C dviratininkas sustoja poilsiui) yra lygus 
xkm. Iš tikrųjų, kadangi šioje kelio atkarpoje dviratininko greitis lygus 
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„E, tai per lh jis nuvažiuoja x km. Uždavinio sąlygoje duota, kad 


AB=60km. Tada АС = (60-х) дт. Atstumą nuo 4 iki B 


dviratininkas nuvažiuoja per p, oatstumą nuo B iki A - per 


60-x 1 :.20, 1 
[94 эм)» (20min = 201-54. 
2. Remdamiesi uždavinio sąlyga, sudarome nelygybę 
60 1.60 
x+4 ir 3 x 
Išsprendę šią nelygybę, randame, kad 0<x<20. Vadinasi, jei 


pradinis dviratininko greitis v kinta ribose O<v<20 (čia greitis v 
išreikštas m), tai kelionei atgal (iš B į A) dviratininkas sugaišta ne 
daugiau laiko, negu kelionei pirmyn (iš 4 į B). 


Atsakymas. 0< v«20 En. 


Judéjimo vandeniu uZdaviniai 


Sprendžiant šio skyrelio uždavinius, dažnai tenka susidurti su 
motorinės valties, vandens dviračio, garlaivio ar kitos vandens transporto 
priemonės judėjimu upe. Sakykime, upe juda motorinė valtis. Jei upės 
tėkmės greitį pažymėsime v,, , motorinės valties nuosavą greitį vos > 
tai motorinės valties greitis jai plaukiant pasroviui ( эв, уга 
apskaičiuojamas taip: 


У pase. = Vanas, T Уш. > 


ojos greitis plaukiant upe prieš srovę bus LL 


sr. nuos. Уш. E 


v +v 
Tada у =— = P. 


nuos. 2 


Išnagrinėsime keletą pavyzdžių. 


13 pavyzdys. Laivas nuplaukia 100 km pasroviui ir tiek pat prieš 
srovę per 15h. Upės tėkmės greitis 5%, Raskite laivo greitį 
stovinčiame vandenyje. 


Sprendimas. 1. Tegu laivo greitis stovinčiame vandenyje „En. 


Tada laivo greitis jam plaukiant pasroviui yra (к+)®т, о laivo greitis 
plaukiant prie$ srove yra 6-557. Laikas, kurį sugaišo laivas plauk- 


100 
29. 


100 (h), o plaukdamas prieš srovę 


damas pasroviui, yra 
P Lim x+5 x 


2. Kadangi visos kelionės trukmė yra 15 A, tai lygtis yra tokia: 


100 10 _ 
x+5 *x-5 "n 


Išsprendę šią lygtį, randame, kad jos sprendiniai уга хү--3 ir 


x, -15. Sprendinys x, netinka, nes greitis negali būti neigiamas. Taigi 


laivo greitis stovinčiame vandenyje lygus 15 m. 


Atsakymas. 1557, 


14 pavyzdys. Atstumas tarp dviejų ant upės kranto esančių prieplaukų 
yra 30km. Motorinė valtis nuplaukė upe iš vienos prieplaukos į kitą ir 


grįžo atgal рег 6h, įskaitant 40 min, sugaištų sustojimams. Koks moto- 
rinės valties greitis stovinčiame vandenyje, jei upės tėkmės greitis 3 m. 
Sprendimas. 1. Tegu motorinės valties greitis stovinčiame vandenyje 


lygus x m. Tada jos greitis plaukiant pasroviui yra +, o 


plaukiant prieš srovç 6-5. Laikas, kurį sugaišo motoriné valtis 


plaukdama pasroviui, lygus 2 o laikas, kurį sugaišo motorinė 


valtis plaukdama prieš srovę, lygus Tu (h). 


2. Kadangi 40 тіп (4o min = E h- i 2 motoriné valtis stovéjo, 
tai šį laiką ji neplaukė. 
Vadinasi, motorinė valtis plaukė 6h - h- E h. Remdamiesi 
uždavinio sąlyga, galime sudaryti lygtį 
30 „30 „16 
x+3 x-3 3^ 


Išsprendę šią lygtį, randame, kad jos sprendiniai yra х, --Ž ir 


x, =12. Sprendinys x, netinka, nes greitis negali būti neigiamas. Taigi 


Хт 


motorinės valties greitis stovinčiame vandenyje lygus 12 р" 


Atsakymas. от. 
15 pavyzdys. Motoriné valtis išplaukė upe iš prieplaukos А prieš 
srovę 9.00 val. ir atvyko į prieplauką B. Praėjus 2h nuo atvykimo į 
prieplauką B, motoriné valtis išvyko atgal ir atvyko į prieplauką 4 tos 
pačios dienos 19.20 val. Laikydami, kad vidutinis upės tėkmės greitis 


3 =" , O valties greitis visa laika pastovus, nustatykite, kelinta valanda valtis 
atvyko į prieplauką B. Atstumas tarp prieplaukų А ir B lygus 60 km. 
Sprendimas. 


1. Tegu nuosavas valties greitis yra „En Tada valties greitis jai 


plaukiant prieš srovę bus (х — 3) m , о pasroviui — (x +3) m. 
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60 
2,0. 


60 
3 (А). 


х- 


2. Laikas, sugaistas jai plaukiant pasroviui bus 


3. Laikas, sugaistas jai plaukiant ргїе5 srove bus 


4. Iš viso valtis sugaišo kelionei D -9-2- 8l (h). 


5. Remdamiesi uždavinio sąlyga, sudarome lygtį 


Išsprendę šią lygtį, randame du jos sprendinius x, =-0,6 ir x, =15. 


Sprendinys x, netinka, nes greitis negali būti neigiamas skaičius. Taigi 


nuosavas valties greitis lygus 15 m. 


6. Tada laikas, kurį sugaišo valtis plaukdama prieš srovę, yra 


1-0 sh. Vadinasi, į punktą В valtis atplaukė 94+54=14 4. 


Atsakymas. 14.00 val. 


16 pavyzdys. Iš prieplaukos pasroviui išplaukė plaustas. Ро 


5h20min paskui jį iš tos pačios prieplaukos išvyko motorinė valtis. 


Nuplaukusi 20km, ji pasivijo plaustą. Motorinės valties greitis PE 
didesnis už plausto greitį. Koks plausto greitis? 
Sprendimas. 1. Plausto greitis lygus upės tėkmės greičiui. Pažymė- 


kime jį x m, Tada motorinės valties greitis bus (x +12) m. 


2. Laikas, per kurį plaustas nuplaukė 20km, lygus 29 (у, о laikas, 


20 
+12 


per kurj motoriné valtis nuplauké 20 km, 1ури$ m 


(8). 


1 


3. Plaustas kelionėje (Ко! jį pavijo valtis) sugaišo 5 3 


h ilgiau, negu 
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motorinė valtis. 
4. Remdamiesi uždavinio sąlyga, sudarome lygtį 
20__20 _,1 
x х412 `3 
Išsprendę šią lygtį, randame, kad ji turi du sprendinius x,=-15 ir 
x,=3. Sprendinys x, netinka, nes greitis negali būti neigiamas skaičius. 


km 


Taigi plausto greitis lygus 3 h 


Atsakymas. 3 m я 


17 pavyzdys. Nuo prieplaukos А upės tėkmės kryptimi paleidžiamas 
plaustas. Upės tėkmės greitis yra v En Po valandos iš tos pačios prie- 
plaukos paskui plaustą išplaukė motorinė valtis, kurios greitis stovinčiame 
vandenyje (nuosavas valties greitis) lygus 10 m. Pavijusi plausta, 
motorinė valtis apsisuka ir grįžta atgal į prieplauką 4. Nustatysime visas 


greičio v reikšmes, su kuriomis iki motorinės valties atvykimo į 
prieplauką 4 momento plaustas nuplaukia daugiau kaip 15 km. 


Sprendimas. Sakykime, plaustas iki tol, kol jį pavijo motorinė valtis, 


plaukė / valandų ir nuplaukė atstumą s,=v/. Tada motorinė valtis 


iki tol, kol pavijo plaustą, plaukė (/-1) valandą (v+10) = greičiu ir 
nuplaukė atstumą 

s, =(у+10)(1-1). Bet s; =5,, ty. 

vi=(v+10)(1-1). 


Iš šios lygybės 1- B 


. Minėtas atstumas s, =s, = s tada lygus 


Laikas +,, kurį sugaišo motorinė valtis grįžti atgal į prieplauką 4, lygus 


v(v+10) 
icd -0 i 4 
! 10-v 10-v  10(10-v)' 


Kol motorinė valtis grįžo į А, per laiką /, plaustas nuplaukė 


atstumą 
Е. TR v(v+10) _ v? (v 10) 
fo? aba Keg ro тогуу уу” 


Tada visas atstumas, kurį nuplaukia plaustas per laiką /4-1,, lygus 


"—-— ‚_ V(v+10) vŽ(v+10) 
S =5+5, Су. 5 LU T0(10-v) 


„Pagal uždavinio sąlygą s“ > 15, t.y. 
v(v+10) „у 10) 

10 10(10— v) 

шэг šią nelygybę, gauname nelygybę 


v? 425y- -150 (v- 5)(у +30) 
10- дь v-10 


Kadangi у> 0, tai v+30>0. 


>19. 


Vadinasi, nelygybé 
(v-5)(v + 30) <0 
v-10 
eu nelygybei 


Л š «0, kurią išsprendę randame 5 « v «10. 


Atsakymas. 5«v«10. 
Judėjimo apskritimu uždaviniai 


Išnagrinėsime kelis pavyzdžius. 


18 pavyzdys. Du taškai juda tolygiai 60т ilgio apskritimu viena 
kryptimi. Vienas taškas apibėga vieną rata 55 greičiau negu kitas. Kas 
minutę vienas taškas pasiveja kitą. Raskite kiekvieno taško greitį. 

Sprendimas. 1. Tegu pirmasis taškas pilnai apsisuka per xs, o 
antrasis taškas — per y s. Tada pirmojo taško greitis 


„$0 m _ 3600 m 
эгээ. 
60 т _ 3600 m 
o antrojo — v, = 


ys y min. 

2. Laikysime, kad x « y. Tada 15 uZdavinio salygos sudarome pirmaja 
lygtį у-х=5. 

3. Kadangi taškai susitinka po kiekvienos minutės ir pirmasis juda 
didesniu greičiu, tai jis per 1 min turi praeiti visą apskritimą, t.y. 60 m, ir 
dar tiek, kiek per 1 min suspėja praeiti antrasis taškas, t.y. m 
4. Vadinasi, antroji lygtis yra tokia: 


3600 3600 460. 
x y 


5. Sudarome lygčių sistema: 
у-х=5, 
3600 3600 +60. 
x y 
Išsprendę šią sistemą, randame du jos sprendinius x,=-20, 
y,=-15 ir x,=15, y,=20. Pirmasis sprendinys (-20;-15) 


netinka, nes laikas negali būti neigiamas. Taigi x=15, y= 20. Vadinasi, 
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19 pavyzdys. Du sportininkai bégioja vienu uZdaru stadiono takeliu. 
Kiekvienas bėga pastoviu greičiu, tačiau pirmasis sportininkas visą takelį 
prabėga 105 greičiau, negu antrasis. Jeigu abu sportininkai startuotų iš 
vienos vietos ir bėgtų viena kryptimi, tai pirmą kartą susitiktų po 720 s. 
Kokią bėgimo takelio ilgio dalį nubėga per sekundę kiekvienas 
sportininkas? 

Sprendimas. 1.Šiame uždavinyje bėgimo takelio ilgis neduotas. 
Pažymėkime jį 1. Tegu pirmasis sportininkas visą takelį prabėga per x s, 


о antrasis - рег ys. Tada pirmojo sportininko greitis yra i, о antrojo 


e Iš uždavinio sąlygos aišku, kad pirmojo sportininko greitis yra 
didesnis už antrojo. Remdamiesi uždavinio sąlyga, gauname pirmąją lygtį 
у-х-10. 

2. Pirmasis sportininkas рег 7205 nubégs visą bėgimo takelio ilgį, 
ty. 1, ir dar tiek, kiek per 720s suspės nubėgti antrasis, t.y. Pa 
galime sudaryti antraja lygti 

720 720 1, 
x У 
m. 320 1, 
3. Sudarome lygčių sistema БЕ 
Е 


Kadangi pagal prasmę х> 0 ir у> 0, tai šią sistemą tenkina vienas 
sprendinys x=80, у-90. Taigi pirmasis sportininkas visą bėgimo 
takelį prabėga рег 805, o antrasis – per 90s. Tada per 15 pirmasis 


sportininkas nubėgs 3i bėgimo takelio ilgio dalį, o antrasis sportininkas 


per 1s nubégs Л bėgimo takelio ilgio dalį. 
ES M 
Atsakymas. 30: 90 
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10.3. BENDRO DARBO UZDAVINIAI 


Bendro darbo uždaviniuose pagrindiniai dydžiai уга: 
1) darbas A; 
2) laikas t; 
3) darbo našumas (darbas, atliktas per laiko vienetą). 

Išnagrinėsime keletą šio tipo uždavinių sprendimo pavyzdžių. 

1 pavyzdys. Dvi darbininkų brigados, dirbdamos kartu, atlieka tam 
tikrą darbą per 4 dienas. Jeigu šį darbą dirbtų tiktai pirmoji brigada, tai ji tą 
darbą atliktų 6 dienomis greičiau negu antroji. Per kiek dienų atliktų tą 
darbą kiekviena brigada, dirbdama atskirai? 

Sprendimas. 1. Visą darbą pažymėkime 1. 

2. Tegu pirmoji brigada, dirbdama viena, visą darbą gali atlikti per x die- 
nų. Tada antroji brigada, dirbdama viena, visą darbą atlieka per (x + 6) dienų. 


3. Pirmoji brigada per vieną dieną atlieka L darbo dali, o antroji — ES 
darbo dalį. 

4. Abi brigados, dirbdamos kartu, per vieną dieną atlieka i darbo dalį. 
bo 


x+6 4“ 
Išsprendę šią lygtį, ud kad jos sprendiniai yra x, = —4 ir x, = 6. 


5. Sudarome lygtį — L+ 


Sprendinys x, netinka. Vadinasi, pirmoji brigada, dirbdama pati viena, 
visa darba atlieka per 6 dienas. Tada antroji brigada, dirbdama viena, visa 
darba atlieka per 64-6 =12 dienu. 

Pastaba. Šį uždavinį galėjome spręsti sudarydami lygčių 
sistemą. Tegu pirmoji brigada, dirbdama viena, visą darbą atlieka 
per x dienų, o antroji - per y dienų. Tada pirmoji brigada per 1 dieną 


atlieka i darbo dali, o antroji — E darbo dalį. Abi brigados, dirbdamos 


kartu, per 1 dieną atlieka i darbo dalį. Taigi lygčių sistema yra tokia: 


у-х-6. 

Sios sistemos sprendiniai yra x =-4, y =2 ir x, =6, у, -12. 
Pirmasis sprendinys (-4;2) netenkina uždavinio sąlygos. Taigi pirmoji 
brigada visą darbą atlieka per 6 dienas, o antroji — per 12 dienų. 

Atsakymas. Pirmoji brigada visą darbą atlieka per 6 dienas, o antroji — 
per 12 dienų. 


2 pavyzdys. Tam tikrą darbą Lukas atlieka per 24 A, o Tadas — 3 kartus 
greičiau. Per kiek laiko šį darbą atliktų abu berniukai, dirbdami kartu? 

Sprendimas. Visą atliktą darbą laikykime lygiu 1, o laiko tarpą, per 
kurį šį darbą atliko abu berniukai, pažymėkime x. Tada per laiko vienetą 
(per 1 A) atlikto darbo dalis bus lygi i. Kadangi per 1 h Lukas atlieka 

1 = ЭРЭ! 

24” “2408 

Ši lygtis turi vienintelį sprendinį x=6. Taigi abu berniukai, dirbdami 
kartu, numatytą darbą atliks per 6 A. 

Atsakymas. 6 h. 


о Tadas – š dalj šio darbo, tai galime sudaryti lygti L 


3 pavyzdys. Dvi brigados, dirbdamos kartu, gali suremontuoti tam 
tikrą kelio ruožą per 18 dienų. Tačiau dėl tam tikrų priežasčių iš pradžių 
dirbo tik pirmoji brigada, o baigė remonto darbus antroji brigada, kuri 
remontavo sparčiau negu pirmoji. Kelio remontas užtruko 40 dienų. 


Pirmoji brigada atliko i viso darbo. Per kiek dienų šį kelio ruožą 
suremontuotų kiekviena brigada atskirai? 

Sprendimas. 1. Visą darbą pažymėkime 1. 

2. Tegu pirmoji brigada visą darbą gali atlikti per x dienų, o antroji — 
per y dienų. 


3. Tada per 1 dieną pirmoji brigada atliktų P darbo dali, o antroji — > 


darbo dalį. 


4. Per 18 dienų pirmoji brigada gzli atlikti L. 18 darbo dali, o antroji — 
L 18 darbo dali. 
X 

5. Kadangi abi brigados, dirbdamos kartu, gali atlikti visą darbą per 18 
dienų, tai galime sudaryti pirmąją lygti Lag + 2 :18z1. 

6. Iš uždavinio sąlygos seka, kad pirmoji brigada atliko i viso darbo ir 


todél tam sugaiso à. dienų, o antroji atliko i viso darbo ir sugaišo L y 


3 
dienų. 
7. Kadangi iš viso dirbta 40 dienų, tai galime sudaryti antrąją lygtį: 
ix * i» = 40. 
1:18-1:48-1, 
8. Sudarykime lygčių sistemą 47 | У 
35+3У= 40. 


Išsprendę šią sistema, randame, kad ji turi du sprendinius x, = 24, 
у = 72 ir x, = 45, у, = 30. 

9. Kadangi antrosios brigados darbo našumas (darbas, atliktas per 
laiko vienetą) didesnis, tai uždavinio sąlygą tenkina tiktai antrasis 
sprendinys х, = 45, y,=30. Taigi pirmoji brigada, dirbdama viena, 
minėtą kelio ruožą suremontuotų per 45 dienas, o antroji — per 30 dienų. 

Patikrinimas. Tegul žinoma, kad pirmoji brigada gali atlikti visą 
darbą per 45 dienas, o antroji — per 30 dienų, tada pirmoji brigada per 
I dieną atliks E dalį viso darbo, o antroji — - viso darbo. Taigi, 


30 
dirbdamos kartu, per 1 dieną brigados atliks 
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Ды S L 
45 30 90 18 
viso darbo dalį. Tai reiškia, kad visam darbui atlikti joms prireiks 
18 dienų, o tai atitinka uždavinio sąlygą. Analogiškai samprotaudami 
gausime, kad pirmoji brigada i viso darbo atliks per 3-45 -30 dienu, o 
1 i. 
3 3 
sugaista 30-- 10 = 40 dienų, kas atitinka uždavinio sąlygą. 
Atsakymas. 45 d., 30 d. 


antroji brigada — viso darbo atliks per —-30 =10 dienų, t.y. i$ viso bus 


4 pavyzdys. Du darbininkai, dirbdami kartu, gali atlikti darbą per 12 
dienų. Po 8 bendro darbo dienų, pirmasis darbininkas buvo išsiųstas dirbti 
kitur, todėl likusią darbo dalį per 7 dienas pabaigė antrasis darbininkas. 
Keliomis dienomis greičiau antrasis darbininkas pabaigtų darbą už pirmąjį, 
jeigu kiekvienas iš jų dirbtų atskirai? 

Sprendimas. 1. Visą darbą pažymėkime 1. 

2. Tegu pirmasis darbininkas gali atlikti visą darbą per x dienų, o 
antrasis – per y dienų. 


3. Tada per vieną dieną pirmasis darbininkas atlieka L darbo dali, o 


antrasis — E darbo dalį. 


4. Remdamiesi uždavinio sąlyga, sudarome lygčių sistemą 
L. d 
+ -- 


1,141 l l 1 

x y 12 x y 12 

8 Lie Let MNT is 
x y y l y 
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L £ 1 

zt Ld. х=28, 
1 1 x 28 =21 

7—==; =21; avem 
y 3 


Taigi pirmasis darbininkas, dirbdamas vienas, visa darba atlieka per 
28 dienas, o antrasis — per 21 diena. Vadinasi, antrasis darbininkas visa 
darbą atlieka 7 dienomis greičiau negu pirmasis. 

Atsakymas. 7 dienomis. 


5 pavyzdys. Vienu metu atidarius du vamzdžius, baseinas prisipildo 
per 2h. Per kiek valandų pripildytų baseiną vienas pirmasis vamzdis, 
jeigu žinoma, kad jis pripildo baseiną 3 h greičiau negu antrasis vamzdis? 

Sprendimas. 1. Tegu pirmasis vamzdis pripildo baseiną per x A. 
Tada antrasis vamzdis pripildo baseiną per (x +3). 

2. Pastebėkime, kad baseino tūrio matavimo vienetai uždavinio 
sąlygoje nenurodyti. Vadinasi, uždavinio sprendimui tai nesvarbu ir, užuot 
baseino tūrį žymėję raide V, galime paimti bet kurį skaičių, pavyzdžiui 1. 


3. Taigi, jeigu baseino tūrį laikysime lygiu 1, tai per 14 pirmasis 


vamzdis pripildo + baseino tūrio dalį, o antrasis — per baseino 
tūrio dalį. Per 2 h pirmasis vamzdis pripildo 12 baseino tūrio dalį, о 


antrasis — =з? baseino tūrio dalį. Рег 2л abu vamzdžiai kartu 


pripildo visa baseina. 
4. Sudarome lygtį 
1 1 


y тиз AeL 


Ši lygtis turi du sprendinius x, =-2 ir x, =3. Sprendinys x =-2 
netinka, nes laikas negali būti neigiamas. Taigi pirmasis vamzdis pats 
vienas pripildo baseiną per 3 A. 

Atsakymas. Per 3 h. 


10.4. PLANAVIMO UZDAVINIAI 
Planavimo uZdavinius galima suskirstyti j keleta grupiu. 
1. Uždaviniai, kuriuose reikia rasti atlikto darbo dydį. 


1 Pavyzdys. Tekintojo mokinys tekina šachmatų figūras tam tikram 
kiekiui šachmatų komplektų. Jis nori išmokti kiekvieną dieną gaminti 
dviem figūrom daugiau negu gamina dabar. Tada tokią pačią užduotį jis 
įvykdytų 10 dienų greičiau. Jeigu jam pasisektų išmokti kiekvieną dieną 
gaminti 4 figūrom daugiau negu dabar, tai tokios pat užduoties terminas 
sumažėtų 16 dienų. Keliems šachmatų komplektams tekintojo mokinys 
pagamina figūrų, jeigu kiekvienam komplektui reikia 16 figūrų. 

Sprendimas. 1. Tegu tekintojas iš viso ištekina x figūrų, o per vieną 


dieną – y figūrų. Tada užduotį tekintojas įvykdo per > dienu. 


2. Jeigu per dieną tekintojas ištekintų y+2 figūras, tai visą užduotį 


jis atliktų per "m 2 dienų. Analogiškai, jeigu per dieną jis ištekintų 


x 


у+4 figūras, tai visą užduotį atliktų per ye dieny. 
3. Pasinaudoję uždavinio sąlyga, sudarome tiesinių lygčių sistema 
x x 
=- =10, 
y y*2 
Ж Жы 
y y+4 


Išsprendę šią sistema, randame, kad jos sprendinys yra х=240, 
y=6. Taigi tekintojas iš viso ištekina 240 figūrų, iš kurių galima sudaryti 


= =15 šachmatų komplektų. 


Atsakymas. 15 komplektų. 


2. Uždaviniai, kuriuose reikia rasti darbo našumą, t-y. darbo 
kiekį, atliktą per laiko vienetą. 


2 pavyzdys. Žvejų brigada planavo per tam tikrą laiką sugauti 180 cnt 
žuvies. i Sio laiko truko audra, todél kasdien buvo sugaunama 20 cnt 
žuvies mažiau negu numatyta. Tačiau per likusias dienas brigadai pavyko 


kasdien sugauti 20 cnt žuvies daugiau už dienos normą ir todėl planuota 
užduotis buvo įvykdyta viena diena anksčiau nei buvo numatyta. Kiek 
centnerių žuvies buvo numatyta sugauti kasdien? Per kiek dienų buvo 
numatyta sugauti 1800 cnt žuvies? 


Sprendimas. 1. Tegu numatytą žuvies kiekį (1800 cnt) brigada pla- 
navo sugauti per x dienų, o per vieną dieną buvo numatyta sugauti y cnt 
žuvies. 


2. Remdamiesi uždavinio sąlyga, sudarome pirmąją lygtį 
xy =1800. 


3. Kadangi i planuoto termino siauté audra, tai per ta laika brigada 


tesugavo (y-20-1x cnt žuvies. 


4. Per likusį laiką brigada sugavo (у + 20) (2x- ) спі Zuvies. 


5. Remdamiesi uZdavinio salyga, sudarome antraja lygti 
(20-3 «6/20 (22-1) = 1800. 
6. Sudarome lygčių sistemą 
xy =1800, 
6-20)-Ž+6+29 (Ž-1)- 1800. 
Ją išsprendę, randame, kad x=18, y=100. Taigi žvejų brigada 


planavo kasdien sugauti po 100 спі žuvies, o sugauti visus 1800 cmt ji 
planavo per 18 dienų. 


Atsakymas. Po 100 cnt kasdien; per 18 dienų. 
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3. Uždaviniai, kuriuose reikia rasti laiką, reikalingą numatytam 
darbui atlikti. 


3 pavyzdys. Įmonė buvo suplanavusi, kad per kelis mėnesius pagamins 
6000 siurblių. Padidinus darbo našumą, įmonė per mėnesį pradėjo gaminti 
70 siurblių daugiau, negu buvo planuota, todėl mėnesiu anksčiau nei 
numatytas terminas pagamino 30 siurblių daugiau, t.y. pranoko planuotą 
užduotį. Per kelis mėnesius buvo planuota pagaminti 6000 siurblių? 


Sprendimas. 1. Tegu 6000 siurblių buvo planuota pagaminti per x 
mėnesių. Tada per (x – 1) mėnesių buvo pagaminta 6030 siurblių. 


2. Per vieną mėnesį įmonė planavo pagaminti 6000 siurblių, tačiau 
iš tikrųjų per mėnesį pagamindavo m siurblių. 
3. Remdamiesi uždavinio sąlyga sudarome lygtį gum - шэн = 70. 


Išsprendę šią lygtį, randame, kad jos sprendiniai yra х, --9 ir 


x,-10. Sprendinys x, netinka, nes mėnesių skaičius negali būti 
neigiamas. Taigi 6000 siurblių buvo planuota pagaminti per 10 mėnesių. 
Atsakymas. Per 10 mėnesių. 


4. Uždaviniai, kuriuose vietoje darbo atlikimo laiko duotas 
skaičius darbininkų, atliekančių darbą. 


4 pavyzdys. Mūrininkų brigada apsiėmė sumūryti 432 m? sienos, 
tačiau į darbą atvyko 4 mūrininkais mažiau. Kiek mūrininkų yra brigadoje, 
jeigu žinoma, kad kiekvienam dirbusiam mūrininkui teko sumūryti 9 m° 
sienos daugiau negu buvo planuota iš pradžių? 

Sprendimas. 1. Tegu brigadoje yra x mūrininkų. Tada pagal užda- 


vinio sąlygą į darbą atėjo (x — 4) mūrininkai. 


2. Kiekvienas mūrininkas pagal susitarimą turėjo sumūryti ын т? sie- 
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nos, tačiau iš tikrųjų kiekvienas dirbęs mūrininkas sumürijo E т? sienos. 


3. Zinodami, kad kiekvienam dirbusiam mürininkui reikéjo sumüryti 


i . 432 432 
9 3 d 1 ————=9. 
т daugiau, sudarome lygtį xc4 x 9 


Išsprendę šią lygtį, randame, kad jos sprendiniai уга x, = -12 ir x, 216. 
Sprendinys x, netinka, nes mūrininkų skaičius negali būti neigiamas. 

Taigi brigadoje yra 16 mūrininkų. 

Atsakymas. 16. 


10.5. RYŠIO TARP ARITMETINIŲ VEIKSMŲ 
KOMPONENTŲ UZDAVINIAI 


Išnagrinėsime dažniausiai pasitaikančių šio tipo uždavinių sprendimo 
būdus. Šio skyrelio uždavinius galima suskirstyti į keletą grupių. 
1. Uždaviniai, kuriuose reikia rasti sumą dėmenų, kai kiekvienas 


jų sudaro tą ar kitą ieškomosios sumos dalį. 


1 pavyzdys. Trys išradėjai už savo išradimą gavo 1410 Lt dydžio 
premiją. Antrasis išradėjas gavo vieną trečdalį to, ką gavo pirmasis 
išradėjas, ir dar 60 Lt, o trečiasis gavo vieną trečdalį antrojo pinigų ir dar 
30 Lt. Kokio dydžio premiją gavo kiekvienas išradėjas? 


Sprendimas. 1. Tegu pirmasis išradėjas gavo x Lt. Tada antrasis gavo 
e 60) НЭТ» (35299). ty. ($50) Lt. 
2. Remdamiesi uždavinio sąlyga, galime sudaryti lygtį 
х+ух+60+@+50= 1410. 
Išsprende 3ia lygti, randame, kad jos sprendinys уга х=900. Taigi 


pirmasis išradėjas gavo 900 Lt dydžio premiją. Tada antrasis išradėjas 


gavo 47900460 =360 Lt, o trečiasis — 20, 50=150 Lt. 


Atsakymas. 900 Lt; 360 Lt; 150 Lt. 


2. Uždaviniai, kuriuose naudojama dviženklio skaičiaus dešim- 
tainė išraiška. 
Norėdami išspręsti šios grupės uždavinius, turime žinoti, kad bet kurio 
dviženklio skaičiaus xy dešimtainė išraiška yra tokia: ху =10х+ y. 
Pavyzdžiui, jei dviženklis skaičius yra 83, tai 
83=10-8+3; čia x=8, y=3. 


2 pavyzdys. Dviženklio skaičiaus skaitmenų kvadratų suma lygi 13. 
Jeigu iš šio skaičiaus atimtume 9, tai gautume skaičių, užrašytą tais pačiais 
skaitmenimis, bet atvirkščia tvarka. Raskite tą skaičių. 

Sprendimas. 1. le$komojo dviženklio skaičiaus dešimčių skaitmenį 
pažymėkime x, o vienetų skaitmenį — y. Tada ieškomasis skaičius yra 

xy =10-x+ y. 
Jeigu šio dviženklio skaičiaus skaitmenis x ir y sukeisime vietomis, 
gausime dviženklį skaičių 
yx =10-y+x. 
2. Remdamiesi uždavinio sąlyga, sudarome lygčių sistemą 
ү, € y! =13, 
lOx+y-9=10y+x. 

Šią lygčių sistema išsprendę keitimo būdu, rasime du jos sprendinius 
x=-2, у=-3 ir x,-3, y,-2. Sprendinys (x,;y,) netenkina 
uždavinio sąlygos, nes skaičiaus skaitmenys negali būti neigiami. Taigi 
ieškomasis dviženklis skaičius yra 32. 

Atsakymas. 32. 


3. Uždaviniai, kuriuose dėmenys proporcingi kuriems nors skai- 
čiams (arba duotas jų santykis). 

3 pavyzdys. Trijų trupmenų skaitikliai proporcingi skaičiams 1, 2, 5, 
o jų vardikliai atitinkamai proporcingi skaičiams 1, 3, 7. Šių trupmenų 


200 
aritmetinis vidurkis lygus —— 4417 


Sprendimas. 1. Pasinaudoję uždavinio sąlyga, gauname, kad ieško- 


Raskite šias trupmenas. 


mųjų trupmenų skaitikliai yra x, 2x, 5x, o jų vardikliai atitinkamai yra 
у, Зу, Ty (x, y – proporcingumo koeficientai). Tada pačios trupmenos 
. 2x . 5х 
ra tokios: 2 = ir 
" у’ Зу Ty 


2. Remdamiesi uždavinio sąlyga, galime sudaryti lygtį 
(z. x,2x Z) _ 200 


y 3y Зу? 7y) 441 
Sia lygti pertvarke, gauname tokia lygti 
50x 200 . : х 4 
5 2" ЗАГ” i$ kurios randame, kad T 
UNE, 22 4 
Taigi pirmoji trupmena уга T 
2x 24 8 
antroji trupmena yra 3y372r 
o trečioji — 25.2. 4 20 
7y 77 49 
4.8 20 
Atsakymas. T 717 29: 


4. Uždaviniai, kuriuose nežinomieji yra progresijos arba propor- 
cijos nariai. 

4 pavyzdys. Keturių laiškų persiuntimo išlaidoms apmokėti prireikė 4 
skirtingų pašto ženklų. Pašto ženklų bendra kainų suma lygi 2 Lt 80 ct. 
Nustatykite pašto ženklų kainą, jeigu žinoma, kad kainos sudaro aritmetinę 
progresiją, o pats brangiausias pašto ženklas 2,5 karto brangesnis už patį 
pigiausią pašto ženklą. 

Sprendimas. 1. Tegu pats pigiausias pašto ženklas kainuoja x Lt. 
Tada pats brangiausias pašto ženklas kainuoja 2,5 - x Lt. 

2. Pagal uždavinio sąlygą visų keturių pašto ženklų kainų suma yra 
aritmetinės progresijos narių suma, t.y. 

х+2,5х 


222 4-28. 
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Gavome lygtį, kurią sutvarke turime tokią lygtį: 35-x 21,4. 


Iš šios lygties randame, kad x = E -04. 


Taigi pigiausias pasto Zenklas kainuoja 40 ct. 

3. Kadangi pašto ženklų kainos sudaro aritmetinę progresija, tai, 
pritaikę aritmetinės progresijos и-ојо nario formulę a, = a, +(n-1)-d, 
gauname: 

а, =а +34. 
Kadangi а, = 2,5:х, a, =x, tai gauname lygybę 
25-x=x+3d, афа 1,5:х= 34. 
| Яа lygybę įrašę surastą reikšmę x = 0,4, galutinai gauname, kad 
06-34, iš čia d=0,2. 
Dabar galime apskaičiuoti likusiųjų trijų pašto ženklų kainas: 
а, =а +d, a,=04+0,2=0,6, 
a,=a +24; a,=04+2-0,2=08, 
а, =а +34; а, =04+3-0,2=1. 
Taigi likusių trijų pašto ženklų kainos уга 60 сг, 80ct ir 1 Lt. 
Atsakymas. 40ct; 60ct; 80ct; 1 Lt. 


5. Uždaviniai, kurių komponentais yra geometriniai dydžiai. 

5 pavyzdys. Dvi jėgos veikia iš vieno taško, o jų vektoriai sudaro statų 
kampą (6 pav.). Viena jėga yra 4 N didesnė už kitą, o jų atstojamoji 8 N 
mažesnė už duotųjų jėgų dydžių sumą. Raskite duotųjų jėgų ir jų 
atstojamosios dydžius. 4 ‚в 

Sprendimas. 1. Тери pirmosios jégos 
yra x N. Tada antrosios jégos didumas 


xN 


bus (х+4) М. Remiantis uždavinio 


sąlyga, šių jėgų atstojamosios didumas О 
yra x+x+4-8=(2x-4) М. 6 pav. 
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2. Iš stataus trikampio OBC, remdamiesi Pitagoro teorema, gauname lygtį 
x! +(x+4) = Qx- 4y. 

Atlikę šios lygties ekvivalenčiuosius pertvarkymus, gauname 
kvadratinę lygtį x? - 12x = 0. 

Si lygtis turi du sprendinius x -0 ir х, =12. Sprendinys x, 
netenkina uždavinio sąlygos. Taigi pirmosios jėgos didumas yra 12 N, 
antrosios – 12+4=16 N, o atstojamosios jėgos - 2-12-4= 20 N. 

Atsakymas. 12 М, 16 N; 20 N. 


10.6. UZDAVINIU SPRENDIMAS REMIANTIS 
PANASIUJU FIGÜRU PLOTU SANTYKIU 


Prisiminkime i$ geometrijos kurso žinomą teiginį: jei figūrų F, ir F, 


S 
panašumo koeficientas lygus k, tai tų figūrų plotų santykis ye =k2. 
2 


Pavyzdys. Lygiakraščio trikampio formos plokštė, kurios kraštinės 
ilgis yra 80 cm, supjaustyta į lygiakraščio trikampio formos plokšteles, 
kurių kiekvienos kraštinės ilgis yra 3,2 cm. Kiek tokių plokštelių gauta? 

Sprendimas. Plokštelių skaičius lygus didelės ir mažos plokštelės 


ex 5, 
plotų santykiui — . 


S 
2 
Kadangi plokštelių panašumo koeficientas 
_ 80 _ wv» 
ii 25, tai 5 =k* =25* =625. 


2 
Vadinasi, bus gautos 625 plokštelės. 


Atsakymas. 625 plokštelės. 


11. SKYRIUS. SKAICIU SEKOS. 
PROGRESIJOS 


11.1. SKAICIU SEKOS IR JU REISKIMO BÜDAI 


Šiame skyrelyje  nagrinésime tokį dviejų dydžių tarpusavio 
priklausomumą, kai nepriklausomasis kintamasis įgyja tik natūraliąsias 
reikšmes. Vadinasi, vietoj funkcijos f(x), kurios xe R nagrinėsime 
funkciją f(n), kurios ne N. 

Apibrėžimas. Skaitiné funkcija /(п), apibrėžta natūraliųjų skaičių 
aibėje N, vadinama begaline skaičių seka. 

Šios funkcijos reikšmės /(1); /(2); /(3): ...; /f(m;... vadi- 
namos atitinkamai pirmuoju, antruoju, trečiuoju, ... ; n-tuoju, ... sekos 
nariu ir žymimos raidėmis su indeksais, nurodančiais narių eilės numerius: 
f(Q)2a,, /(2)=a,, fG)=a,, .... Ј(п)=а,, ... 

Pavyzdžiui, funkcija f (n) = L, kai ne М, apibrėžia begalinę skaičių 

l L u > Е " Е „1 A. 
seka LEPP” čia a = f()-1, a, = /0)= 5, а; = /()= 5; 

La 

a, -fü-2 ir t.t. 


Begalinė seka, kurios nariai yra a,, а,, a 
žymima simboliu (a, ). 


3 vues бейле. 


Sekos narius galima žymėti ir bet kuria kita raide, pavyzdžiui, b,, Ь,, 
Ds oun, Dy ay бүз буз Eina бу» чыз у o y Жу», Жав, энд 


х2} Xp Уу, Уус» XQ. Cia apibrėžėme sekas (o,). 


(en). 6,) ir n). 
Funkcija, apibrėžta pirmųjų т natūraliųjų skaičių aibėje, vadinama 
baigtine skaičių seka. 


Skaičių seką, kaip ir skaitinę funkciją, galima geometriškai pavaizduoti 
taškais koordinačių plokštumoje. Kadangi skaičių seka yra funkcija, kurios 
apibrėžimo sritis — natūraliųjų skaičių aibė №, tai jos grafikas yra aibė 
koordinačių plokštumos taškų, kurių абѕсіѕёѕ – natūralieji skaičiai 
1,2,3, ... ,n, ..., oordinatės — atitinkami sekos nariai. 


1 paveiksle pavaizduota baigtinés M 
sekos 2; 4; 6;8 grafikas. F 
Apibrėžti seką reiškia nurodyti, kaip 4 
surasti n-tajj sekos narį a,. Kartais 2 


galima užrašyti šį narį formule 
a, = f (n). 1234 ^x 
] pav. 


2 pavyzdys. Tegu begalinės skaičių sekos (a,) n-tasis narys užrašomas 
formule a =, ne N. 
^ n+l 


Imdami п=1, п-2, п=3 irtt. gauname, kad 


3 pavyzdys. Tegu sekos (»,) n-tasis narys užrašomas formule b, = 2n. 
Imdami п=1, п-2, n-3, n=4 irtt. gauname visus lyginius skaičius 
2;4;6; 8... 

Taigi lyginių skaičių sekos 6.) n-tasis narys užrašomas formule 
b, -2n. 


Jeigu sekos с.) n-tasis narys užrašomas formule 
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c, =2п-1, 
tai imdami n=1, n-2, n=3, n=4 irtt gauname visus nelyginius 
skaičius 1; 3; 5; 7; ... 
Taigi nelyginių skaičių sekos €.) n-tasis narys užrašomas formule 


c, -2n-l. 


4 pavyzdys. Užrašykime seką (x, ) natūraliųjų skaičių, kuriuos dalijant 
iš 4 gaunama liekana 1: 
5; 9; 13; 17; 21; ... 
Šios sekos n-tasis narys užrašomas formule x, = 4п +1. 
Formulė, išreiškianti sekos narį a, jo eilės numeriu, vadinama sekos 


(a,) bendrojo nario formule. 


11 1 1 1 
5 pavyzdys. Sekos — iiie 


us 1 
^ n+l’ 


bendrojo nario formulé yra 


Kartais seka apibrėžiama užrašant vieną ar kelis pirmuosius sekos narius 
bei nurodant formulę, kuri išreiškia 14) narį per sekos narius su mažesniais 
numeriais. Tokia formulė vadinama rekurentine, t.y. grįžtamąja, nes norint 


apskaičiuoti narį a „ reikia sugrįžti prie jau apskaičiuotų narių. 


6 pavyzdys. Tegu seka (a,) apibrėžta rekurentiškai: 

na =(n+2)-a,. 

Tada a, =(1+2)-a,=3-1=3, 
a,=(2+2)-a,=4-3=12, 
a,=(3+2)-a,=5-12=60 irtt. 


a,-l, a 
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7 pavyzdys. Tegu seka f.) apibrėžta rekurentine formule: 


b, 
мал 
„6 10 b, -5 5 
Tada = 2. зү 523729 
8, -2 
b,=—=—=-Z< ir tt. 
"3 
2 


Kartais bendrojo nario formulė yra sudėtinga, arba jos iš viso negalima 
užrašyti, tačiau seką apibrėžti žodžiais visai paprasta. 


8 pavyzdys. Sekos а.) n-tasis narys d, lygus n-tajam iš eilės 
sudėtiniam natūraliajam skaičiui. Taigi sekos (d, ) nariai yra tokie: 
4; 6; 8; 9; 10; 12; 14; 15; ... 
Čia seką (4, ) apibrėžėme žodine taisykle. 
Jeigu sekos (р„) n-tasis narys p, lygs n-tajam iš eilės pirminiam 
skaičiui, tai sekos (р„) nariai yra tokie: 
2: 3,5; 7:15; 137 175,19; 23; ... 
Cia seką (p, ) taip pat apibrėžėme žodine taisykle. 


9 pavyzdys. Nagrinėkime seką 0) 
27,2,71, 2,718, 2,7182; ... 
Šią seką galime apibrėžti tokia žodine taisykle: 
sekos (у„) n-tasis narys lygus skaičiaus е = 2,71828... artiniui su 
trūkumu, paliekant л dešimtainių ženklų po kablelio. 


11.2. SKYRELIO „SKAIČIŲ SEKOS IR JU REISKIMO 
BŪDAI“ UŽDAVINIŲ SPRENDIMO PAVYZDŽIAI 


1 pavyzdys. Seką (a,) sudaro skaičiaus 3 kartotiniai, surašyti didėjimo 


tvarka. 
1) Parašykime pirmuosius penkis jos narius. 


2) Parašykite sekos (a,) bendrojo nario formulę. 

3) Naudodamiesi bendrojo nario formule, raskite a ,,, ак, аы. 
Sprendimas. 1) Turime parašyti pirmuosius penkis natūraliuosius 

skaičius, kurie dalijasi iš 3 (be liekanos): 
3; 6; 9; 12; 15. 

2) Sekos (a,) bendrojo nario formulé yra a, =3n. 
3) а,,-3-40-120, a, =3:101=303, а, -3-208- 624. 
Atsakymas. 1) 3, 6; 9; 12; 15, 2) a, 3n, 3) a „=120, 


4,4 7303, ag = 624. 
"WE (71 -n 
2 pavyzdys. Seka (a,) apibrėžta formule a, di om 
Raskime 5105 sekos pirmuosius penkis narius. 


-D-n 


Sprendimas. | sekos (a,) bendrojo nario formule a, = 21 


įstatydami vietoje n reikšmes 1, 2, 3,4 ir 5, gausime: 


PUE TZER 
kai n — 1, tai Hed peret 
МЕР . o €y-2 2. 
kai n-2, tai a, = Sal “3 
tS 5 
=== 


kai n=3, tai а, = 341 


_С1)°-4 4, 


kai n=4, tai а= үтү 3 
le CDs 5 
kai n=5, tai а, = ET F 

1 2 3 4 5 

Atsakymas. a=; a, =s; 4,7-3 a. 7s; d, =-%- 


3 pavyzdys. Scka (a,) apibrėžta bendrojo nario formule a, -8л-3. 
Raskime a,, a4, аһ. 
Sprendimas. | bendrojo nario formule а,-8л-3 vietoje n įrašę 


reikšmes 1 ir 20, gauname: 
kai п=1, tai a, -8.1-3-8-3- 5; 


kai п= 20, tai a4, =8-20-3=160-3=157. 
Randame (n + 1) - tąjį sekos narį: 

a,,78:(n*1)-328n48-3-8n«45. 
Taigi a,,, - 8n 5. 


Atsakymas. а,-5, a4,-157, a,,,-8n«5. 


4 pavyzdys. Seka (х„) apibrėžta bendrojo nario formule х, -7-3л. 


Raskime numerį sekos nario, kuris lygus —341. 
Sprendimas. Reikia rasti tokį numerį n, kad x, = – 341. Kadangi pagal 


uždavinio sąlygą x, =7—3n, tai gauname lygybę 7—3n=-341, arba 
3n =348; iš čia n=116. Taigi 116 - asis sekos (x, ) narys lygus -341. 
Atsakymas. n=116. 
5 pavyzdys. Parašykime pirmuosius šešis sekos (b,) narius, kai: 


b) 5-10, b,=-5, ba 7g 


а) b,-2, b, -b,-6; 


Sprendimas. a) b, =b, -6-2-62-4, 
5,-5,-6--4-6--10, 
5,-5,-6--10-6--16, 
b,-b,-6--16-6--22, 
b,-b,-6--22-6--28. 


b, 10 
b) bep теда 
b, -5 jl 
b, Ва, 
D. = 
ПОРЕ. ы шд, 
b. 5 5 
2 
Р ЭЭЛЖ” ЭР 1 4 
Taigi penki pirmieji sekos (5,) nariai yra 10; -5; -2; 25: Эф 
Atsakymas. 
a) 2,-4, -10,-16,-22,-28. b)10;-5;-2; 25; -5. 


6 pavyzdys. Užrašykime bendrojo nario formulę kiekvienai iš šių sekų: 
а) 1; 100; 10000; 1000000; ...; b) 55 -5; 5-5; 5; ...; 
с) 1; –2; 3; -4; ...; d) 1; –4; 9; -16; ...; 

е) 1, 2 СЭР f) 1 i 23 16... ; 
2'3'4'5 3’ 9° 27° 81 

р) 1; 8; 27; 64; 125; ...; h) 2; 4; 8; 16; 32; 64; .... 


Atsakymas. а) a, -100"^ ; b) а, =5:(-1)"*; о) a, =-(-1)" -n; 


2 
d)a, =(-1)"*'-n?; e)a i Da, - 8) a, 2n; 


h)a, - 2". 
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7pavyzdys Kurie sekos а,-3п-20 nariai tenkina sąlygą 
56«a, «90? 
Sprendimas. Reikia surasti sveikuosius nelygybės 56 < Зп – 20 «90 
sprendinius. Turime: 
56 20«3n-204 20 «904 20, 


76 110 1 2 
76 «3п «110, з <n<— 25 <п<36-. 


Kadangi n yra natūralusis skaičius, tai šią dvigubą nelygybę tenkina 
šios n reikšmės: 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36. 


Atsakymas. а„, а, dy, O, ау, ау, ау, ауу, йу, Gy ау. 


8 pavyzdys. Seka (у„) apibrëzta formule y, =” —121. Kiek šioje 


sekoje yra neigiamų narių? 


Sprendimas. Reikia surasti, su kuriais numeriais n teisinga nelygybė 


y„<0. Taigi turime surasti nelygybės у -121<0 natūraliųjų 
sprendinių skaičių. Pertvarkę šią nelygybę, gauname tokią nelygybę 
п? «2-121, arba |n|«1142, ty. -11/2 «n«11/2. Šią dvigubą 
nelygybę tenkina penkiolika natūraliųjų n reikšmių: 
n=1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15. 
Vadinasi, sekoje (у„) уга penkiolika neigiamu nariu. 
Atsakymas. Penkiolika nariu. 


9 pavyzdys. Kurie sekos x,--2n-13 nariai tenkina sąlygą 
x,«-20? 

Sprendimas. Reikia išspręsti nelygybę —2n—13« —20. Atlikę šios 
nelygybės ekvivalenčiuosius pertvarkius, gausime tokią nelygybę л > 3,5. 
Ją tenkina šios natūraliosios n reikšmės: п=4,5,6,7,8,.... 


Taigi sąlygą x, < —20 tenkina visi sekos (х„) nariai, kurių numeriai 
yra didesni už 3, t.y. nariai x,, х,, Х,, Ху, Xg; .... 


Atsakymas. n=4,5,6,7,8,.... 


10 pavyzdys. Duota seka (х„), kurios bendrojo nario formulé уга 


x„=1ln-n?. 


1) Nurodykite sekos (х„) didžiausio nario numerį. 
2) Raskite šį didžiausią sekos narį. 
Sprendimas. 1) Nagrinėsime funkciją /(x)=11x- x?. Ši kvadratinė 
funkcija didžiausią reikšmę įgyja, kai x = 5,5. 
Artimiausi šiai x reikšmei natūralieji skaičiai yra 5 ir 6. Kadangi 
/ (5) = / (6) = 30, tai didžiausią sekos (х„) nariy numeriai yra л=5 ir 
n-6. 
2) Didžiausi sekos к.) nariai уга x, = x, = 30. 


Atsakymas. 1) п= 5, п= 6; 2) х, = х, = 30. 


2n+1 


nariai tenkina nelygybę 


2n+1-2n «01, lz 
n | n 


Kadangi n — natūralusis skaičius, tai L< 0,1. Iš čia On» 1l, ty. n>10. 


11 pavyzdys. Kurie sekos х,- 


|х,-2| «012 


2n+1 


E 4 


Sprendimas. «0. 


Atsakymas. Kai n211. 


12pavyzdys. Koks pirmojo sekos a, Ж чы; nario, tenkinančio 


5п+2 
nelygybę |a, -0,6| «0,01, numeris? 


à 3n-4 3п-4-3п-12 
Sprendimas. 55:2 06 «001, 5542 «0,1, 
-32 «0,01, Žž «001, 0,05п+0,02> 5,2, 0,05п> 5/18, 
5п+2 5п+2 


п> 103,6. Kadangi n – natūralusis skaičius, tai n = 104. 


Atsakymas. 104. 


11.3. DIDÉJANCIOS IR MAŽĖJANČIOS SKAIČIŲ SEKOS. 
SEKU APRÉZTUMAS 


Apibrėžimas. Skaičių seką (a,), kurios kiekvienas narys (pradedant 
antruoju), yra didesnis už prieš jį einantį, ty. a, >a, (neN), 
vadiname didėjančia. 

Vadinasi, jei а,, >а, >0 (n21), tai seka (а,) yra didėjanti. 

n-l 


ын kurios n-tasis narys а, = 
EE arys a,-— 


1 pavyzdys. Seka (a,): 06:7; 


yra didéjanti, nes 
„(n+)-1 n-1 n n-l 1 


ата, n+l n n+l n "g^" 


ty. а, >а,, kai ne №. 


n+l 


2 


2 pavyzdys. Skaičių seka apibrėžta formule a, = UTER 


1. Parašykime sekos (a,) pirmuosius penkis narius. 


2. Įsitikinkime, kad seka (a, ) yra didėjanti. 


Sprendimas. 1 $ 22 = 2? 7 
P “43137 "uU a 3' 
MN UE ОЕ. NE ПОЧЕ Е. 
3 72.3431 77 í 2.441 9" 5 2.54] 1⁄1 
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“ЭЭДРЭЭ? (n1) 2 п? п +2п+1 o n? _ 
` m Cn 2(n+D+1 2n+1 2043 2n+1 ` 


2n! «4n! +2п+п? +2n+1-2n'-3n? _ 2п? +4п+1 »0 
_ (2п+3)(2п+1) (2п+3)2п+1) | 


kai n21. Kadangi a,,,—a, »0 (n21), tai pagal didėjančios sekos 
apibrėžimą ši seka yra didėjanti. 
_ 16. 25 


Louer d cum —; a,=— 
daas ducat Lig Ra cé a 


Apibrėžimas. Skaičių seką (a,), kurios kiekvienas narys (pradedant 
antruoju) yra mažesnis už prieš jį einantį, ty. a,,,«a, (neN), 
vadiname mažėjančia. 


Atsakymas. 1. a, = 


Vadinasi, jei a,,„-a,<0 (n21), tai seka (a,) yra mažėjanti. 


3 pavyzdys. Seka (a,): 1; 5; 


yra mažėjanti, nes 


;. › kurios n-tasis narys а, sL 
n 


[mr 


1 I 1 А 
аер ty. а, <а,, kai ne №. 


Didėjančias іг mažėjančias sekas vadiname monotoninėmis. Dažnai 
seka nėra nei didėjanti, nei mažėjanti. 

4 pavyzdys. Nagrinėkime seką (с): -225;2;-2;,2;-252;:.., 
kurios bendrojo nario formulė yra c, -2-(-1)'. Si seka nėra nei 
didėjanti, nei mažėjanti. 

SP : : , 

5 pavyzdys. Seka (a, ): 2; 355 23; 3р ... , kurios bendrojo nario 

C» 
n 


formulė yra d, =3+ , taip pat nėra nei didėjanti, nei mažėjanti. 
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Apibrėžimas. Skaičių seką, kurios kiekvienas narys (pradedant 
antruoju) yra lygus prieš jį einančiam nariui, vadiname pastoviąja. 


6 pavyzdys. Seka х, = 5, t.y. seka 5; 5; 5; 5;5; ... yra pastovioji. 


Apibrėžimas. Seka (a,) yra aprėžta iš viršaus, jei galima rasti tokį 
skaičių M, kad kiekvienam n yra teisinga nelygybė a, < M. 


Apibrėžimas. Seka (a,) yra aprėžta iš apačios, jei galima rasti tokį 
skaičių m, kad kiekvienam л yra teisinga nelygybė а, 2 m. 

Apibrėžimas. Seka (a). kuri aprėžta ir iš viršaus, ir iš apačios, 
vadinama aprėžta. 

Visi aprėžtos sekos nariai tenkina dvigubą nelygybę m<a,<M. 
Priešingu atveju seka vadinama neaprėžta. 


1-1-1 


7 pavyzdys. Seka 1; y ;... уга aprėžta, nes ji aprėžta ir iš 


23 


viršaus (M =1) ir iš apačios (m = 0), ty. (o < L < I) 


11.4. ARITMETINĖ PROGRESIJA 


Apibrėžimas. Seką (a,), kurios kiekvienas narys, pradedant antruoju, 
lygus prieš jį esančiam nariui, sudétam su tuo pačiu skaičiumi d, 
vadiname aritmetine progresija. Skaičius d vadinamas aritmetinės 
progresijos skirtumu. 

Lotyniškai progressio reiškia didėjimą, augimą. 

Iš aritmetinės progresijos apibrėžimo išeina, kad 

d-a,-a,-a,-a,-..-a,,, Ua, =... . 

Norint apibrėžti aritmetinę progresija, pakanka nurodyti pirmąjį jos 

narį a, ir progresijos skirtumą d. Kitus narius vieną po kito galime skai- 


čiuoti naudodamiesi rekurentine formule 
а, =а,+4. (1) 
1 pavyzdys. Sakykime, a,=-2, 4 = 0,5. Sios salygos, remiantis (1) 
rekurentine formule, apibrėžia aritmetinę progresija, kurios 
а,-а,44--2405--15, 
а,-а,44--15405--1, 
а,-а,-4--1405--05, 
а,-а,44--0,5405-0, 
a;=a,+d=0+05=05 irtt. 
Taigi gauname tokia aritmetine progresija 
-2; -15; -1; -05; 0; 05; .... 
2 pavyzdys. Jei a, 21, o 4-3, tai aritmetinė progresija yra tokia: 
1; 4; 7;10; 13; 16; .... 


Si aritmetiné progresija, naudojantis (1) rekurentine formule, yra 
sudaroma taip: 


а,-1, 
a,=a, +d=1+3=4, 
a,=a,+d=4+3=7, 
a,=a,+d=7+3=10, 
a,=a,+d=10+3=13, 
a =a,+d=13+3=16 irtt. 
3 pavyzdys. Jei аг-1 ir d=-3, tai gauname tokią aritmetine 
progresiją 1; -2; -5; -8; -11; -14; ... 


4 pavyzdys. Jei a, 1, о 4-0, tai visi aritmetinės progresijos nariai 
yra lygūs: 


a,-l, a,=a,+d=1+0=1, a,=a,+d=1+0=1 irtt. 


Gauname aritmetinę progresiją 1, 1;1; 1; 1; I; .. 
seka. 


. , kuri yra pastovioji 


Jei progresijos skirtumas teigiamas, d > 0, tai progresija (a,) yra 
didėjanti; jei d —0,tai visi aritmetinės progresijos nariai lygūs tam 
pačiam skaičiui. Jei aritmetinės progresijos skirtumas neigiamas, d < 0, 
tai aritmetinė progresija (a,) yra mažėjanti. Dažnai pakanka nagrinėti tik 
baigtinį skaičių vienas po kito einančių aritmetinės progresijos narių. Tada 
sakome, kad nagrinėjame baigtinę aritmetinę progresiją. 


Pavyzdžiui, 2,4, 6;8;10; 12 ir 16;18;20;22;24 yra dvi baigtinės 


aritmetinės progresijos. Pirmoji turi šešis, antroji — penkis narius: 
abiejų progresijų skirtumas tas pats: d = 2. 


Aritmetinės progresijos bendrojo nario formulė 


Išveskime aritmetinės progresijos bendrojo nario formulę. 
Tegu aritmetinės progresijos pirmasis narys lygus a,, o skirtumas 


lygus d. Tada 
a,=a,+d, 
a,=a,+d, 
a,-a,,*d. 


Cia уга n-1 lygybė. Sudėję kairiąsias ir dešiniąsias šių lygybių puses 
gausime: 
a,+a,+...+a,=a,+a,+...+a, „+(n-1)d, arba 
(a,+a,+... *a, )+a,=a, +(a,+ ... «a, ))*(n- Q4. 


Atéme iš abiejų lygybės pusių tą patį skliaustuose užrašytą reiškinį 
gausime 


a, 2a, *(n-l):d. Q) 
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Si formulé vadinama aritmetinés progresijos bendrojo nario formule 
arba n-tojo nario formule. 


Taigi, jei duota aritmetinė progresija a,; а,;а,;аџ; а, ; ..., tai, 


remiantis (2) formule, 
a,=a +a, 


a =a, +G-)d=a,+24, 
а, =а,+(4-1)а =a, +34, 
а,-а,4(5-14-а, +44 irtt. 


5 pavyzdys. Тери duota aritmetiné progresija (s, ). kurios pirmasis na- 
rys a, = 0,82, o skirtumas d = 0,26. Raskime šimtąjį šios progresijos narį. 
Sprendimas. Pasinaudoje (2) formule, gauname, kad 
a w = 0,82 + (100 —1)- 0,26 = 26,56 . 
Atsakymas. 26,56. 


Aritmetinės progresijos narių savybės 


Užrašykime keletą aritmetinės progresijos narių savybių: 

1) Aritmetinės progresijos (a,) bet kurio nario (pradedant antruoju) ir 
prieš jį einančio nario skirtumas yra vienodas ir lygus aritmetinės 
progresijos skirtumui d, t.y. 

а,-аү=а,-а,=...=а„-а„\=4@, 

2) Bet kuris aritmetinés progresijos, (8) narys, išskyrus pirmąjį ir 
paskutinį (kai progresija yra baigtinė), yra gretimų jo narių aritmetinis 
vidurkis, t.y. 


n-ta „. 
a =— — ; čia п=2, 3, 4,... (3) 


Išveskime šią formulę. Tarkime, kad a, ,, a,, a,,, уга trys vienas 


po kito einantys aritmetinės progresijos nariai. Pagal aritmetinės 
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progresijos apibrėžimą a,,,—a, —a,-a, ,, kai n22. 
Pertvarkę šią lygybę, gauname: 
2a,-a,,*4,4- 


Iš šios lygybės išreikškime a, : 


a, 4*0, 3 "Ue , 
a, pep kai n2 2. Tai ir reikėjo įrodyti. 
Vadinasi, jei duota aritmetinė progresija а,,а,,а,,а,,а;,..., tai 
a,+a, a,+a, ata, . 
„шй ш. ау=——у—, a Qo Wtt 


Konkrečiu atveju, jei turime aritmetinę progresija 
1,4, 7, 10, 13, 16, ... , tai 
4-172, 1,27, 492779, 33210718 rtt 

3) Baigtinés aritmetinės progresijos dviejų narių, vienodai nutolusių 

nuo jos pradžios ir pabaigos, sumos yra lygios. Iš tikrųjų, jei duota baigtinė 
aritmetinė progresija а,,4,,4,,....,4, 5,4, ү, 4, , tai 


210416 | 


a,*a, -a,*a,*d(n-1)-2a, -4(п-1), 
a,*a, ,-a,*d*a,*d(n-2)-2a, * d(n-l), 
=a,+2d+a,+d(n-3)=2a, *d(n-l) irtt. 
Konkrečiu atveju, jei duota baigtinė aritmetinė progresija 
1; 4; 7; 10; 13; 16; 19; 22, tai 
1-22-23, 4-19-23, 7+16=23, 10+13 = 23 (2 pav). 
L. 4, 7, 10. 13, 16, 19, 22 


а,+а„_, 


10+13=23 
7+16=23 


4+19=23 


Aritmetinés progresijos pirmuju л пагїц sumos formulé 
Apskaičiuokime aritmetinės progresijos (a,) pirmųjų п narių sumą. 
Pažymėkime ja S, . 
Tada 5, =a, +а, +... +a ,*a,. 


Surašykime démenis atvirkščia tvarka, t.y. jų numerių mažėjimo tvarka: 


S,-a,*a,,*...*d,*d,. 


”-1 
Abi 5148 lygybes panariui sudékime: 
25,= (a, +а,)+(а, +а„\)+ ЭРЭ *(a,, +a,)+(a, ац). 
Skliaustuose yra narių, vienodai nutolusių nuo pradžios ir pabaigos, 
sumos, todėl kiekviena suma yra lygi kraštinių narių sumai, o tokių sumų 
yra n. 


Taigi 25, = (a, +a,)-n; iš čia 


a,*a 
5, = 5 
Kadangi aritmetinės progresijos a,,a,, ...,a, n-tasis narys уга 


L.n. (4) 


a,=a,+(n-l)d, 
tai jstate šią išraišką į (4) lygybę vietoje a,, gauname 
а +а, +(п-1)4 2а, +(п-1)а 
сэхэ цалин ин 
Taigi gavome dar viena formule aritmetinés progresijos pirmuju ” 
narių sumai apskaičiuoti: 
2a, * (n - 1)d 
^ 2 
(4) formule taikome tada, kai Zinomas aritmetinés progresijos pirmasis 
narys a, ir paskutinis narys a, . 


-n (5) 


(5) formulę taikome tada, kai žinomas aritmetinės progresijos pirmasis 
narys a, ir skirtumas d. 


6 pavyzdys. Apskaičiuokime aritmetinės progresijos 3; 4,5; 6,... 
pirmųjų penkiasdešimties narių sumą. 

Sprendimas. Duotosios aritmetinės progresijos pirmasis narys 
a,=3, о skirtumas 4-45-3-1,5. Įstatę į (5) formulę reikšmes 
a,=3, 4-15 ir n=50, gauname, kad ieškomoji pirmųjų penkiasde- 
šimties narių suma 

.2:3«(50-1).15. 
207 2 

Pastebékime, kad duotosios progresijos pirmųjų п narių sumą 
galėjome skaičiuoti pagal (4) formulę. Tačiau pirmiausiai turėtume rasti 
paskutinįjį penkiasdešimtąjį progresijos narį. 

Pasinaudoję (2) formule, gauname, kad 

a, =3+(50-1)-15 = 765. 


Tada, pasinaudoję (4) formule ir žinodami, Кай а, =3, a,,=765, 


S 50 


„SAS so - 19825. 


п= 50, gauname: 
_3+76,5 


$7 


Atsakymas. 1987,5. 


-50-1987,5. 


11.5. SKYRELIO „ARITMETINĖ PROGRESIJA“ 
UZDAVINIU SPRENDIMO PAVYZDZIAI 

1 pavyzdys. Aritmetinés progresijos pirmasis narys a,=-2, o 
skirtumas d = 3. 

1) Raskime šios progresijos penkiasdešimtąjį narį. 

2) Nustatykime, ar kuris nors šios progresijos narys lygus 204. 

3) Raskime, kuris duotosios aritmetinės progresijos narys lygus 1033. 

Sprendimas. 1) Aritmetinės progresijos (a,) n-tojo nario formulė yra 
a, -a, *(n-l)d. Kadangi mūsų atveju a,=-2, 4-3 ir n=50, tai 
duotosios aritmetinės progresijos penkiasdešimtasis narys yra 
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a, 7-2*(50-1).32 -249.3-1485. 
2) Jeigu n-tasis aritmetinės progresijos narys a, būtų lygus 204, tai 
gautume a, =100. Kadangi progresijos n-tojo nario formulė yra 


a, --243(n-1)-3n-5, tai gauname lygybę 


3n-5-204, arba 3-209; iščia 1-2 692. 
Tačiau 692 nėra natūralusis skaičius, taigi negali būti aritmetinės 


progresijos kurio nors nario numeris. Todėl aritmetinės progresijos nario, 
lygaus 204, nėra. 

3) Rasime aritmetinės progresijos nario, lygaus 1033, numerį. 
Kadangi duotosios progresijos n-tasis narys а, = 3п – 5 (žr. 2 sprendimo 
punktą), tai iš lygties 3л-5-1033 randame, kad 5-346. Vadinasi, 
346-asis aritmetinės progresijos narys lygus 1033, t.y. а, = 1033. 

Atsakymas. 1) 145, 2) tokio nario nėra, 3) 346-tasis narys. 


2 pavyzdys. Parašykime aritmetinės progresijos (a,) bendrojo nario 
formule, jeigu a, =3, a,=-l. 

Sprendimas. Randame aritmetinės progresijos skirtumą: 
d=a,-a,=-1-3=-4. 

Tada progresijos n-tasis narys 
a,=a,+(n-I)-d, ty. 
a„=3+(n-1)-(-4)=3-4n+4=7-4n. 

Taigi aritmetinės progresijos bendrasis narys yra а, = 7 – 4n. 


Atsakymas. a, = 7 — 4n. 
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3 pavyzdys. Raskime aritmetinés progresijos (,) pirmąjį narį, jeigu 
žinoma, kad x,, -128, 4-4. 

Sprendimas. Kadangi aritmetinės progresijos n-tojo nario formulė yra 
x, -x,*(n-1)d, 

tai trisdešimtasis progresijos narys išreiškiamas taip 
xao 7x,*0-1).d, ty. х„=х,+294. 

Įstatę į šią išraišką duotąsias x,, ir d reikšmes, gauname lygybę 
128-х,429:4. 

Iš šios lygybės randame, kad x, -12. 

Taigi pirmais duotosios aritmetinės progresijos narys lygus 12. 


Atsakymas. x, = 12. 


4 pavyzdys. Duota aritmetinė progresija 3; 32; 3,4;... . Kuriuo 
nariu pradedant kiekvienas jos narys didesnis už 1000 ? 
Sprendimas. Duotosios aritmetinės progresijos skirtumas 
d=32-3=0,2. 
Į progresijos bendrojo nario formule a,-a,-(n-l)d  istate 
reikšmes a,=3, 4-0 ir a, =1000, gauname lygybę 
1000=3+(n-1)-0,2. 
Iš šios lygybės randame, kad л = 4986. 
Taigi 4986-asis progresijos narys lygus 1000, t.y. 
а ss = 1000. 


Vadinasi, pradedant 4987-uoju duotosios aritmetinės progresijos 
nariu, kiekvienas narys bus didesnis už 1000. 
Atsakymas. Pradedant 4987-uoju nariu. 


5 pavyzdys. Žinoma, kad aritmetinės progresijos (a,) penktasis narys 
lygus 11, o šeštasis lygus 9. Apskaičiuokime šios progresijos pirmąjį 
narį ir skirtumą. 

Sprendimas. Kadangi а, =11, o a, =9, tai progresijos skirtumas 

4-а,-а,-9-11--2. 

Į progresijos penktojo nario išraišką а, =a, +44 įstatę а, ir d 
reikšmes, gausime lygybę 

11=a,+4-(-2). Iš šios lygybės randame, kad a, = 19. 


Atsakymas. a,=19, d=-2. 


6 pavyzdys. Duota aritmetinė progresija (a,). Žinoma, kad a, =8, 
a, =5. Raskime šios progresijos vienuoliktąjį narį a,- 
Sprendimas. Pirmiausia apskaičiuokime duotosios aritmetinės 
progresijos skirtumą: 
d=a,-a,=5-8=-3. 
Iš lygybės a, =а + 24 raskime progresijos pirmąjį narį: 
a,=a,-2d, а =8-2-(-3)=14. 
Apskaičiuokime progresijos vienuoliktąjį narį: 
a =a,+10d, a, ,=14+10-(-3)=-16. 
Atsakymas. -16. 


7 pavyzdys. Seka (a,) yra aritmetinė progresija. Žinoma, kad 
a, =70, a,=-5. Apskaičiuokime šios progresijos pirmąjį narį a, ir 
skirtumą d. 

Sprendimas. Kadangi a, =а, +314 ir a,=a,+6d, be to, pagal 


uždavinio sąlygą a,, = 70, a,=-5, tai galime sudaryti lygčių sistemą: 


K +314 =70, 

а,-64--5, 

čia nežinomieji yra a, ir d. 

Išsprendę šią sistemą sudėties būdu, randame, kad a,=-23, d=3. 
Atsakymas. а,--23, 4-3. 


8 pavyzdys. Seka (a,) yra aritmetinë progresija. Zinoma, kad a,=5, 
a, =20. Apskaičiuokime а,,. 

Sprendimas. Kadangi a,=a,+d ir a,=a,+6d, be to, pagal 
uždavinio sąlygą a, =5 ir a, = 20, tai galime sudaryti lygčių sistema: 


a, +d=5, 
a,+6d=20, 


čia nežinomieji yra a, ir d. 
Išsprendę šią sistemą keitimo arba sudėties būdu, randame, kad 
a,=2, d=3. 
Tada penkiasdešimtasis progresijos (a,) narys yra 
a,=a,+(50-I)d=a,+49d, a ,=2+49-3=149. 
Atsakymas. a4, -149. 


9 pavyzdys. Užrašykime aritmetinės progresijos n-tojo nario formulę, 
kai a,=-7, a,=-l. 

Sprendimas. Kadangi a,=a,+3d, tai iš šios lygybės, galime 
išreikšti a,. Į lygybę a, =a,-3d įstatę duotasias a, ir a, reikšmes, 
gausime lygtį -7=-1-3d, kurią išsprendę randame, kad d = 2. 

Tada aritmetinės progresijos n-tojo nario formulė a,=a,+(n-1)-d 


šiuo konkrečiu atveju bus tokia: 
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а, =-7+(п-1):2=-7+2п-2=2п-9. 
Atsakymas. а, = 2п-9. 


10 pavyzdys. Seka (a,) yra aritmetiné progresija, Jos pirmasis narys 
yra a,, о skirtumas d. Pirmuoju nariu a, ir skirtumu d išreikškime 
šiuos narius: 

а) а,; b) a,; €) 2,4- 

Sprendimas. а) a, =a, +44; 

b) a, =a +(п-1)а; 

с) Į n-tojo nario formulę a, =a +(n-1)d vietoje m istatydami 
reikšmę n+3, gauname, kad 

a, 7a, * (n*3-l)d 2a, +(п+2):а. 
Atsakymas. 
а) а, =а,+44; b) а, =а, +(п-1):4; c) a,,,=a,+(1+2)-d. 


11 pavyzdys. Seka (a,) apibrėžta bendrojo nario formule 
а,-7-3п. Įrodykime, kad ši seka yra aritmetinė progresija. 

Sprendimas. Jeigu visi skirtumai a,,, —a, (n21) yra lygūs, tai seka 
(a,) yra aritmetinė progresija. Randame (n + I) — ąjį progresijos narį: 

а,ү-7-3(141). 

Tada а,,-4а,-7-3(141)-17-3л0)-7-3п-3-743п--3. 

Kadangi visi skirtumai a,,,—a, (721) yra lygūs vienam ir tam 
pačiam skaičiui d 2 —3, tai seka (a,) yra aritmetinė progresija. 

Pastaba. Užrašas a,,,—a, ——3, kai n21, reiškia, kad 


а,-а,--3, a,-a,=-3, a,-a,=-3 ігі 
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12 pavyzdys. Tarp skaičių 17 ir 32 įrašykime penkis skaičius taip, 
kad jie kartu su duotaisiais skaičiais sudarytų aritmetinę progresiją. 
Sprendimas. Ieškomoji progresija turi septynis narius а,, а,, а,, 
a,, d,, а,, a,. Kadangi šios progresijos pirmasis ir paskutinis nariai yra 
žinomi, Ly. a, =17, a, =32, tai reikia rasti narius а,, a,, 4,, 4,, aç. 
Pasinaudoję aritmetinės progresijos bendrojo nario formule 
a,=a,+(n-1)-d, gauname, kad a,=a, +64. 
Kadangi a,=17, a,=32, tai gauname tokią lygybę 
32=17+6d; iš йа d=25. 
Tada a, =a, +d =17+2,5 =195; 
а,-а,»4-22-2,5-24,5, 
а,=а;+4=27+2,5 = 29,5. 
Atsakymas. Aritmetinė progresija уга tokia: 17; 19,5; 22; 24,5; 
27; 295; 32. 


a,=a,+d=195+25=22; 
a,=a,+d=245+25=27; 


13 pavyzdys. Seka (a,) yra aritmetinė progresija. Neieškodami jos 
pirmojo nario ir skirtumo, apskaičiuokime a,,, jeigu žinoma, kad a, = 5 
ir a, 71. 

Sprendimas. Kadangi bet kuris aritmetinés progresijos narys, išskyrus 
pirmąjį ir paskutinįjį (kai progresija yra baigtinė), yra gretimų jo narių 
aritmetinės vidurkis, tai 


Atsakymas. a, =3. 


14 pavyzdys. Raskime aritmetinės progresijos (a,) pirmąjį narį ir 


а,-а,-8, 


skirtumą, kai н die 


Sprendimas. Kadangi a,=a, +64, a,=a,+6d, a,=a,+d, tai 
sistemą galime perrašyti taip: 


a,+6d-(a,+2d)=8, 4-5 
le, xa +6d)=75, A (9 +2Ja,+12)= 75. 


Sistemos antrąją lygtį galime perrašyti taip: 
а?+14а;-51=0; iš čia a, =-17 arba а, =3. 

Taigi a,=-17, 4-2 arba a, =3, 4-2. 

Atsakymas. a, = 17, 4-2 arba а, =3, 4-2. 


15 pavyzdys. Padalijus tryliktąjį aritmetinės progresijos narį a,, iš jos 
trečiojo nario a,, gaunamas dalmuo 3, o padalijus aštuonioliktąjį narį iš 
septintojo nario, gaunamas dalmuo 2 ir liekana 8. Raskite dvidešimtąjį 
šios progresijos narį. 

Sprendimas. Iš uždavinio sąlygos seka, kad a,,=3-a,, о 
a,„=2-a,+8. Pasinaudoję aritmetinės progresijos n-tojo nario formule 
a,=a,+(n-1)-a, gauname, kad 

a,=a,+2d, a,=a,+12d, a,=a,+6d, a,=a,+17d. 
Gauname dviejų lygčių su dviem nežinomaisiais a, ir d sistemą: 

a, «12d -3-(a, +24), 

а +174 -2-(a, B 


Atlikę ekvivalenčiuosius šios sistemos lygčių pertvarkymus, gausime 
tokią sistemą 


а,-34, 
а|-54-8. 
Ја išsprendę randame, kad а, =12, 4-4. 


Tada a4, =a, +194 =12+19:4 = 88. 
Atsakymas. 88. 


16 pavyzdys. Raskime aritmetinės progresijos 3; 7; 11; ... pirmųjų 
60-ties пагіу suma. 
Sprendimas. Kadangi duotosios aritmetinés progresijos pirmasis narys 
a, =3, o skirtumas 4-7-3-4, tai, remdamiesi aritmetinės progresijos 
pirmųjų n narių sumos formule 
= 2a, * (n- 1)d | 
" 2 
2:34 (60-1).4 
2 


n, irimdami п=60, gauname, kad 


S -60 = 7260. 


Atsakymas. 7260. 


17 pavyzdys. Seka (a,) yra aritmetinė progresija. Jos n-tasis narys 
išreiškiamas formule a, —5n-4. Raskime šios progresijos pirmųjų 
keturiasdešimties narių sumą. 

Sprendimas. Pasinaudoję duotaja n-tojo nario formule, rasime šios 
progresijos pirmąjį ir keturiasdešimtąjį narius: 

a,=5-1-4=1, a, =5:40-4=196. 


Tada, pasinaudojç aritmetinës progresijos pirmuju n nariu sumos 


a +a, 27 . 
formule S, = -n, ir imdami n - 40, gauname, kad 
a +a 
NERA. др = 1126 40.3940. 
2 2 
Atsakymas. 3940. 


18 pavyzdys. Apskaičiuokime aritmetinės progresijos (a,) skirtuma, 
jeigu žinoma, kad pirmasis jos narys lygus 7, o pirmųjų dešimties narių 
suma lygi 25. 

Sprendimas. Įrašę į aritmetinės progresijos pirmųjų n narių sumos 
2a, *(n-1):d 


formulę 5, = 2 


-n reikšmes п-10, 5, -25, a,=7, 


gauname lygybe 
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_2:7+(10-1)-d 
š 2 
Iš jos randame, kad d = -1. 


Atsakymas. -1. 


25 10. 


19 pavyzdys. Raskime pirmųjų šimto natūraliųjų skaičių sumą. 
Sprendimas. Nagrinėsime aritmetinę progresiją 1; 2; 3; 4;.... 
Reikia rasti pirmųjų šimto jos narių sumą. 


a, +а 
Kadangi Siw =— 100, be to, a,-1, аы=100, tai 


ieškomoji suma 


14-100 
Siow = 


2 
Atsakymas. 5050. 


-100 = 5050. 


20 pavyzdys. Apskaičiuokime visų natūraliųjų dviženklių skaičių sumą. 

Sprendimas. Reikia rasti baigtinės aritmetinės progresijos 10; 
11; 12; ...;99 visų narių sumą. Rasime paskutiniojo šios progresijos 
nario numeri. Į progresijos n-tojo nario formule a, =a, *(n-1):d įrašę 
reikšmes a, 210, a, 299, 4-1, gauname lygybę 

99=10+(n-1)-1; iš čia n=90. 
Taigi aritmetinė progresija 10; 11; 12; ... ; 99 turi 90 narių. 
Jos visų narių suma randama taip: 


atas _ 104-99 


S, = 5 -90, 5» =— —:90- 4905. 


Atsakymas. 4905. 


21 pavyzdys. Raskime sumą visų natūraliųjų skaičių, kurie yra 
skaičiaus 6 kartotiniai, ir yra nedidesni už 250. 
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Sprendimas. Natūralieji skaičiai, kurie yra skaičiaus 6 kartotiniai, su- 
daro aritmetinę progresiją 6; 12; 18; 24; ... . Šios progresijos n-tasis na- 
rys уга a, = бп. Kad apskaičiuotume, kiek progresijos narių yra nedidesni 
už 250, reikia išspręsti nelygybę 6n < 250. Gauname, kad nsus. 

Vadinasi, reikia apskaičiuoti aritmetinės progresijos 6; 12: 18; 24; ... 


pirmųjų 41 nario sumą. Kadangi a,=6, a,=6-41=246, tai, 


a, +a 
pasinaudoję formule 5, = — > —-.n, gauname 
S; -6+20.41-5166. 


Atsakymas. 5166. 


22 pavyzdys. Raskime sumą visų natūraliųjų triženklių skaičių, 
kuriuos dalijant iš 3 liekana yra 2. 

Sprendimas. Natūralieji triženkliai skaičiai, kuriuos dalijant iš 3 
gaunama liekana 2, sudaro baigtinę aritmetinę progresiją, kurios pirmasis 
narys a, =101, paskutinis narys a, —998, o skirtumas 4-3. Pritaikę 
aritmetinės progresijos bendrojo nario formule a,=a,+(n-1)-d, 
gauname lygtį 

998-101-(п-1)-3. 

Ją išsprendę randame, kad n = 300. 

Vadinasi, nagrinėjamoji aritmetinė progresija iš viso turi 300 narių. 

Tada paskutinis (300-tasis) progresijos narys a, = 998. 


Pritaikę aritmetinės progresijos п pirmųjų narių sumos formulę 


a +a, Ў 4, 
„=——у -п, gauname, kad ieškomoji suma 
CS 10173598 -300 - 164850. 


Atsakymas. 164850. 


23 pavyzdys. Raskime suma pirmųjų penkiasdešimties natūraliųjų 
skaičių, kuriuos dalijant iš 7 liekana yra 5. 
Sprendimas. Visi natūralieji skaičiai a 
liekana yra 5, gali būti užrašyti taip: 
а,-1-п45, nz1,2,3,4,.... 


kuriuos dalijant i$ 7 


n? 


Tai sekos (a,) n-tojo nario formulé. 

Kadangi a, 212, o a,,, 2 7(п+1)+5=7п+5+7=а, +7, tai seka 
(a,) ‚ apibrėžta formule а, =7п+5, yra aritmetinė progresija. Sios 
progresijos pirmasis narys a, =12, o skirtumas d = 7. 

Pasinaudoję aritmetinės progresijos n-tojo nario formule 
a,=a,+(n-1)-d, apskaičiuokime progresijos penkiasdešimtaji nari: 


a„=12+(50-1)-7=12+49-7=355. 


р : a,*a, . 
Tada, pasinaudoję formule 5, = b kai a, =12, п= 50, 
а =355, randame ieškomąją suma: 
S, «125355 59-9175. 


Atsakymas. 9175. 


24 pavyzdys. Raskime skaičių x, tenkinantį lygybę: 

a) 1+7+13+...+х= 280, xe N. 

b) (x+1)+(x+4)+(x+7)+ ... +(x+28)=155, xe М. 

Sprendimas. a) Pastebėkime, kad kairėje duotosios lygybės pusėje yra 
aritmetinės progresijos, kurios pirmasis narys a,-1, o skirtumas 
d=7-1=6, suma. 

Pritaikę aritmetinės progresijos pirmųjų ” narių sumos formulę 

2a,+(n-0d 


Ж 2 `n, gauname: 


TEAG REM 


Gavome lygtį, kurioje n — nežinomasis. Pertvarke šią lygtį, gausime 
kvadratinę lygti 


3n? - 2n- 280 - 0, kurios sprendiniai уга n, = -3 


Reikšmė n, netinka, nes skaičius п yra natūralusis. Taigi n=10. 


ir n, =10. 


Reikia rasti x, kuris lygus a. Pritaike aritmetinės progresijos n-tojo 
nario formule a, =a, +(n-1)- d, gauname, kad 
a =a, *(10-1):d, ty. х=а„=1+(10-1)-6=55. 

Taigi x= 55. 

b) Kairėje duotosios lygybės pusėje yra aritmetinės progresijos, kurios 
a,=x+1, 4-3, narių suma. Pritaikę aritmetinės progresijos bendrojo 
nario formule a, =a, +(n-1): d, gauname lygtį 

x+28=x+1+(1-1)-3, arba 1+ 3(п –1)= 28; iš čia n=10. 
Pritaikę aritmetinės progresijos pirmųjų п narių sumos formulę 
„= жые -п, gauname lygti 


155- €: gr) -10, kurią išsprendę randame, kad x =1. 


Atsakymas. a) х= 55; b) х-1. 


25 pavyzdys. Žinoma, kad su kiekvienu natūraliuoju m aritmetinės 
progresijos (8) pirmųjų п narių suma S,=a,+...+a, Skaičiuojama 
pagal formulę S, -4n?-3n. Neieškodami n-tojo nario formulės, 
parašykime pirmuosius tris šios progresijos narius. 

Sprendimas. Kai n=1, tai S,=4-17-3-1=4-3=1. Bet 5, =a,, 
todėl a,=1. 
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Kai n-2, tai $,-4.2!-3.2-10. Bet S,=a,+a,, todėl 
gauname lygybę a, +a, =10; iščia а, =10-а, =10-1=9. 
Kadangi aritmetinės progresijos (a,) skirtumas 
d=a,-a,=9-1=8, tai a,=a,+2d=1+2-8=17. 
Taigi а,-1, a,=9 ir a,=17. 


Atsakymas. а,-1, a,=9, a,=17. 


26 pavyzdys. Sekos (a,) pirmųjų n narių suma S,=a,+...+a, su 
kiekvienu n apskaičiuojama pagal formulę S, = 2n 2 43n. 

1) Įrodykime, kad seka (a,) yra aritmetiné progresija ir raskime jos 
pirmąjį narį a, ir skirtumą d. 

2) Užrašykime šios sekos n-tojo nario formulę. 

Sprendimas. 1) Jeigu visi skirtumai a,,,—a, (n21) yra lygūs, tai 
seka (a,) yra aritmetinė progresija. Skituma a,,,—a, apskaičiuosime 
pasinaudoję lygybėmis: 


a = (+ a, u)- (0, + шажа,)-8 =, 


n+l n 
a, - (a, 5... *a,)- (a, 4...*2, )- S, - S, ,. 
Tada ieškomasis skirtumas bus toks: 
apama, = (Spa Sn) Sr- Sra) 5,725, * 8,7 
=2(л +1)? +3(n+1)-2(2n7+3n)+ 2(n-1)? +3(л-1)=4. 
Taigi (a,) yra aritmetiné progresija. Jos skirtumas 
d -a,,,-a, =4, o pirmasis narys a, 75, 22-1! 43-1- 5. 
2)Jau radome, kad nagrinéjamos aritmetinés progresijos (a,) 
pirmasis narys a,=5, o skirtumas d=4. Pasinaudoję aritmetinės 


progresijos n-tojo nario formule a, =а +(n-1): d, gauname, kad 


282 


a„=5+(n-1)-4=4n+1. 

Šią formulę galėjome gauti ir kitu būdu, t.y. neskaičiuodami duotosios 
aritmetinės progresijos pirmojo nario a, ir skirtumo d. Pastebėkime, kad 
aritmetinės progresijos (a,) n-tasis narys а, lygus skirtumui 5,-5, ,. 

Taigi a, =S, -S, ,- 2n? «3n-(n-1)! «3(n-1))- 2n? +3л- 

- n: - n-1)2 4n+1. 


27 pavyzdys. Sekos (a,) pirmųjų л narių suma 5, =a +... +a, su 
kiekvienu n apskaičiuojama pagal formulę S, = n? +2n. 

1) Užrašykime sekos (a,) n-tojo nario formulę; 

2) Raskime šios sekos dešimtąjį narį. 

3) Įrodykime, kad seka (a,) yra aritmetiné progresija. Raskime 5108 
progresijos skirtuma. 

Sprendimas. 1) Uždavinio salygoje duota, kad aritmetinės progresijos 
(a,) pirmųjų n narių suma apskaičiuojama pagal formule 5, = n? «2n. 
Tada pirmųjų (п – 1) narių sumą skaičiuojame taip: 

S. ,7(n-1! «2(n-1)- n? -2n41«2n-2- n? -1. 

Randame progresijos (a,) n-taji nari: 

m =Ñ. S. 7n! *2n-(i -1)=2n+1. 

Taigi progresijos (a,) bendrojo nario formulė уга а, = 2n- 1. 

2) Pasinaudoję 1) punkte gauta aritmetinės progresijos n-tojo nario 
formule a, =2n+1 galime apskaičiuoti šios progresijos dešimtąjį narį: 

а =2-10+1= 21. 


Pastebėsime, kad a, galima apskaičiuoti іг nesinaudojant n-tojo 
nario formule. 


Kadangi 5, =а, +...+а 


Ял 
S. za +... +a +a, ,=S,+a,,, tai iš antrosios lygybės 


išreiškę a gauname: 


n+l? 
4,,75,,-5,. Vadinasi, aio =S, — S9- 
Bet $4, =10?+2-10=120, $,=9?+2-9=99, 


todėl а,-120-99-21, 


3) Jeigu visi skirtumai a,,,—a, (n21) yra lygūs, tai seka (a,) yra 
aritmetinė progresija. Raskime minėtą skirtumą: 

аа -а, S a -5,)-(5, a) Sps -25, *S,, =(т+1)* + 
+2(n+1)-2(n? +2п)+(л-1)? +2(1-1)=2. 
Taigi seka (a,) yra aritmetinė progresija, kurios skirtumas d = 2. Įrodyta. 

Atsakymas. 1) a, -2n«1; 2) а,-21, 3) 4-2. 


28 pavyzdys. Aritmetinė progresija (a,) turi vienuolika nariu. Šios 
aritmetinės progresijos S, -S,=10, 5,-5,-11, Parašykime šią 
progresiją. 

Sprendimas. Kadangi 5,-5,-4а,. O 5,-5,6-4,, tai, 
remiantis uždavinio sąlyga 4,-10, o а,-11. Tada aritmetinės 
progresijos (a,) skirtumas 

4-а,-а,-11-10-1. 

Į lygybę a, =a,+9d įstatę gautasias a ir d reikšmes, gausime 

lygtį 
10=a,+9-1; iščia a,=1. 

Taigi ieškomoji aritmetinė progresija yra tokia: 

1; 2; 35 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11. 
Atsakymas. 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11. 


29 pavyzdys. Raskime sekos (a,) pirmųjų 40-ties narių suma, jei 
bendrasis narys užrašomas formule a, —3n-—20. Nustatysime, kiek ši 
seka turi neigiamų narių. 

Sprendimas. Įrodysime, kad seka (a,) yra aritmetiné progresija. 
Jeigu visi skirtumai a,,,—a, (n21) yra lygūs, tais seka @„) уга 
aritmetiné progresija. 

Kadangi a,,, -3(n41)-20-3n43-20-3n-17,tai ieškomasis 
skirtumas yra 

а„л-а„=3п-17-(3п-20)=3, kai п=1,2,3,.... 

Taigi seka (a,) yra aritmetinė progresija, kurios skirtumas 4-3. 

Kadangi aritmetinės progresijos (a,) pirmasis narys a, =3-1-20=-17, 


o keturiasdešimtas narys a,, -3-40—20 —100, tai, pasinaudoję formule 


a +a 
$, = : 2 —-.n, galime rasti duotosios progresijos pirmųjų 40-ties 
narių sumą: 
a +a т 
5 = : 7 49 .40=217+100 40.1660. 


Progresijos (a,) pirmųjų n narių sumą galėjome skaičiuoti ir 
2a, * (n-1):d 


remdamiesi kita sumos formule S, = 2 


n. 


Kadangi pirmasis progresijos narys а,-3-1-20--17, о antrasis 
narys а,-3-2-20--14, tai skirtumas 
4-а,-а,--14-(-17)--14417-3. 


2:617)-00-03 40 1660. 


Tada S, = 
Raskime sekos (a,) neigiamų narių skaičių. Išsprendę nelygybę 
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a,«0, ty. nelygybę 3л-20-0, randame, kad п<62. Vadinasi, 
sekos (8) neigiami nariai уга tie, kurių numeriai yra 
п=1, 2, 3, 4, 5, 6. 

Taigi seka (a,) turi šešis neigiamus narius. 


Atsakymas. S,, =1660; seka turi 6 neigiamus narius. 


30 pavyzdys. Raskime aritmetinės progresijos pirmųjų 20 narių sumą, 
kai a, *a, *a,, +a, = 20. 

Sprendimas. 1 būdas. Kadangi а, =а +54, a,=a,+8d, 
a;,=a,+lld, a,,=a,+14d, tai įstatę šias а,, а,, a, ir ay 
išraiškas į uždavinio sąlygoje duotą lygybę, gauname: 

a,+5d+a,+8d+a,+1ld+a,+14d = 20, arba 
2a, «19d =10. 


Pasinaudoję aritmetinės progresijos pirmųjų л narių sumos formule 
2а,4(п-1)-4 . р k z 
5 ини завийг kai п — 20, gauname, kad ieškomoji suma 
2a, * 19d 
EE p 


Bet jau buvome gavę, kad 2a, +194 —10, todėl galutinai 
S, == 20=100. 


2 būdas. Pastebėkime, kad a, +a, =a +a, =а,+аџ,, todėl 


a +a, =20:2=10. 


a +a, 


Pasinaudoje formule S, = -т, kai п= 20, gauname: 
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a +a, 10 
S, =— 7 : :20 = 7-20 2100. 
Atsakymas. 100. ç 


31 pavyzdys. Išspręskime lygtį 2-2*-2? -....2* 22", 
Sprendimas. Pasinaudoję laipsnio savybe a"-a"-....a'-a""* © 
duotąją lygtį pertvarkykime: 

geste 15.9317 

Ši lygtis ekvivalenti lygčiai 1--4- 74... x «117. 

Jos kairéje puséje yra aritmetinés progresijos, kurios pirmasis narys 
a,=1, skirtumas 4-3, o paskutinis narys a, = х, visų narių suma. 
aritmetinės 


Pasinaudoję progresijos m-tojo nario formule 


а,-а,ж(п-1)-4, gauname lygybę 


x=1+(n-1)-3, 
iš kurios randame, kad progresijos narių skaičius yra n = 8 ы 2 š 
Šią išraišką įstatę į aritmetinės progresijos pirmųjų л narių sumos 
a +a, А А . I 
formulę 5, = 3 ir, atsižvelgę į tai, kad а, =1, а, =х, 
S, -117, gauname lygtį 
l+x x42 
—. =117. 
2 3 


Ją išsprendę randame dvi nežinomojo x reikšmes: 
x,=-28 ir x,=25. 
Reikšmė x, netinka, nes pagal uždavinio sąlygą nežinomasis x yra 
natūralusis skaičius, t.y. x e N. Vadinasi, х= 25. 


Atsakymas. x=25. 


32pavyzdys. Bégikas per pirma minute nubégo 400 m, o per 
kiekvieną sekančią minutę nubégdavo 5 m mažiau пери per praėjusią. 
Koki atstuma jis nubégo per 1 Л. 

Sprendimas. Per pirma minute bégikas nubégo 400 m, o per antra— 
395 m, per trečią- 390 m ir t.t. Skaičiai 420, 395, 390, ... sudaro 
aritmetinę progresija, kurios pirmasis narys a,=400, o skirtumas 
d=-5. Per 1 h, ty. per 60 min, nubėgtas atstumas lygus pirmųjų 60 
progresijos narių sumai. Pritaikę aritmetinės progresijos pirmųjų п narių 


2а, +(п-1):а . 
sumos formule S, cep Ду tune; 
2a,+59-d -400— 59. 
o 5 = 2:209.3973. 69 15150, 


Taigi per 1 h bégikas nubégo 15 km 150 m. 
Atsakymas. 15 km 150 m. 


33 pavyzdys. Alpinistas kopdamas į viršukalnę pirmą dieną pasiekė 
800m aukštį, o kiekvieną kitą dieną užkopdavo 25 m mažiau negu 
praėjusią dieną. Po kelių dienų alpinistas įkopė į 5700 m aukščio kalno 
viršūnę? 

Sprendimas. Tegu į 5700 m aukščio kalno viršūnę alpinistas kopė n 
dienų. Pirmą dieną alpinistas nuėjo 800 m, antrą dieną – 775 m, trečią 
dieną - 750 m ir tt. Skaičiai 800, 775, 750,... 
progresija, kurios pirmasis narys a, = 800, o skirtumas d = —25. Pritaike 


sudaro aritmetine 


aritmetinės progresijos pirmųjų т narių sumos formule 
2a, * (n-1):d 
п TM 
d=-25, gauname lygtį 
2-800-(n-1)-25 
2 


n ir žinodami, kad 5, =5700, a, =800, 


n=5700, kurioje n — nežinomasis. 


Šią lygtį pertvarkę, gauname jai ekvivalenčią kvadratinę lygtį 
n*-65n+456=0, 
kurią išsprendę randame du sprendinius n,=57 іг п, =8. Reikia 
patikrinti abi л reikšmes. Jei alpinistas būtų kopęs 57 dienas, tai, 
remiantis aritmetinės progresijos n-tojo nario formule a„=a,+(n-1)-d, 
57 dieną būtų nuėjęs 
a, =800-(57-1)-25 = —600 m. 
Taigi sprendinys n, = 57 netinka. Vadinasi, alpinistas | 5700 m 
aukščio kalno viršūnę kopė 8 dienas. 
Atsakymas. 8 dienas. 


34 pavyzdys. Upės tėkmės greitis, garlaivio greitis prieš srovę ir 
garlaivio greitis pasroviui išreiškiamas skaičiais, kurie sudaro aritmetinę 
progresija. Garlaivis per 12 val. ir 48 min nuplaukė nuo vienos 
prieplaukos iki kitos ir sugrįžo atgal. Raskite upės tėkmės greitį, jei 
atstumas tarp prieplaukų lygus 42 km. 


Sprendimas. Sakykime, upės tėkmės greitis x m, о garlaivio 


greitis у m. Tada skaičiai x, у-х, y+x sudaro aritmetinę 
progresiją. Pritaikę aritmetinės progresijos savybę a,-a,=a,-a,=d, 
sudarome lygčių sistemą: 
72 72 64 
* =-—, 
y-x у+х 5 
у-х-х=у+х-у+х. 


Iš sistemos antrosios lygties gauname, Кай y=4x ir įrašome į 


pirmąją lygtį: 
2,64 
3x 5x 5^ 


Šios lygties abi puses padaliję iš 8, gauname lygtį 
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3,9 8 
x'5x 5 
Ja išsprendę randame, kad x=3. 


Vadinasi, upės tėkmės greitis lygus 3 m. 


Atsakymas. 3 e : 


35 pavyzdys. Dvi skruzdės, tarp kurių atstumas 13 т, tuo pačiu metu 
pradėjo judėti į vieną pusę. Pirmojo skruzdė per valandą nuropoja 25 m, 
o kiekvieną sekančią valandą 0,5 m daugiau negu praėjusią. Antroji 
skruzdė per valandą nuropojo 30 m, o likusią sekančią valandą 0,5 m 
mažiau negu praėjusią. Po kelių valandų pirmoji skruzdė pavys antrąją? 

Sprendimas. 

1 skruzdė 2 skruzdė x. 


13m 
Sakykime, kad pirmoji skruzdė pavys antrąją po л valandų. Pritaikę 
aritmetinės progresijos n narių sumos formule sudarome lygtį: 
2.254 (n-1)-0,5 2.30 (n-1)- (-0,5) 
— A. - ———ÉÁ—É.nzl 
2 2 
2n!-22n-52-0; п? -11п-26=0; 


п =13; п, =-2 (netinka). 


3; 


Vadinasi, pirmoji skruzdë pavys antraja po 13 valandu. 
Atsakymas. Po 13 valandu. 


36 pavyzdys. Daugiakampio perimetras lygus 158 cm, be to jo 
kraštinių ilgiai sudaro aritmetinę progresiją, kurios skirtumas lygus 3 cm. 
Daugiakampio ilgiausia kraštinė lygi 44 cm. Kiek kraštinių turi šis 
daugiakampis? 
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Sprendimas. Daugiakampio kraštinės sudaro aritmetinę progresiją, 
kurios pirmasis narys a,=44 ir skirtumas d=-3. Jei toks daugia- 
kampis turi n kraštinių, tai jo perimetras: 

2a, *(n-l):d Alių 
S UT E aoa х, 


” 2 
Kadangi 5, —158, tai galime sudaryti lygtį 
са = -n=158, kurioje n — nežinomasis. 


Šią lygtį lengva pertvarkyti į kvadratinę 3n? -91n+316=0. 
Ја išsprendę randame, kad n=4. Taigi daugiakampis turi 4 kraštines. 
Atsakymas. 4. 


37 pavyzdys. Raskime visas x reikšmes, su kuriomis skaičiai x-1, 
2х-1, x?-5 sudaro aritmetinę progresiją. 

Sprendimas. | Pasinaudosime aritmetinės progresijos savybe: 
kiekvienas aritmetinės progresijos narys, pradedant antruoju, yra gretimų 
narių aritmetinis vidurkis. Pagal uždavinio sąlygą skaičiai x—1, 2х-1, 
x^ —5 turi sudaryti aritmetinę progresiją, todėl galime sudaryti lygtį 
x-14x?-5 
— == 

Atlikę ekvivalenčius šios lygties pertvarkymus, gausime kvadratinę 
lygtį x^ -3x-4- 0, kuri turi du sprendinius x, =-1 ir x,=4. 


2x-1= 


Taigi seka x-1, 2х-1, х?-5 yra aritmetinė progresija, kai 
x=-l ir x=4. 
Atsakymas. –1 ir 4. 


11.6. GEOMETRINĖ PROGRESIJA 


Sakykime, duota seka 2; 22: 27, 2*; 2°; 2°; 27, ...,kuria 
sudaro didėjimo tvarka surašyti skaičiaus 2 laipsniai su natūraliaisiais 
rodikliais. 

Pastebėkime, kad kiekvienas šios sekos narys, pradedant antruoju, 
lygus prieš jį einančiam nariui, padaugintam iš skaičiaus 2. Ši seka yra 
geometrinės progresijos pavyzdys. Apibrėšime geometrinę progresiją 
bendruoju atveju. 

Apibrėžimas. Skaičių seka f.) kurios pirmasis narys nelygus nuliui 
(b, = 0), o kiekvienas kitas narys, pradedant antruoju, lygus prieš ji 
einančiam nariui, padaugintam iš nelygaus nuliui skaičiaus g vadinama 
geometrine progresija. Skaičius g vadinamas geometrinės progresijos 
vardikliu. 


Vadinasi, jei b,; b,; b,; ...; bp- 


yra geometrinė progresija, 


tai, pagal apibrėžimą, 
b, b, LR 
AE Tai ЗА Эш 


Taigi geometrinė progresija yra lygybė 9,,-0, 4, Каі b,*0, 
q * 0, rekurentiškai apibrėžta seka. Pavyzdžiui, b, =b :q, b,=b,-4, 
5,-5,:4, b,=b,-q irtt. 

Norint apibūdinti geometrinę progresiją, pakanka žinoti jos pirmąjį 
narį b, ir vardiklį g. 

1 pavyzdys. Jeigu geometrinės progresijos (b,) pirmasis narys 
b, =1, o vardiklis 4-2, tai geometrinė progresija yra tokia: 

1; 2; 4; 8; 16; 32; 64; ... . 

Iš tikrųjų šios progresijos antrasis narys уга b,=b,-g=1-2=2, 
trečiasis - b,=b,-4=2-2=4, ketvirtasis- b,=b,-g=4-2=8, 


penktasis - b, =b,-g=8-2=16 irtt. 


2 pavyzdys. Sakykime, b,=2, 4--3. Šios sąlygos apibrėžia 
geometrinę progresiją, kurios 

5,-5,/-4-2-(-3)--6, b,=6,-4=(-6)-(-3)=18, 

5,-5,-4-18-(-3)--54, 5,-5,-4-1(-54)-(-3)-162 irt. 

Taigi gauname geometrinę progresiją 2; -6, 18; -454, 162; .... 


3 pavyzdys. Jei 5,21, o q = 1, tai gauname geometrine progresija 


l. 1. 1. 
37:97 277 

4 pavyzdys. Jei 5|-1, ӯ = 01, tai gauname geometrinę progresiją 1; 
0,1; 0,01; 0,001; 0,0001; .... 


5 pavyzdys. Pastovioji seka 2, 2; 2; 2; ..; 2;... yra 
geometriné progresija, kurios b, -2, 4-1. 

Kartais nagrinéjame ne visą seka- geometrinę progresija, o tik 
baigtinį skaičių iš eilės einančių geometrinės progresijos narių. Tada 
sakome, kad nagrinėjame baigtinę geometrinę progresiją. 

Jeigu b, >0 ir g>1, tai geometrinė progresija yra didėjanti, o jeigu 
b,>0 ir 0<q<1,tai geometrinė progresija yra mažėjanti ir atvirkščiai, 
jeigu 5,«0 ir g>1, tai geometrinė progresija yra mažėjanti, o jeigu 
b, «0 ir O«q «1, tai geometrinė progresija yra didėjanti. Каі q <0, tai 
kiekvienas geometrinės progresijos narys turi ženklą, priešingą po jo 
einančio nario ženklui ir seka šiuo atveju nėra monotoninė (nėra nei 
didėjanti, nei mažėjanti). 

Kai g=1, tai visi geometrinės progresijos nariai yra tarpusavy lygūs 
ir pati geometrinė progresija yra pastovioji seka. 


287 


Geometrinés progresijos bendrojo nario formulé 
Zinodami geometrinés progresijos (b,) pirmąjį narį b, ir vardiklį q, 
galime nuosekliai rasti antrąjį, trečiąjį, ketvirtąjį, penktąjį ir apskritai bet 
kurį šios progresijos narį: 
b,=b,:q, 
8,-5,-8-08-4) 475,7. 
8,-5,-4-01-42) a7. 
5,-5, :q - (b, -47)-4-5, -q* irtt 
Bendru atveju, norint rasti n-tąjį progresijos narį, reikia pirmąjį šios 
progresijos narį b, padauginti iš daugiklio 477, ty. 
b =b. gt. (1) 
(1) formulé vadinama geometrinés progresijos m-tojo nario 


formule. Daznai ši formulë dar vadinama geometrinës progresijos 
bendrojo nario formule. 


Jei duota geometrinė progresija b,, b,, b,, ... tai, pasinaudoję 
(1) formule, gauname, kad, pavyzdžiui, bo =b, q"! =b :9°, 
b, 7b, q zb, d”, barba” abg”. 

Pateiksime keletą (1) formulės taikymo pavyzdžių. 

6 pavyzdys. Seka (b,) yra geometrinė progresija, kurios b,=3, 


q- 1. Raskime šios progresijos penktąjį ir septintąjį narius. 


Sprendimas. Pasinaudoję (1) formule, gauname, kad 
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7 pavyzdys. Seka (»,) yra geometrinė progresija, kurios 5, -8, о 
q =3. Nustatysime, ar kuris nors šios progresijos narys lygus 5832. 

Sprendimas. Jeigu kuris nors šios progresijos narys būtų lygus 5832, 
tai su tam tikru natūraliuoju skaičiumi n būtų teisinga lygybė b, = 5832. 
Kadangi geometrinės progresijos n-tasis narys apskaičiuojamas pagal 
formulę b =b -q"'!, tai gauname lygybę b,-g7"'=5832, arba 
8-3"'=5832. Šią lygybę pertvarkę gauname: 

3"'2729, 3'"'z35; iščia n-1=6, п=7. 

Taigi septintasis geometrinės progresijos (5) narys lygus 5832, t.y. 
b, =5832. 

Atsakymas. Septintasis narys. 


Geometrinės progresijos narių savybės 


1) Geometrinės progresijos (b,) bet kurio nario (pradedant antruoju) 
ir prieš jį einančio nario dalmuo yra vienodas ir lygus geometrinės 
progresijos vardikliui, t.y. 

b, b, b, LN 
—=—=—= ...=—— =q. 2 
b, p cd (2) 


(2) lygybės išplaukia iš geometrinės progresijos apibrėžimo. 


n 


2) Pasinaudoje (2) lygybe, gauname, kad 
b b 


wee Ea arba bib, bnn: 


n-l n 
Taigi kiekvienas geometrinės progresijos narys, išskyrus pirmąjį (ir 
paskutinįjį, kai geometrinė progresija baigtinė), yra lygus prieš jį einančio 
ir po jo einančio nario geometriniam vidurkiui, t.y. 


b, = Jb, ,-5,,, Каі п>1. (3) 
Vadinasi, jei duota geometriné progresija 
bi b. b. b.e b mas „tai 


b,- fb, b,, 5,-4/5,-5,, b. = b, b, irti. 


Konkrečiu atveju, jai turime geometrinę progresiją 
1; 3; 9; 27; 81; 243; ..., tai 


3= 41:9, 9= 43:27, 27- 49.81, 81= 427-243 ir t.t. 

3) Baigtinés geometrinės progresijos dviejų narių, vienodai nutolusių 
nuo jos pradžios ir pabaigos, sandaugos yra lygios. Iš tikrųjų, jei duota 
baigtinė geometrinė progresija 

бү; Буу Бан s 0,45 5 
b, b, =, b, qU zb; -4"7, 
5,-5,4-5,-4:8, T Р =bį dpt 


„1 5,, tai 


b,-b, =b q^ beg" = q" drtt 
Konkrečiu atveju, jei duota baigtinė geometrinė progresija 
1; 3; 9; 27; 81; 243, 729; 2187, tai 
1-2187-2187, 3-729-2187, 9-243-2187, 27.81-2187 
(3 рау.). 
1, 3, 9, 27, 81, 243, 729, 2187, 


27-81-2187 


9-243-2187 
3-729=2187 


1-2187-2187 
3 рау. 


Geometrinės progresijos pirmųjų л narių sumos formulė 
Sakykime, duota geometrinė progresija (o,). o skaičius q yra jos 
vardiklis. Šios progresijos pirmųjų n narių sumą pažymėkime S, : 
S. =b +b,+b,+ ...*b, +b, . (4) 
Abi šios lygybės puses padauginkime i$ q (451): 
S,-ą=b,-gą+b,-4+b,-4+...+b, (:449, 4- 


Atsižvelgę į tai, kad 5,-4-5,, b,:q=b,, b,:q=b,, 
5,4:4-5,, gauname: 
5,:4-5,49,45,4...45,45, :9. (5) 
Iš (5) lygybės panariui atimkime (4) lygybę. Gauname: 
5,:4-5,-5,49,49,48...45,45,-4- 
-(b, +6,+6,+...+6,,+6,)=6,-4-b,, arba 
5,4(4-1)-5,:4-5,. 
Iš šios lygybės išreikškime S, : 
b, ` 4 = b, 
Z r » 451. (6) 
Gavome geometrinės progresijos pirmųjų п narių sumos formulę, 
kurioje g #1. 
Jeigu 4-1, tai kiekvienas geometrinės progresijos narys lygus 
pirmajam nariui ir S,=n-b,. 


5,- 


Į (6) formule vietoj b, įrašykime jo išraišką b, -q"'.. Gausime kitą 
geometrinės progresijos pirmųjų n narių sumos išraišką: 


Lb" 7b b, (47 -1) 
4 


5 A Эрэ al 0) 


u афа S = 

8 pavyzdys. Raskime geometrinés progresijos (»,) pirmųjų dešimties 
narių sumą, kai: 
b) b, =3; q= 3 | 

Sprendimas. a) Taikysime geometrinés progresijos pirmuju п nariu 
sumos formule, kai n 210. Jeigu progresijos pirmųjų 10 -ties narių suma 
skaičiuotume pagal (6) formule, tai pirmiausia turėtume apskaičiuoti 
dešimtąjį geometrinės progresijos narį: 

b, = 61:49 =,:9°, bo =5:2° = 2560. 
Tada ieškomoji suma 


а) b, =5, 4-2, 
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b,:q-b, 2560.2-5 
“өег эр S: 

Dabar apskaičiuosime duotosios geometrinės progresijos pirmųjų 10- 
ties narių sumą pagal (7) formulę. Įstatę į šią formulę ”-10, b,=5, 
g=2, gauname, kad 

5.Q?-1 
5 0 = peu =5115. 

b) Kadangi уга Zinomas geometrinés progresijos pirmasis narys b, ir 
vardiklis g, tai duotosios progresijos pirmųjų 10-ties narių sumą patogu 
skaičiuoti pagal (7) formulę. Šiuo atveju п=10, 2,-3, 4 -р 
Pasinaudoje (7) formule, gauname, kad geometrinés progresijos (5) 


pirmųjų dešimties narių suma 


1 10 1 
BEI wil AE 
_ (2) E ) з se 
Е — у $2782 
2 
509 


Atsakymas. a) 5115; b) 5572. 


9 pavyzdys. Apskaičiuokime geometrinės progresijos 10; 20; 40; 
80; ... pirmųjų dvylikos narių sumą. 

Sprendimas. Duotosios geometrinės progresijos pirmasis narys 
b, =10, o skirtumas 
b _20_ 
b, l0 

Pasinaudoję (7) formule, gauname, kad šios progresijos pirmųjų 
dvylikos narių suma 
10-2? -1) 

$57 2-1 
Atsakymas. 40950. 


2. 


=10-(4096-1)= 40950. 
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11.7. SKYRELIO „GEOMETRINĖ PROGRESIJA“ 
UŽDAVINIŲ SPRENDIMO PAVYZDŽIAI 


1 pavyzdys. Patikrinkime, ar duotoji seka yra geometrinė progresija: 


a) -27; 9; -3, 1; -р Эг b) 42; 2: 242; 4; ... 
y L. 2,5, 3, 
2373 
Sprendimas. a) Seka -27, 9; -3; 1; -р ... yra geometrinė 


progresija, nes 

1 

-3-1. 7 41 ” 21. 
s isa 3° JOS b = 27. q= 3° 


b) seka 42; 2: 247, 4; ... taip pat yra geometriné progresija, nes 


2242 4 р. jos b,-42, q-42; 
2 2 2⁄2 
с) seka Ur 2, 3 25, nėra geometrinė progresija, nes 
2 337 5” £ progresija, 
b b 2 Ь 3 
A dz kiui Ass a Žalia 
"ON Iš tikrųjų 571 852 2-8 
2 3 


2 pavyzdys. Įrodykime, kad skaičių seka (5), kurios bendrasis narys 
b„=7-3", yra geometrinė progresija ir raskime jos pirmąjį narį bei 
vardiklį. 


n+l 


Įrodymas. Jei visi dalmenys —— 


n 


(n21) yra lygūs, tai (ь,) уга 
geometriné progresija. 
Kadangi b 


и S737. о b,-7.3", tai gauname: 


Taigi (b,) yra geometrinė progresija, jos vardiklis 4-3, o pirmasis 
narys 5,7 7-3! = 21. 
Atsakymas. b, -21, 4-3. 


3 pavyzdys. Para$ykime pirmuosius šešis geometrinės progresijos 
(5,) narius, kai b, = 324, 4-8 
Sprendimas. | geometrinės progresijos n-tojo nario formulę 


b =b g" įrašę duotąsias reikšmes b, — 324, -3 ir imdami 


paeiliui п=2, ”-3, n-4, n-5, n=6, gauname: 


b, zb, q* =b, -q=324-+-=108, 


Pirmuosius šešis duotosios geometrinés progresijos narius galéjome 


rasti ir kitu būdu, t.y. nesinaudodami n-tojo nario formule. Kadangi 
uždavinio sąlygoje duota, kad b, = 324, о g = 1, tai 
b,=b, 47324-1108, 


b, =b, -q - 108-236, 

b,=b,-q=36-1=12, 
| 

b, - b, - 2-574, 


Atsakymas. b, =324; b, =108; b, =36; b, =12; b, =4; ЭЭ 


4 pavyzdys. Parašykime geometrinės progresijos (ь.) n-tojo nario 
formulę ir raskime šios progresijos pirmuosius penkis narius, kai: 
а) 5/-9, 4-2, b) b, =-16, 4-3. 
Sprendimas. a) Pasinaudoję geometrinės progresijos n-tojo nario 
formule b, =b, -4"7,, gauname, kad duotosios geometrinės progresijos 
n-tojo nario formulė yra 6,=9-2"7!, 


Tada, remdamiesi šia formule, lengvai randame antrąjį, trečiąjį, 
ketvirtąjį ir penktąjį duotosios progresijos narius: 


5,-9-227-9-2-18, 
6,=9-2*1=9-27 =36, 
b,=9-2*!=9.2'=72, 
b,-9.2*' =9.2* =144. 

b) Užrašykime progresijos n-tojo nario formulę: 


jy 4 51-0 _ 5-n 
ь,=-16 (5) ==2442156 > ш 


Taigi b, 2-257". 
Tada b, 2-277! 2-2) --8, 
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b,=-2*7=-27=-4, 
b,=-2“*=-2!=-2, 
b,=-2**=-2"7=-l. 
Atsakymas. a) 9; 18; 36, 72; 144; ..., b) -16; -8; -4; -2; -1. 


5 pavyzdys. Seka (у„) уга geometriné progresija, kurios pirmasis 
narys y,, o vardiklis g. Pirmuoju nariu y, ir vardikliu q išreikškime 
šiuos narius: 

a) ys; b) y,; [BE 


Sprendimas. Pritaikę geometrinės progresijos m-tojo nario formulę, 
gauname: š 


ys=y g sy qt, y, yon, 
n+3-1 n+2 


Jy Уг! zd 


Atsakymas. у, = yq; yY =y q"; Уул y q". 


6 pavyzdys. Seka (х„) уга geometriné progresija. Raskite: 


a) x,, kai x, =16, T 
b) x,, kai x, =-810, 8-2 
€) хуу, kai хү-42, q--42. 
Sprendimas. Pritaikę geometrinės progresijos n -tojo nario formule 
x„=x,-ą"!, gauname: 
1 


6 
а) x, 2x, 216 (3) =—; 


- 


7 
b) x, 7x,:47 2-810 (1) -- 5: 
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€) х„=х,- °= 43. C 42 --21-23--25--32 
10275514: = = = = E 


Atsakymas. a) 3. b) 46 €) -32. 


7 pavyzdys. Raskime geometrinés progresijos l * penktaji, astuntaji 
ir n -tąjį narį, kai nurodyti du pirmieji geometrinės progresijos nariai: 
1. 2 
b) -0,125:0,25,..., с) уез: 
Sprendimas. a) Šiuo atveju pirmasis geometrinės progresijos narys 
yra b, =2, antrasis b, = —6, o progresijos vardiklis 


b, -6 
vat хэн M 


а) 2;-6;... ; 


2 
Vadinasi, п -tasis duotosios geometrinés progresijos narys 
b. =b, :q""'!=2.(-3)""'. 
Tada b, -2-(-3)*' =2.(-3)* =162, 
b,-2-(-3)*! =2.(-3)' = –4374. 
b) Kadangi duotosios geometrinés progresijos 
b, =-0,125, b,-025, ны 
Tada 5108 progresijos n -tasis narys išreiškiamas formule 
b, =b, +q" --0,25.(-2)"' - (-1)0125-((-1)-2)" = 
= (-1)-(-1)"* -27 -0,125 =(-1)" -0,125-277!, 
Pritaikę šią formulę, gauname, kad 
b,=(-1)?-0125-2*7=-0,125-2*=-2, 
b, = (-1)* -0125.2* 2 0125.2? =16. 


А 1 2 b; 2/1 
c) Siuo atveju 5, =, b, = Tada ipe 


Duotosios geometrinés progresijos n -tojo nario formulé уга 


EN 5 ni. 1 п-1__2” 

b =b" = 7 2^ = TE 

Pasinaudoję šia formule, gauname, kad 
p2 32__l6 22252256 128 
5 14 14 7° 87:14 H 7^ 


Atsakymas. a) b,-2.(-3)", b,-162, 5,--4374, 
b) b, - (-1)" -0125:2"7!, b; 2-2, b, =16; 


37 16 128 
G а=-777. 


с) b, = 7 


8 pavyzdys. Raskime geometrinés progresijos fn) pirmąjį narį, kai 
b;=3, 4-3. 

Sprendimas. Pasinaudoję geometrinės progresijos п -(0јо nario 
formule b, -b5,-q"'! gauname, kad 5,-5,-47. Į šią lygybę (мас 


duotąsias bg ir g reikšmes gauname lygtį 


3=6,-35; iš čia hop 


1 
Atsakymas. 31 
9 pavyzdys. Užrašykime geometrinės progresijos л -tojo nario 
formulę, kai bj =8, b,=-4. 
Sprendimas. Žinodami du pirmuosius geometrinės progresijos (6,) 
narius, galime rasti šios progresijos vardiklį: 
b; -4 1 


ve Бо? 
Tada duotosios geometrinės progresijos л -tojo nario formulė yra 
tokia: 


p= 1 ti -үүн-1 nt 
bebe Ro) - Gn)» co» 


-g. -2 _ -16 
c2" c 
-16 
Atsakymas. b, — : 
c2" 


10 pavyzdys. Seka (х„) yra g:ometrinė progresija. Raskime jos 
vardiklį q, kai x4 =-162, х,--16. 
Sprendimas. Pasinaudoję geometrinės progresijos n-tojo nario 


formule x„=x,-g""!, gauname, kad x; 7x,-q?, x4=x,-47. Tada 


4 
х; х9 " 


2 
Хз xq 


Š xs 2 
15 lygybés red randame, kad 
3 


Xs - [is 1 
=+ — = —— = +,|—— =t- 
in E q + (276 “Ү162 3: 

1 


Atsakymas. q = L arba g =з: 

11 pavyzdys. Aštuntasis geometrinės progresijos f „) пагу$ 1ури$ 
64, o dešimtasis — 256. Apskaičiuokime jos septintąjį narį. 

Sprendimas. Uždavinio salygoje duota, kad Б, = 64, bj =256. 
Kadangi bj;=b5-4, о b;=bg-4, tai 

bio 25g: q:q 7 by: 47. 
Vadinasi, 256-64-42, 42=4, q- £2. 
Iš lygybės bg = b; ·9 randame, kad 
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=-32 arba b,- 


64 
5 =32. 


е i 
15T У. 07 = 
Atsakymas. —32 arba 32. 


12 pavyzdys. Raskime geometrinės progresijos aštuntąjį narį, kai 
b,=2, 5,-16. 


Sprendimas. Kadangi b, =b :q, o bs =b; +45 ‚ tai galime sudaryti 
lygčių sistemą 


b :q=2, 
| -qf -16. 
Išsprendžiame šią sistemą: 
o ч, pa 
b, q^ -16; 3r um 4-2. 
Taigi 5,-1, 4-2. Pasinaudoję geometrinės progresijos n -tojo 
nario formule, b, = b, T gauname, kad 
by -b,-q9  -b,-q), 5,-1-27-128. 
Atsakymas. 128. 


13 pavyzdys. Geometrinės progresijos trečiojo ir šeštojo narių 
dešimtainiai logaritmai atitinkamai lygūs -1 іг 2. Raskime pirmąjį 
geometrinės progresijos narį. 

Sprendimas. Pagal uždavinio sąlygą Iga;=-1; lgag-2. Iš šių 
lygybių gauname, kad a; =107'=0, ir а= 10? =100. 


Kadangi aç =а; :q?, tai gauname lygtį 01 = a, -100. Vadinasi, 
201 
"100 
Atsakymas. a, =0,001. 


a, = 0,001. 
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14 pavyzdys. Seka 0,) yra geometrinė progresija. Raskime n, kai 
1 


bg 


,q-3 ir b, =27. 
Sprendimas. Pritaikę geometrinės progresijos bendrojo nario formule 
b, - b,-q"^., gauname: 


27-83", 332375.3"-!. 37-3775: iš čia 3-0-5, n-8. 


Atsakymas. 8. 


15 pavyzdys. Geometrine progresija (х„) sudaro keturi nariai 2; a; 


b; + Raskime narius a ir b. 


Sprendimas. Šioje geometrinėje ргоргеѕіјоје x,=2, х, = 
Raskime šios progresijos vardiklį g. Kadangi x, = x, :4?, tai įstatę į šią 
lygybę duotasias x, ir x, reikšmes gauname: 

1 3 2 1 _1 

ХЭЭЛ. q = dues 


Pagal geometrinės progresijos apibrėžimą х, = х :4, х; =х; :9. 


Įstatę į šias lygybes ху = 2, х, =а, х; =, x, -р gauname: 
1 


=] ich iš čia 


Taigi a=1, b= 


Atsakymas. а-1, 5-3 


16 pavyzdys. Tarp skaičių 2 ir 162 įrašykite tris skaičius taip, kad šie 
skaičiai kartu su duotaisiais skaičiais sudarytų geometrinę progresiją. 


Sprendimas. Duota: b,=2, b;=162. Pirmiausia surasime pro- 
gresijos vardiklį. Pasinaudoję geometrinės progresijos л -tojo nario 
formule 6„=5,-g""!, gauname: 

b,-b,-q^ arba 162=2-4*, ty. 4* =81; iš čia g= +3. 
Tada b;=b,-g=2-3=6, 5,-5,-4-6-3-18, 

b,=b;-4=18-3=54; arba b,=b,-g=2-(-3)=-6, 

5,-5,-4--6-(-3)-18, 5,-5,-4-18-(-3)--454. 

Atsakymas. 2; 6; 18; 54; 162 arba 2, -6, 18; —54; 162. 


17 pavyzdys. Raskime geometrinés progresijos 12; 6; 3; 


» c 


ml 


aštuonių narių sumą. 
Sprendimas. Šiuo atveju b) =12; 4 -£ -i 
” 2 b, ( -4 9) 
progresijos n narių sumos formule 5, =“ эсэн, gauname: 


. Pritaikę geometrinės 


Atsakymas. S; = 23—. 


18 pavyzdys. Geometrinės progresijos (5„) pirmojo ir trečiojo narių 
suma lygi 15, antrojo ir ketvirtojo narių suma lygi 30. Raskime: 

a) progresijos pirmąjį narį ir vardiklį; 

b) pirmųjų devynių narių sumą. 


Sprendimas. Remdamiesi uždavinio sąlyga, sudarome lygčių sistemą 
b, * b, =15, 
b,+b,=30. 


Kadangi b;=b,-g7, b,-b,:q, b,-b,-q?, tai įstatę šias 


Бу, b, ir b, išraiškas į sistemą, gauname: 


b, b, q2 -15, bil +q?)=15, 
bi -q +b, +q? =30; b, -ql + 22)= 30. 


Iš paskutiniosios sistemos pirmosios lygties išreikškime 1+47. 
Turime: 
15 
1442 ==. 
q b, 
Įstatykime šią 1443? išraišką į antrąją sistemos lygtį. Gauname: 
15 


žr iš čia g=2. 


15 15 ЭР? 
Tada b, = = =3. Taigi b, =3, q=2. 
| +g? 1422 i 
Pasinaudoję geometrinės progresijos pirmųjų n narių sumos formule 


һа"). ieškomoji 
$„= Ээ kai n=9, b, =3, 4-2, gauname, kad ieškomoji suma 
. 9. 
в,-3:22-3 5.612 9-153. 


2-1 
Atsakymas. a) b, =3, 4-2, b) 1533. 


19 pavyzdys. Raskime baigtinės geometrinės progresijos pirmąjį 
narį b, vardiklį q іг narių skaičių л, Каі bg-b,= 216, 
b,-b,=8, 5,-40. 

Sprendimas. Apskaičiuosime b, ir g. Remdamiesi uždavinio sąlyga 


sudarykime lygčių sistemą: 
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den - 216, | :q5 -5,-q? =216, P -43-(@?—1)=216, 


b,-b,-8; b,:q2-b,-8; b, -(g2-1)=8. 
I$ paskutiniosios sistemos pirmosios lygties gauname, kad 
216 
qi-12——À. 
5::4 
Įstatykime šią išraišką į antrąją sistemos lygtį: 
216 ; 216 Ее 
bi; т q =8, q 2.25 iš čia 4-3. 
1 


Tada i lygti 5, 402 -1)-8 įstatę surastąją g reikšmę, gauname: 

b, 62 -1)-8; iš čia b, =1. 
Geometrinės progresijos narių skaičių rasime į formulę 
b, k = ) 

4-1 

įstatę reikšmes 5, = 40, b,=1, 4-3. Gauname: 

1.67 -1) 1 : 

S] =40, 3"-1-80, 3"-81, n=4. 

Taigi geometrinė progresija turi keturis narius. 
Atsakymas. b, =1, 4-3, n=4. 


n 


20 pavyzdys. Seka 8 „) apibrėžta rekurentiškai: 
x, =-2, x,,4,7-03:x,. 


1) Įrodykime, kad ši seka yra geometrinė progresija. 


2) Apskaičiuokime pirmųjų penkių šios geometrinės progresijos narių 


sumą. 
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3) Užrašykime šios sekos 7 -tojo nario formulę. 


Хп+1 


Sprendimas. 1. Jei visi dalmenys 
n 


(n > I) yra lygūs, tai (e) yra 


geometrinė progresija. Iš duotosios lygybės x,,, =—0,3-x„ randame, kad 


Xni 


=-0,3, kai n=1, 2, 3, 4,.... 


n 


Vadinasi, x, yra geometrinė progresija, jos vardiklis q = — 0.3. 


2) Kadangi geometrinés progresijos (к „) pirmasis narys x, =-2, o 


x 
vardiklis q = ы =-0,3, tai jos pirmųjų penkių narių suma 
n 
х, (7-1) 
LANE T E, 
--2-(-03)7-1| -2-(-100243) 200486 | 
Qc үгээ” ooa —2 


3) Pritaike geometrinés progresijos n -tojo nario formule 
x = x qg"! 


ir atsižvelgę į tai, kad хү--2, д = –0,3, gauname: 


п- (-03)" n 10) 
x,7-2-(-03) 1M 772 C03) E 


20 ” 
=з C0» : 
20 n 
Atsakymas. 2) -1,5422, 3) 3 c0» Я 


21 pavyzdys. Raskime mažėjančios geometrinės progresijos (у„) 
pirmąjį narį y, ir penkių jos narių suma 5, , jei 


Sprendimas. Pritaikę geometrinės progresijos bendrojo nario formulę 
gauname: 


»u 1 


1 
—— 4, —=4, =+—, 
TA d 5 : @ : s) 
nging -255) [һз@+4°)=255; rez. 


Kadangi salygoje duota, kad geometrinė progresija yra mažėjanti, tai 


reikšmė q = -i netinka. Į sistemos antrąją lygtį įrašome reikšmę q -3 


їг gauname: 
y, 7255.22 = ago. 
m 3l 
4 ce) 880 33) 48092 480312 p 
VUE 1.3 77117722 777 


Atsakymas. уү-480, $,=930. 


22 pavyzdys. Raskime suma: 
a) 2-2? 42) -2* + ... 219; 


һ)1+х+х?+... +x”. 


Sprendimas. а) Tai geometrinės progresijos, kurios b,=2, о 
232 
q- = =-2 pirmųjų 10 narių suma. Pritaikę geometrinės progresijos 
bi: 2 ia ) 


pirmųjų n narių sumos formulę 5, = 1° 


gauname, Кай 


ieškomoji suma уга 
Í 10 ) 
T NE: (-2) -1 „2 S D єв 


-2-1 


b) Tai geometrinės progresijos, kurios b, =1, o g=x pirmųjų 51 
narių suma. 
Pritaikę geometrinės progresijos pirmųjų п narių sumos formulę 


$ = 
п q- 1 , 
gauname, kad ieškomoji suma yra 
S. = xz] 
3" x-] 


x -1 
Atsakymas. a) —682; b) D 


x- 


23 pavyzdys. Raskime skaičių x, su kuriuo teisinga lygybė: 
а)1+х+х 


2 
LAN py 1)" 11 
»1-25(2) G) +G) “е 


Sprendimas. a) Kairėje duotosios lygybės pusėje yra geometrinės 


progresijos, kurios b,=1, 4-х, b, = x, nariu suma. Pritaike 


ox? 20; 


5,:4-5 
geometrinės progresijos pirmųjų n narių sumos formule S, = за 


їг atsižvelgę į tai, kad 5, — 0, gauname lygtį 


х-1 Š х-1 
Abi lygties puses padauginę iš x—1 0, gauname lygtį x!% —1- 0, 
kurios sprendiniai уга хү--! іг х, =1. Sprendinys х, netinka 
(prisiminkime sąlygą х-1520, x=1). 
Taigi x=-l. 


b) Kairėje duotosios lygybės pusėje yra geometrinės progresijos, 


x 
kurios Ё; =1, 8-р 813) , narių suma. Pritaikę geometrinės 


b„-4-b 


progresijos pirmųjų т narių sumos formulę S, = SX L ir atsižvelgę 
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į tai, kad $,71g gauname 

1 х 1 1 x«l 

O C3 B) а 
1 1 16 

-;35-1 1+5 
x+1 5 ха 
OU 07017. nee 
Taigi х-4. 


Atsakymas. a) х--1, b) х-4. 


24 pavyzdys. Trikampio kraštinių ilgiai sudaro geometrinę progresiją, 
kurios vardiklis lygus V2, trumpiausiosios kraštinės ilgis lygus 2. 

1) Raskime trikampio kraštines. 

2) Įsitikinkime, kad trikampio perimetras lygus 26 +> ) 

3) Raskime didžiausio kampo kosinusa. 

4) Apskaičiuokime šio trikampio plotą. 

Sprendimas. 1) Pagal uždavinio sąlygą ir geometrinės progresijos 
bendrojo nario formulę b, =b,q "| gauname, kad trikampio kraštinių 
ilgiai yra 2, 242, 4. 

2) Trikampio perimetras P=2+ 24244264242 = 26 + 42). 

3) Prieš kraštinę, kurios ilgis lygus 4 yra didžiausias kampas a, 
kurio kosinusą reikia rasti. 


Pritaikę kosinusų teoremą, gauname: 


AC?=AB?+BC?-2-AB-BC - cosa, B 
16-4-8-842 - cosa, 2 
2 c 
84/2 соѕа = -4, 
4 1 42 
0054 = — — = — —— = -——. A C 
82 242 4 4 
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4) Apskaičiuojame sina. reikšmę: 


sina. = V1-cos? a , 


> | ү? | 1 47 44 
sina = I-(-42) ааг ` 
Tada S= 1-2:2/2 294. 7. 


Atsakymas. 1) 2; 242; 4; 3) 5.27 4) 47. 
118. NYKSTAMOJI GEOMETRINÉ PROGRESIJA 


Apibrėžimas. Jeigu geometrinės progresijos l) vardiklis q 
moduliu mažesnis už vienetą, ty. |g|«l, tai geometrinę progresiją 
vadiname nykstamąja. 

1 pavyzdys. Tegu duota atkarpa AB, kurios ilgis lygus 2 vienetams 
(1pav.). Atkarpa АВ tašku B, padalykime pusiau, paskui atkarpą B,B 
tašku В, padalykime taip pat pusiau, paskui atkarpą В„В tašku В; – 
taip pat pusiau ir t.t. 

Tada atkarpų 4B,, B,B,, B,B;, B;B, ir tt. ilgis bus atitinka- 
ыл. Lk 
27 47 8° 
Sie skaičiai sudaro begalinę geometrinę progresija, nes dalijimo 


mai lygus 1; 


procesą galime tęsti kiek norime ilgai. Ši geometrinė progresija yra 


nykstamoji, nes jos vardiklis g -3 yra mažesnis už vienetą skaičius. 


2 
ws 
A В, В› Вз B B 


Sios sekos n -tojo nario formulé yra 5, = Kai n didëja, sekos 
narys b, = = darosi vis mažesnis ir mažesnis; 


b, vis mažiau skiriasi nuo nulio. Taigi sekos 6,) riba lygi nuliui: 
lim 8,-0. 


noo 


Todél ir pati geometrinė progresija (^, ). kai |14|-1, yra vadinama 
nykstamaja. 


2 pavyzdys. Begalinés geometrinés progresijos 
1 1 1 
2: š 


TET 1 
-55 85 732577 уага 5 4 = – —. 


4 
. : 1| I ЭГ Я 
Siuo atveju |q |= musu ty. |q|<1. Taigi ln) yra nykstamoji 


geometrinė progresija. 


3 pavyzdys. Begalinė geometrinė progresija taip pat yra 
2.4 S8. 


3° 9° 277 ж» nykstamoji. 


Šios nykstamosios geometrinės progresijos vardiklis | 4 |= i «1. 


4 pavyzdys. Geometrinė progresija 01; 0,01; 0,001; 0,0001; ... 
taip pat yra nykstamoji (|q |- 01 < I). 


5 pavyzdys. Geometrinės progresijos 8; -1, š: -7 Зээ 

ict 

эр 

Kadangi |q|«1, tai užrašytoji geometrinė progresija уга nykstamoji. 


vardiklio modulis yra iat-|- 


1.6 skyrelyje išmokome apskaičiuoti geometrinės progresijos pirmųjų 
n narių sumą arba, kitaip sakant, baigtinės geometrinės progresijos sumą. 
Kyla klausimas: ar galima sužinoti begalinės mažėjančios geometrinės 
progresijos, t.y. nykstamosios geometrinės progresijos, sumą. 


Pasirodo, kad, nežiūrint į tai, jog nykstamoji geometrinė progresija 
turi be galo daug narių, jos sumą galima rasti. 


Pirmiausia surasime 1 pavyzdyje nagrinėtos nykstamosios geomet- 

L d | 

2 4 8 

l 

Y 

b, 1 ЭР 1) 
q 


-1 


rinés progresijos 1, . sumą. Šios progresijos pirmasis 


narys b, =1, o vardiklis g = —. Pritaikę geometrinės progresijos pirmųjų 


n narių sumos formulę S, = , gauname, kad nykstamosios 


geometrinės progresijos 


l. 1. l, 


l T : 
55545 g? т > Pirmųjų n narių suma 


Kai dėmenų skaičius n neribotai didėja, kiekvienos trupmenos 


reikšmė artėja prie nulio. Todėl skirtumas аЬ 


төл taigi ir 
nagrinėjamos nykstamosios geometrinės progresijos pirmųjų n narių 
suma, artėja prie skaičiaus 2. Skaičius 2 vadinamas nykstamosios 
geometrinės progresijos 

1 I 


„t. b TL. T. 1 
3 pP 3 1660 7 narių suma. 
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Si suma Zymima raide S. 
Е 1 1 I 1 
Taigi $=1+у+т+у+тє+...=2. 


Taip skaičiuoti nykstamosios geometrinės progresijos suma nėra 
patogu. 

Toliau išvesime paprastą formulę, kuria remdamiesi galėsime 
apskaičiuoti bet kurios nykstamosios geometrinės progresijos sumą. 
Nagrinėkime nykstamąją geometrinę progresiją 

bi; 619; 87: 8447: ..., 

kurios vardiklis g moduliu yra mažesnis už vienetą: |q |< 1. 

Pasinaudokime geometrinės progresijos narių sumos formule ir 
užrašykime šios progresijos pirmųjų n narių sumą: 

S,=bi+b,+...+b, = 
b в") biq" –Ь, 61-619" 


b, n 
4-1  q-l 1-9 1- 


b, 
"deg peg ^ 
Šioje išraiškoje, kintant progresijos narių skaičiui п, kinta tik 
daugiklis g". 
Kai |g|<!1, minėto daugiklio 7-tojo laipsnio reikšmė bus tuo 
mažesnė, kuo didesnis л. Taigi narių skaičiui neribotai didėjant 
(n > +), daugiklio g" reikšmė artės prie nulio. Prie nulio tada artės ir 


b 
sandaugos TA reikšmė, o sumos 5, reikšmė kiek norima mažai 


skirsis nuo 


1 цаад aee 1 

1-4 reikšmės, t.y. suma S, artés prie per; 
Аа 

А m 1-4 ` 
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Apibrėžimas. Begalinés nykstamosios geometrinės progresijos lbn) 


b 
suma vadiname skaičių To čia g yra progresijos vardiklis (|q |« I). 


Rašome: 


(1) 


Pateiksime (1) formulės taikymo pavyzdžių. 


6 pavyzdys. Raskime nykstamosios geometrinės progresijos 
12; -4; T ... Suma. 

Sprendimas. Duotosios nykstamosios geometrinés progresijos suma 
skaičiuosime remdamiesi (1) formule. Kadangi šios progresijos pirmasis 


narys 5, =12, o vardiklis ç Pai md tai state šias b) ir g reikšmes 


12 3 
į (1) formulę, gauname: 
_ 12 2 12 E 
1- -3) ёс 
3 3 
Atsakymas. 9. 


7 pavyzdys. Raskime nykstamosios geometrinés progresijos suma, jei 
jos pirmasis narys x, =0,5, o vardiklis q = 02. 

Sprendimas. Pritaikę nykstamosios geometrinės progresijos sumos 
skaičiavimo formulę 


x 


! " 
Sz 1522 gauname: 
05 05 5 

5= 1205 “08-38 = 0,625. 


Atsakymas. 0,625. 


8 pavyzdys. Apskaičiuokime suma 


i 1 1 1 
а) 1+7 + tzt b) атаа 
5 
с) Bex 55+ 


Sprendimas. a) Pastebékime, kad duotosios sumos dėmenys sudaro 
nykstamąją geometrinę progresiją 
Žž 1. 
UP 16 645077 
kurios pirmasis narys b,=1, о vardiklis 4-4. Pritaike 


nykstamosios geometrinės progresijos sumos skaičiavimo formulę 


5= i gauname, kad ieškomoji suma уга 


b)Pastebékime, kad duotosios sumos démenys (nariai) sudaro 
nykstamaja geometrine progresija 


6:-1: — 


kurios pirmasis narys b,=6, о vardiklis 8--6 Pritaike 


b 
nykstamosios geometrinés progresijos sumos formule S = n gauname, 


kad ieškomoji suma yra 


6 6 
T 


1 
(3 
с) Pastebékime, kad duotosios sumos démenys sudaro nykstamaja 
geometrine progresija 


FR 5, н 
Js^ 25 


kurios pirmasis narys b, = 45, o vardiklis q- Z: TE . Pritaike 
nykstamosios geometrinės progresijos sumos NAR: formule 


b 
$ = jm gauname, kad ieškomoji suma уга 


< 5 45 545 
l 4 4 
3o NS 
Atsakymas. ыт 


9 pavyzdys. Raskime skaičių x, tenkinantį lygybę 


a) litat „=167*:25*: 
b) x Vx Vx... 235; 
c) x: Ax Mx Mx io 
Sprendimas. a) Duotosios lygybės kairėje pusėje esančios sumos 
| 


uU ET 
démenys 1, $ 3$ 


.. sudaro nykstamaja geometrinę progresija, 
kurios pirmasis narys b, =1, o vardiklis ёс Pritaike nykstamosios 


b 
geometrinés progresijos sumos formule S — 22 gauname, kad suma 


Т ТИ lygi =L 2 
e ibd үс 
5 
Gauname rodiklinę lygtį 
$ -x x 
4716 -25". 


Sia lygti pertvarkome: 
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5 - ЭР" . Š . OR (sy 
i4) "xy; 32472 дэх, ium 543) . 


Paskutinioji rodiklinė lygtis ekvivalenti lygčiai 1= 2х; iš čia х= 7 
b) Duotąją lygybę pertvarkykime kairėje jos pusėje esančiai sandaugai 
pritaikę laipsnių savybę a" -a" =a""*". 


Gauname: 
1 I 1 1 


х-Ух-У/х-2хох3-х9-22-х 3 


Tada duotoji lygybé atrodys taip: 


1414... 3 
х $59 232 
Šios lygybės kairėje pusėje esančio laipsnio rodiklyje уга 


nykstamosios geometrinės progresijos 1, y r kurios 5, =1, 


2-3 suma. Pritaikę nykstamosios geometrinės progresijos sumos 


b 
formulę S= Тэ gauname, kad 51 suma yra lygi 


Bm 
? 23?, iščia x=3. 


Taigi gauname lygti x 
€) Sprendimas analogiskas kaip ir b) atveju. Turime: 


x: Vx -Yx Mx ....=16, 
1-2. L 
х-х2-х4-х8-..-16, 


: 1 1 1 : ХЯР - 
Kadangi 1+ 5 + 4 - $ +... уга nykstamosios geometrinés progresijos 
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1 


L q L са 5 | 
1; PPP?” kurios 5, =1, 4= 7, suma, tai 
L UENS | 1 
15354767 шингэж Хас: 


Gauname lygtį x?-16, kuri turi du sprendinius x,=-4 ir 
x, = 4. Sąlygą tenkina tik reikšmė x = 4. 


Atsakymas. a) = b) х=3; с) x=4. 


10 pavyzdys. Dešimtainę begalinę periodinę trupmeną parašykime 


paprastąja trupmena: 
а) 0,7), Ы) 0,(13); с) 0,(18); d) 3(12; е) 0,2(54); 
f) 2312); g) 0583); h) 10,(125); i) 0,2(3). 


Sprendimas. a) Duotąją dešimtainę begalinę periodinę trupmena 


galime užrašyti taip: 
(A) 7 7 
0,(7)=0,7777...=-у 5100 + 10007 10000777 


"EN TATE NUM * 
710 10 100 1000 `` J 


Skliaustuose yra nykstamosios geometrinės progresijos, kurios b, =1 


ir 471g: suma. Šiai sumai apskaičiuoti pasinaudosime nykstamosios 


b 
geometrinės progresijos sumos formule 5 = 1с: Gauname: 


T NUS NON DCN URL 
10 100 1000 `” ` 


Tada galutinai gauname: 


7 10 7 
0609-10-95 


b) Duotaja dešimtainę begalinę periodinę trupmena užrašykime kaip 
sumą: 
1 1 3 1 3 
0,03) = 0131313...- 15 * 15 + 1000 * 10000 * 100000 * 1000000 * 


Sudéje narius poromis gauname 

D M ENS 
100 10000 1000000 
Pastebékime, kad 5108 sumos nariai 


1з S 13 
100” 10000” 1000000” 


0,(13)-0,131313...- 


sudaro nykstamaja geometrine progresija, kurios pirmasis narys 
13 ikli 1 itai H бее? 
= 100° ° vardiklis 4-10 Pritaike nykstamosios geometrinés 


progresijos sumos formule S = 


b, 
Tog’ gauname 


13 13 
Bo DK NA - 100 „10 13 
100 10000 1000000 " , 1| 99 99 
100 100 
Taigi 0,013) = 17. 
99” 


18 2 18 i 
10000 1000000 


Šios lygybės dešinėje ies yra užrašyta nykstamosios geometrinės 


1 
108” 4= T00? A 


с) 0.18 - o5 + 


progresijos (b, ), kurios b, = 


Pritaikę nykstamosios geometrinės progresijos sumos formule 


b 
S= ТЭ apskaičiuosime minétaja suma 


formulę 5 = 


pl. юэ И 
100 

2 

Taigi 0,(18)= m 


d) 3,(12) =3 + 0,12 + 0,0012 + 0,000012 +... = 


012 ,,012 ,,4 44 70 
1-001 2*0999^3*33^733^33- 


Šiuo atveju skaičiai 
0,2; 0,0012; 0,000012; ... 


sudarė nykstamaja geometrinę progresiją su b = 012, 9 = 0,01, 
todėl šios progresijos suma 


S=012+0,0012+0,000012+... 


=3+ 


b, 
skaičiavome pasinaudoję formule 5 = Ue 


e) 0,2(54) = 0,2545454 ...= 0,2 + 0,054 + 0,00054 + 0,0000054+... = 


-1+ 0,054 - (1+ 0,01 + 0,0001+ 0,000001 ...). 


Skliaustuose esanti suma 
S=1+001+0017+0,01' +... 

yra nykstamosios geometrinės progresijos 
1; 001; 00175; 0017; ..., 


kurios pirmasis narys b,=1, vardiklis д = 0,01, suma. Pritaike 


b 
Y» apskaičiuokime šią suma: 


1 1 100 


Sz = —— = — 
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Vadinasi, DX 54 100 1, 54 252 14 


1000 99 5 990 990 55. 
Taigi 0,2(54) = — 


f) 23(12) = 23121212.. 


12 1 1 
=23+0,012.(1+0,01+0,0001+...)= De (o таа | 


Nykstamosios geometrinés progresijos, 


suma 


kurios b, = 1, = т 


23 12 1 23 12 


„= > АВЕ 


100 23 12 23 2 763 


“10 71000 | 1  10'1000 99 10 990 10 165 330 
100 
763 
Taigi 2,312) = === 3307 


58 ( 3 3 3 
g) 0,58(3) = 0,583333... - 1o; * [1000 * тодо * i099 * | 


Skliaustuose yra užrašyta nykstamosios geometrinės progresijos, 


3 
1000: ° 7“ 10000 100 10 


raide $, gauname 


kurios Ё = 


0 

58 | 1 _ 175 EA 
100 * 300 

h) 10,(125) =10125125125...= 


125 125 125 


10+ 1000 * 1000000 * 1000000000 


Vadinasi, 0,58(3) = 


304 


„ suma. Šią sumą pažymėję 


=10+——— 125 Nec е > ЗЭВ” 
1000 1000 1000000 ` J) 


Skliaustuose yra nykstamosios geometrinés progresijos 1, 100 


1 


1000000” 7°, o vardiklis q = 


kurios pirmasis narys 5, =1, 


b 
suma. Šią sumą apskaičiuosime remdamiesi formule S = I Gauname: 


s| = 1. ...1 .1000 
LLLI. 999 7 999 ` 
1000 1000 
125 1000 _ 125 10115 
Vadinasi, 10,(125) = 10€ 4000 7999 ^10* 99977999" 
Taigi 10,(125) 20. 
Я 3 3 3 
i) 02(3) = 0,2333... = ту + T00 * 1000 + 10000 * 


ГРО Е ДРИ О ЗР lt С УЕ ЦР A 
710 100 10 * 100 710 ^ i 


Ч J 10 


Nykstamosios geometrinės progresijos, 


2021: pens 
kurios b, =1, q= 10" suma 
2 3 21. 47 
710 *90^ 90 30 
Taigi 02) - 25: 


2 703 1 5; 763. 


1 
Atsakymas. a) y b) 99: c) ip 9 33^ °) ss 09 == 330: (8 T> 


0” 


ai 
1000” 


2: B 


11 pavyzdys. Nykstamosios geometrinės progresijos narių suma lygi 
56, o jų kvadratų suma lygi 448. Raskime šios progresijos pirmąjį narį 
ir vardiklį. 

Sprendimas. Tegu duotosios nykstamosios geometrinės progresijos 
ln) pirmasis narys уга b,, o vardiklis yra q. Kadangi geometrinė 
progresija yra nykstamoji, tai |q |< 1. Pagal uždavinio sąlygą 

b +b,+b;+...+b,+...= 56, 
b? +2 +b3 +...+02 +...= 448. 

Antrosios sumos nariai, t.y. sekos bi. 52: bi. m ... nariai 
taip pat sudaro geometrinę ргоргеѕіја, nes kiekvienas šis sekos narys 
gaunamas iš prieš esančio nario padauginus iš 4 2. 

Geometrinės progresijos bi bi; bi. з. Ве ... vardiklis lygus 42. 
Kadangi |q|< 1, tai ir 0<q2 «1. 

Vadinasi, geometriné progresija bi. bi; bi. sabes ... taip pat yra 
nykstamoji. 


Nykstamosios geometrinės progresijos Бу; b5; b,;,...; Ё,;... 


n 


b 
suma lygi rr o nykstamosios geometrinės progresijos 


205 
bl; bl; bl; ...b2; ... suma lygi ra 
Taigi gauname dviejų lygčių su dviem nežinomaisiais sistemą: 
b 
—=56, 
-4 
2 
1 
= 448. 
1-4? 


Išreiškiame b, 15 sistemos pirmosios lygties: 


b, =56(1-4). 
Įrašę Sia b, išraišką į sistemos antrąją lygtį, gauname 


3136(1- 9)? 
(1-ą)(1+4) 


Tada b, =56(1-4)= 51-4) =14. 


=448, arba 7(1-4)=1+9; iščia а=5. 


Atsakymas. b, =14, 4-2. 


12 pavyzdys. | lygiakraštį trikampį, 
kurio kraštinė lygi a, įbrėžtas kitas 
trikampis taip, kad jo viršūnės yra 
duotojo trikampio vidurio taškai, į šį 
trikampį tuo pačiu būdu įbrėžtas naujas 
trikampis ir t.t. (2 pav.). 

1. Įrodykime, kad duotojo trikampio 
ir įbrėžtųjų trikampių plotų seka yra 
geometrinė progresija. 


2. Raskime gautųjų trikampių plotų sumą. 

Sprendimas. Pastebékime, kad visi įbrėžtiniai trikampiai уга 
lygiakraščiai. Apskaičiuokime duotojo trikampio ir pirmųjų trijų įbrėžtųjų 
trikampių plotus. Pasinaudoję lygiakraščio trikampio ploto formule 


ЕА 
а 
S= 4 ° 
čia a – lygiakraščio trikampio kraštinės ilgis, gauname 
2.5 
а? -v43 
S17 Sa4pc 7—4 — 
2 
a 
S.-S$ EB S AA аз 
2 =S AMNEM MERGE о, 
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a 
Sy =S kde e ҮС? 
а 2 45 
(е вав 
ал Заа = —77 3856 44 ` 
Nesunku pastebėti, kad -tojo įbrėžtinio trikampio plotas bus 
m 
4" 


Taigi gauname tokia trikampiu plotu seka: 
ад. a^45. a?^45. a5 ; a?^43. 


PPP ээ... 


47 427 4 " 44 4" 


na 4" a5. g" 1 


4" 
Gavome, kad su visomis  natüraliosiomis n reikšmėmis 


Sns 


(n=1,2,3,4, ...) santykis $ 


yra vienas іг tas pats skaičius, lygus 1 


n 
Taigi trikampių plotų seka yra geometrinė progresija, kurios vardiklis 
a?43 

4^ 


8-р o pirmasis narys 5, = 


Kadangi а= 11, tai trikampių plotų seka уга nykstamoji 
geometriné progresija. 
b, 


Šios progresijos suma apskaičiuosime pasinaudoję formule S = т 
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a?43 

"er um a?43  a?43 

TA" end 3 2 
Кел 41-3) Atsakymas. S = 2 Уз 


3 
11.9. MIŠRŪS PROGRESIJU UZDAVINIAI 


Šiame skyrelyje išspręsime keletą uždavinių, kuriuose reikia taikyti 
tiek aritmetinės, tiek geometrinės progresijos formules bei savybes. 


1 pavyzdys. Trys duotieji skaičiai, kurių suma lygi 30, sudaro 
aritmetinę progresiją. Jei iš antrojo skaičiaus atimsime 2, o kitus skaičius 
paliksime nepakeitę, tai jie visi trys jau sudarys geometrinę progresiją. 
Raskime duotuosius skaičius. 

Sprendimas. Tegu trys duotieji skaičiai yra a,, a 


, ir a, . Tada seka 


4,; a,; a, —aritmetiné progresija, kurios а, +a, +a, =30. Remiantis 


uždavinio sąlyga, seka a,; a,-2; a, yra geometrinė progresija. 


Uždavinį galime spręsti keliais būdais. 
1 būdas. Pasinaudoję aritmetinės progresijos vidurinio nario savybe, 


a +a, 


2 
Kadangi a,+a,+a,=30, o a,+a,=2a,, tai 2a,+a,=30, 


arba 3a, 230; iš йа а, =10. Taigi a, +a,=2-10= 20. 


gauname, kad a, = ; Iščia a +a, =2а,. 


Kadangi seka а; a,-2; a, yra geometrinė progresija ir 
a,-2=10-2=8, tai, pasinaudoję geometrinės progresijos charakteris- 


tine savybe, gauname: 


еа а, PENES 
а, а,-2 а, 8 
a +a, = 20, 
: : "A a,+a,=20, 
Galime sudaryti lygčių sistemą: 4 g 4; 
SK A а,-а,-64. 
а 


Iš šios sistemos pirmosios lygties išreikškime a, ir jo išraišką 
įstatysime į sistemos antrąją lygtį. Gauname lygtį (20-a,)-a „=64, arba 
a? -20a,+64=0, kurios sprendiniai yra a, =4 ir a, =16. 

Kai а, =4 gauname aritmetinę progresiją a,; 10, 4. Kadangi 
a,+10+4=30, iš šios lygybės randame, kad a,=16. Patikrinę 
įsitikiname, kad seka 16; 8; 4 yra geometrinė progresija, kurios 

"ES 1 

1 =—. 
vardiklis q 2 

Kai a, =16 gauname aritmetinę progresija а,, 10; 16. Kadangi 
a,+10+16=30, tai iš šios lygybės randame, kad а,-4. Patikrinę 
įsitikiname, kad seka 4; 8; 16 yra geometrinė progresija, kurios 
vardiklis 4-2. 

Taigi uždavinio sąlygą tenkina dvi aritmetinės progresijos: 4; 10; 
16 ir 16; 10; 4. 

2 būdas. Remdamiesi uždavinio sąlyga galime sudaryti lygčių sistemą 

a,+a,+a,=30, 
a,-2 a, 
a,-2' 


а, 


Kadangi a,-a,*d, a,=a,+2d (d -aritmetinės progresijos 


a; 4,; a, Skirtumas), tai sistemos pirmoji lygtis yra tokia: 


а, +а, +а+а * 2d - 30, афа 3a,+3d=30; iščia 4-10-а,. 
Iš sistemos antrosios lygties gauname: 
a,*d-2 a, +2d 
a, а, +d-2 ` 
| šią lygybę istatome reikšmę d =10—a,. Gauname: 
а,410-а,-2 a,+2(10-a,) 


a, "a, +10-a,-27 a, 8 


64 - 20a, - a? Я а? -20а,-64-0. 

Gautoji kvadratinė lygtis turi du sprendinius а =4 ir a,=16. 

Kai a,=4, tai d=10-a,=10-4=6. 

Kai a, 216, tai d=10-a,=10-16=-6. 

Taigi gauname dvi aritmetines progresijas 4; 10; 16 ir 16; 10; 4. 

Atsakymas. 4; 10; 16 ir 16; 10; 4. 

2 pavyzdys. Trys duotieji skaičiai, kurių suma lygi 30, sudaro 
didėjančią aritmetinę progresiją. Jei iš pirmojo skaičiaus atimsime penkis, 
iš antrojo — keturis, o trečiąjį skaičių paliksime nepakeitę, tai jie visi trys 
jau sudarys geometrinę progresiją. Raskime duotuosius skaičius. 

Sprendimas. Sakykime, kad duotieji skaičiai уга a}, ад, ay. Pagal 
uždavinio sąlygą jei sudaro aritmetinę progresiją. Tada šie skaičiai yra 
a, a, *d, a, +24. Kadangi jų suma lygi 30, tai galime užrašyti lygybę 

a,+a,+d+a,+2d=30, arba 
3a,+3d=30, афа a,+d=10; iš a, -10-d. 

Pagal uždavinio sąlygą skaičiai a,-5, a,+4-4, a,+2d sudaro 

geometrinę progresiją, todėl 
“LT на а) s ha. 


| Яа lygybę vietoje a, įrašome jo išraišką a, = 10— d ir gauname lygtį 
(10-4+4-4)?=(10-4-5)(10-d+2d), arba 36=(5-d)(10+ d). 

Šią lygtį pertvarkę, gauname kvadratinę lygtį d? +54-14=0, 
kurios sprendiniai yra d, =-7 ir d, =2. 

Kadangi uždavinio sąlygoje pasakyta, kad aritmetinė progresija yra 
didėjanti, tai reikšmė d,=-7 netinka. Taigi aritmetinės progresijos 
skirtumas 4-2. Iš lygybės a,=10-d randame, kad a,=10-2=8. 
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Tada antrasis ieškomasis skaičius уга a,+d4=8+2=10, о trečiasis- 
a,+2d=8+2-2=12. Taigi ieškomieji skaičiai yra 8, 10, 12. 

Atsakymas. 8, 10, 12. 

3 pavyzdys. Trys duotieji skaičiai, kurių suma lygi 15, sudaro 
aritmetinę progresiją. Jei prie šių skaičių atitinkamai iš eilės pridėsime 
skaičius 1; 4 ir 19, tai gautieji skaičiai sudarys geometrinę progresija. 
Raskime duotuosius skaičius. 

Sprendimas. Tegu duotieji skaičiai yra a,; a, ir as. Pagal 
uždavinio sąlygą a, +a, +a, =15. 


Remiantis aritmetinės progresijos apibrėžimu, galime užrašyti tokią lygybę 
4а,-ар-а,-а,, arba 2a,-a,*a,. (1) 


Iš lygybės a, +a, +аз =15 gauname, kad a, +a, =15-а,. 

[rase šią išraišką į (1) lygybę vietoje a, +a}, gauname lygybę 

2а,-15-а,, arba 3a,=15; iš čia а, =5. Vadinasi, a,+d=5; 
iš čia a, -5- d. Kadangi a, =а +24, tai a,=5-d+2d=5+d. 

Remiantis uždavinio sąlyga, skaičiai b,=a,+1, 9,-4а,44 ir 
Ьу =аз; +19 sudaro geometrinę progresiją. 


Kadangi a,=5-d, а, =5 ir a4 =5+d, tai 


b,=a,+1=5-d+1=6-4, (2) 

b,-a,*4-544-9, Q) 

b, =a; +19=5+d+19=24+d. (4) 
Pasinaudoję geometrinės progresijos apibrėžimu, gauname, kad 

8, 5, 


2. . 
5 E arba b5-b, b, 


Į paskutiniąją lygybę įrašę b,, b, ir b, reikšmes iš (2), (3) ir (4) 
lygybių, gauname lygtį (6-4)(4-4)-92, arba 42-184-63-0. 
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Ši kvadratinė lygtis ( d — nežinomasis) turi du sprendinius d 173 ir 
d,=-2l. Tadaa,=5-d,=5-3=2 афа a,=5-d,=5-(-21)= 26. 
Kadangi a; =5, о a;=5+d, =5+3=8, arba 
a;=5+d,=5+(-21)=-16, tai gauname, kad ieškomieji 
skaičiai yra 2; 5; 8 arba 26; 5; -16. 
Atsakymas. 2; 5; 8 arba 26; 5; -16. 
4 pavyzdys. Trys duotieji skaičiai, kurių suma lygi 26, sudaro 
geometrinę progresiją. Jei prie šių skaičių atitinkamai iš eilės pridėsime 1; 
6 ir 3, tai gautieji skaičiai sudarys aritmetinę progresija. Raskime 
duotuosius skaičius. 
Sprendimas. Tegu duotieji skaičiai yra Бү, b, ir b,. Kadangi užda- 
vinio sąlygoje pasakyta, kad šie skaičiai sudaro geometrinę progresiją, tai 
b,-b,q, b, - b,q?, beto, 
b, +b, +6, 226, ty. bi+ bq +biq2 = 26. 
Skaičiai b,+1, 9,446, bg 2 +3 sudaro aritmetinę progresiją, 
todėl b, q-6- (5, +1)= (6,47 +3)- (6,g+6), arba 
b, «1b, 0? «3-205, q +6). 
2 b, b qb g? - 26, 
Sudarome lygčių sistema 5 
b, «1b q? 437 2(5,46). 


Išsprendę šią sistema randame, kad b,=2, 9Ф-3 arba b,=18, 
8-р Vadinasi, ieškomieji skaičiai yra 2, 6, 18 arba 18; 6, 2. 


Atsakymas. 2; 6, 18 arba 18, 6, 2. 


II DALIS. FUNKCIJOS IR JU GRAFIKAI 
1 SKYRIUS. FUNKCIJOS SAVOKA IR SAVYBÉS 


1.1. FUNKCIJOS APIBRÉZIMAS. FUNKCIJOS 
APIBRĖŽIMO IR REIKŠMIŲ SRITIS 


Jeigu pagal tam tikrą dėsnį kiekvieną kintamojo x reikšmę, paimtą iš 
jo kitimo srities, atitinka viena apibrėžta kintamojo y reikšmė, tai 
kintamasis y vadinamas kintamojo x funkcija. 

Pirmąjį kintamąjį vadinsime funkcijos nepriklausomu kintamuoju 
(arba argumentu), o antrąjį — priklausomu kintamuoju. 

Jeigu x yra funkcijos nepriklausomas kintamasis, о y — priklau- 
somas kintamasis, tai rašome y= f(x). Raidė / yra tarsi priskyrimo 
taisyklės vardas. Dažnai patogu sakyti trumpiau: y yra kintamojo x 
funkcija. 

Aibę tų reikšmių, kurias gali įgyti nepriklausomas kintamasis, 
vadiname funkcijos apibrėžimo sritimi. Funkcijos /(x) apibrėžimo 
sritis žymima D, arba D(f). 

Aibę tų reikšmių, kurias įgyja priklausomas kintamasis, vadiname 
funkcijos reikšmių sritimi. Funkcijos f(x) reikšmių sritis žymima E, 


arba E(f). 
1 pavyzdys. Raskime funkcijų apibrėžimo sritį: 
a) f(x) 2x-3, с) /()-2 42x- x! , 


b) f()-—. 9) f()- T eis. 
e) /(х)- = 3 -48-2х-х", 

x —2x— 

У1-х l. 
f) ТОО ис) S 


в) (9-257; 


1 7-х? 
m /09-11 o: 

1 
p fo)23*; 

1 

k =————; l "pE : 
) /(х) J2hl-3 ' ) JG) 7 2х}; 
т) f(x) -log (x? -9); n) f/(x)-log ,,, (x2); 
о) f(x) tg2x; 


r) f(x) = arcsin(x - 2); 


i /09--5,: 
T 


р) /(х) = ctg3x; 
s) /(х)- arccos(x? - 2x). 


Sprendimas. a) Funkcijos /(х)-2х-3 apibrėžimo sritis уга visa 
realiųjų skaičių aibė, t.y. D(/)=(-0; +). 


b) Funkcijos f (x) = х apibrėžimo sritis yra visa realiųjų skaičių 
aibė, išskyrus tuos taškus, kuriais funkcijos vardiklis lygus nuliui, t.y. 
x*-1=0, kai x=+1. Vadinasi, taškuose x--1 ir x=1 funkcija 
f(x) yra neapibrėžta. 

Taigi funkcijos /(x) apibrėžimo sritis 


D(Ų)=(-»;-DU(-1; )0(1; +оо). 


c) Funkcijos /(х) = ү2х- х? apibrėžimo sritis уга nelygybės 
2x- x! > 0 sprendinių aibė, ty. хє [0; 2]. Vadinasi, D() - [0; 2]. 


d)Funkcijs f(x)- S +/x+5 apibrėžimo sritis yra nelygybiu 
-х 
: 1-х»0, ЗЭЭР . 
sistemos a 5>0 sprendinių aibė, t.y. x e[-5; 1). 


Vadinasi, D(/)=[-5; I). 


Jus -48-2х-х2 apibrėžimo sritis 
x -2х-3 


e) Funkcijos /(х) = 
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D(f) уга nelygybių sistemos 
x2-2x-3>0 
8+2x-x?20 


Išspręskime šią nelygybiu sistemą. Sistemos nelygybės spręskime 
intervalų metodu: 


x?-2x-3»0, 


* sprendinių aibė. 


8+2x-x220, | -(-1) 
(x *1)(x-3)» 0, x2-2x-8«0, 
(x+2)(x-4)<0, 


NV Түй 


-l 3 x -2 4 x 
x€(-o;-1)u (3; +оо). xe[-2;4]. 

Šių nelygybių bendri sprendiniai уга x e[-2; -1) (3; 4]. Vadinasi, 
nelygybiu sistemos sprendinių aibė yra intervalų [-2;-1) ir (3;4] 
sąjunga. Taigi funkcijos f(x) apibrėžimo sritis yra 

D(f)-[-2; -1)0(3;4]. 


5 47-х 1 А Ç es 
f) Funkcijos (EG 1-3 apibrėžimo sritis D(f) yra 
7-x20, х<7, 
: х-2»0, х»2, ЗЭСЭЭР 
sistemos lg(x-2)20, ty. n 3. sprendinių aibė. 
х-5 #0, x*5 


Paskutiniosios sistemos sprendiniai уга xe (2; 3) (3; 5) u(5; 7 ]. 
Taigi funkcijos f(x) apibrėžimo sritis yra 
D(f)2 Q:3)0:5)u(5:7]. 


g) Funkcijos f(x) = 2 Y> 73 apibrėžimo sritis yra nelygybės x? —3 > 0 


sprendinių aibė, t.y. intervalų (-ө:-43 1 ir [5 ; +) sajunga. 
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Vadinasi, funkcijos f(x) = 20-3 apibrėžimo sritis yra 
D(f) =(-0;- 43 ]u[ v3; +). 
1 7-х? 
h) Funkcijos f(x) = (3) apibrėžimo sritis yra nelygybės 


7-х2 >20 sprendinių aibė. Išsprendę šią nelygybę randame, kad 
xe[-47; V7]. Vadinasi, funkcijos f(x) apibrėžimo sritis yra 
D(f)-[-47; 7]. 


i) Kadangi trupmenos 


v vardiklis néra lygus nuliui su jokia 
argumento x reikšme, tai funkcijos so- apibrėžimo sritis yra visa 
gs 


realiųjų skaičių aibė, ty. D(f)=(-0; +e). 


1 
j) Funkcijos /(x)=3* apibrėžimo sritis yra visa realiųjų skaičių 


aibė, išskyrus tą tašką, kuriame trupmenos 1 vardiklis lygus nuliui, t.y. 
x=0. Vadinasi, funkcijos f(x) apibrėžimo sritis yra 
D(f)=(-2;0)U(0; +). 


k) Funkcijos /(х) = БЫЗ apibrėžimo sritis yra nelygybės 
E 
2|x|-3» 0 sprendinių aibė. Šią nelygybę pertvarkykime: 


21х|-3»0, 2|x|»3, Isl» Ž. 


Nelygybės БЕ sprendiniu aibé уга dvieju nelygybiu x<-Ž; 


x> > sprendinių aibių sąjunga. Taigi nelygybės |x|> 3 sprendiniu aibé 


yra intervalu (-:-3) ir [3: +=) sajunga. 


Vadinasi, funkcijos f(x) apibrėžimo sritis yra intervalų (-=: - 3) 
213. : 
ir ion sajunga, t.y. 


p()=[-=:-3)o[3: +=). 


I) Funkcijos f(x) = 47-|2х| apibrėžimo sritis yra nelygybės 
7-|2x|2 0 sprendinių aibė. 
Išspręskime šią nelygybę: 
7-|2x|20, -|2x|2-7, |2x|<7, |х|53,5, -3,55х53,5. 
Matome, kad nelygybės 7-|2x|2 0 sprendinių aibė yra intervalas 
1-3,5:3,51. 
Vadinasi, funkcijos f(x) apibréZimo sritis yra 
р(7) = [-3,5; 3,5]. 


m) Funkcijos /(х) = 102, (e - 9) apibrėžimo sritis yra nelygybės 


x2-9>0 sprendinių aibė. Šią nelygybę galime spręsti intervalų metodu: 
(x-3)(x+3)>0 


— — + 
_ 3 x 
xe(-0;-3)U(3; +0). 
Taigi funkcijos f(x) apibrėžimo sritis уга 
D(f)=(-»; —3)\ә(3; +). 


п) Funkcijos f(x)- log, ,(x-2) apibrėžimo sritis D(f) yra sistemos 


х+2>0, х>-2, 
х-3»0, ty.sistemos 4x»3,  sprendiniu aibé. 
x-321, x+4 


Šios sistemos sprendinių aibė yra intervalų (3;4) ir (4;+00) 
sąjunga. Tai funkcijos /(x) apibrėžimo sritis yra 
D(f)- G:4)u(4; +). 


о) Funkcijos /(х) = tg2x apibrėžimo sritis D(f) yra sistemos 


sa n 
x t.y. sistemos лол 
2x* nk, kez, ft. ke Z 


sprendiniu aibé. 


Taigi DG) =| хх R, xe RE kez]. 


p) Funkcijos f(x)=ctg3x apibrėžimo sritis D(f) yra sistemos 


eR . xeR, 
еМ Ке, t.y. sistemos pom, keZ 
sprendinių aibė. 
Taigi D(/)=|x]xe R. xe, kez}, 


r) Funkcijos  f(x)-arcsin(x-2) apibrėžimo sritis D(f) yra 
nelygybės |x-2|<1, arba dvigubos nelygybės -1<x-2<1 sprendinių 
aibė. Šią dvigubą nelygybę galima pakeisti jai ekvivalenčia nelygybių 


-0* Мб: ra : 
sistema x e 5 5, Šios sistemos sprendinių aibė yra intervalas 11:31. 


Taigi D(f) -[1;3]. 
s) Funkcijos /(х) = arccos(x? - 2x) apibrėžimo sritis D(/) yra 
nelygybės | х?- 2x| <l, ty. dvigubos nelygybės -1<x 2-2х«1 


sprendinių aibė. Ši dviguba nelygybė ekvivalenti nelygybių sistemai 


x? -2x2-1, x?-2x4120, 
2 агра j 
x^-2x«xl, x“-2x-1<0. 
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Paskutiniosios nelygybių sistemos sprendinių aibė yra intervalas 


[1-V2;1+42 ]. 
Vadinasi, D(f) -[ 1- 2; 1« 42]. 
Atsakymas. 


а) D(f)2(-9;*o); b) Р(/)-(-о:-1)54(-1:1)52(1:4-0): 
c) D(f)-[0;2]; d) Р(/)-1-5:1):0) D(/)=[-2;-1)U(3;4]; 
9 0(7)=(2;3)0(3;5)0(5;7]; 8) 0(/)-(-о0:-43 | | 3; +); 


b) 207-1-47:47|, 0 DU)=(-0;+0); 


p D()-2(-9;0)u(0;-o); К) D()-(-e:- $)»($: 


2 
I) Р(/)-1-3,5:3,5|, m) О(/)=(-®;-3)(3; +e); 
п) D(/)=(3;4)U(4; +оо); 


0) о0/)-| |хєв, хех 3k, kez |: 


p) D(/)=|x |xe R, xe, kez}; r) D(f)=[1; 3]; 


s D(f)-[1- 42; 1+ 2 | 


2 pavyzdys. Raskime funkciju reikšmiu sritis: 
а) f(x) 2 7x43, b) f(x)» Jx-1; 


с) f(x) = x? «2x; d) /(x) » -x? «4x; 


€) f()- 17; 


x+ 


0 /(х)= 


2x ` 
5 
“+ 


x^. 


9 f()- 5 b) /(х)= Vx? -2x45; 


i) f(x) = 2x-x? ; 


p /(х)-3557, 
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2 1 


00-07: FO 
n) Fea; 
p /(х)=2!*Г!; 


9 /0)- ” ; 


t) f(x) = агсѕіп2х; 


s) /(х) -te(1-x?); 
v) f(x)» Žarosinz; 


z) /(x)= 2агссоѕх; 9) у(х) = 4агсірх. 


Sprendimas. a) Funkcija /(х) = 7х+3 gali įgyti reikšmes visoje 


realiųjų skaičių aibėje, t.y. 
Е(/)= C; +). 


b) Funkcija /(х) = Ух 1 gali įgyti tik neneigiamas reikšmes, todėl 


reikšmių sritis E( f) = [0 ; +0). 


c) Funkcijos /(x)=xŽ+2x reikšmių srities galima ieškoti keliais 


būdais. 


1 būdas (grafinis). Nubraižykime funkcijos /(х) = х2 +2x grafiko 
eskizą. Parabolės šakos nukreiptos aukštyn. Svarbiausia teisingai surasti 


šios funkcijos grafiko viršūnės taško koordinates хү ir yo: 


b. 


хо=-=—; 
9 2a 


kadangi mūsų atveju a =1, o 8-2, tai хо= 5272-1 
Уо = (хо) = х5 *2xo 2 (70? +2-(-1)=1-2=-1. 


Funkcijos /(х) = x? +2х grafiko eskizas pavaizduotas 1 paveiksle. 


Iš grafiko matyti, kad funkcijos 
f(x)=x?+2x mažiausia reikšmė 
lygi -1. 

Vadinasi, funkcijos f(x) reikšmių 
sritis yra E( f) 2 [-1; +e). 

2 būdas. Pažymėkime: 1 pav. 

xŽ+2x=a. 


f(x)=x?+2x 


Gauname kvadratinę lygtį x?+2x-a=0; čia a — parametras. 
Nustatysime, su kuriomis a reikšmėmis ši kvadratinė lygtis turi 
sprendinių. Surastos a reikšmės ir sudarys funkcijos f(x) reikšmių sritį. 
Kvadratinė lygtis x?+2x-a=0 turi sprendinių, kai jos diskriminantas 
neneigiamas. Gauname: 
р-22-4-14(-а)-444а, 
D20, Ка 4+4a 20; iščia az -l. 


Taigi funkcijos /(х) = х2 +2х reikšmių sritis yra intervalas 
[-1; +e), ty. E(x)=[-1; +). 

d) Šiuo atveju duotosios kvadratinės funkcijos reikšmių sritį, taip pat 
kaip ir c) atveju nagrinėtos kvadratinės funkcijos, galime surasti keliais 
būdais. 

1 būdas (grafinis). Funkcijos /(x)=—x2+4x grafikas уга 
parabolė, kurios šakos nukreiptos žemyn. Parabolės viršūnės koordinates 
xg ir yg randame taip: 

—` x =z- 4 = 
247 9  2(-0) 
Уо = /(х)=—-ху+4-х =-22+4:2=4. 


хо=- 


2, 


Funkcijos /(х)--х2-4х grafikas pavaizduotas 2 paveiksle. 


Iš grafiko matome, kad didžiausioji 
funkcijos /(х)--х244х reikšmė ly- 
gi 4. Vadinasi, funkcijos f(x) reikšmių 
sritis уга intervalas (—©;4], ty. 


Е(/)-(-в:4|, 


2 būdas. Tarkime, kad – х2 4x =a. 2 pav. 
Išsiaiškinsime, su kuriomis a reikšmėmis ši kvadratinė lygtis turi 
sprendinių. Surastos a reikšmės ir sudarys funkcijos /(x) reikšmių sritį. 


Lygti -xŽ+4x=a perrašome taip: 
-x?44x-a-0, arba х?-4х+а=0, čia a — parametras. 


Kvadratiné lygtis turi sprendiniu, kai jos diskriminantas neneigiamas 
(D > 0). Randame minėtos kvadratinės lygties diskriminantą: 


р-(-4) -44-а-16-4а. 

Išsprendę nelygybę 16-4а2:0, randame, kad a x 4. 

Vadinasi, funkcijos f(x) = —x? +4x reikšmių sritis yra intervalas 
(-; 4], ty. E(f)= (<; 4]. 


e)lbüdas. Pazymékime pe Rasime visas parametro 


a reikšmes, su kuriomis lygtis Apa turi sprendinių. Surastos a 
reikšmės ir sudarys funkcijos f(x) reikšmių sritį. Nagrinésime gautą 
lygtį, kai xe D( f); čia D(f) - funkcijos f(x) apibrėžimo sritis. 


1-а 
Gauname: x = —. 
a 


Matome, kad lygtis — =a turi sprendinį, kai 


ae(-0;0)U(0; +e). 


313 


Taigi duotosios funkcijos reikšmių sritis yra intervalų (-со,0) ir 
(0; +оо) sąjunga, ty. E(f)=(-0;0)U(0; +e). 
2 būdas. Funkcijos /(x)= ES reikšmių srities galėjome ieškoti ir 


kitaip. Tegu duotoji funkcija yra y=— Rasime šios funkcijos 


atvirkštinę funkciją. Iš lygybės »- išreikškime kintamąjį x 
kintamuoju y. 


Gauname: у(х-1)-1, ух+у=1, ух=1- у, xe, 


Šioje lygybéje sukeitę kintamuosius x ir y vietomis, gauname 


funkciją у= L 


Vadinasi, duotosios funkcijos f (x) = = atvirkštinė funkcija yra 


g(x)= L. 

Žinome, kad duotosios funkcijos f(x) ir jai atvirkštinės funkcijos 
g(x) apibrėžimo ir reikšmių sritys yra sukeistos vietomis. 

Vadinasi, ieškomoji funkcijos /(x) reikšmių sritis yra tokia pati, 
kaip funkcijos g(x) apibrėžimo sritis. Funkcijos g(x) apibrėžimo sritį 
sudaro visi realieji skaičiai, išskyrus reikšmę x= 0. Taigi 

D(g)=(-0;0)U(0; +e). 
Vadinasi, E(f)=(-0;0)U(0; +оо). 
3 būdas. Duotosios funkcijos reikšmių srities galime ieškoti grafiniu 


būdu. 


Braižome funkcijos »- grafiką. Funkcijos y=} grafiko vi- 
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sus taškus pastumiame Ox ašies kryp- 
timi į kairę per 1 vienetą ir gauname 


funkcijos »- grafiką. Matome, 


kad funkcijos у= reikšmių sritis 


yra E, =(-%; 0)‹2(0; +e). 

3 pav. 
2x 

x?41 

Nustatysime, su kuriomis a reikšmėmis gauta lygtis turi sprendinių. 


Surastos a reikšmės ir sudarys funkcijos f(x) reikšmių sritį, kai 
xe D(f), čia D(f) - funkcijos f(x) apibrėžimo sritis. 


f) 1 būdas. Tarkime, kad ша. 


Lygti pertvarkome: 2х=а(х? +1), 2x-ax?*a, 
ах? -2х+а=0; Čia a — parametras. 
Kai a=0, tai -2x=0, х-0. 
Vadinasi, kai a = 0 lygtis ax? -2x+a=0 turi vienintelį sprendinį. 


Kai a+0, tai lygtis ах? -2х+а уга kvadratinė, o jos sprendinių 
skaičius priklauso nuo diskriminanto ženklo. 


Ši lygtis turi sprendinių, kai diskriminantas yra neneigiamas. 
Gauname: 


D - (-2)? - 4:a-a 2 4-4a? ; 
D20, 4-4a?20, -4a? 2-4, a? «1, -1<а<1. 
Vadinasi, duotosios funkcijos f(x) reikšmiu sritis уга intervalas 


[-51] ty. Е(/)=[-1;1]. 


2 būdas. Randame duotosios funkcijos f (x) = 


2x 
5 ekstremumus: 
x +1 


min max 
-1 1 x 


f'(2)«0, /'(0)>0, /'(-2)«0. 
f (7-1) = -1 (minimumas), /(1)-1 (maksimumas). 
Vadinasi, E, -[-1:1]. 


х-1 
x-2 

Išsiaiškinsime, su kuriomis a reikšmėmis gauta lygtis turi sprendinių. 
Surastos a reikšmės ir sudarys funkcijos f(x) reikšmių sritį, kai 


xe D(f), čia D(f) - funkcijos f(x) apibrėžimo sritis. 


Sprendžiame gautą lygtį. 
3-1 =a, x-l=a(x-2), x-l=ax-2a, х-ах-1-2а, 
1- 2а 
х(1-а)=1- 2а; iš йа х= ӨР” 
Matome, kad lygtis EE =a turi vienintelį sprendinį, kai 


x 
a€(-9;1)u(l; +оо). 


Vadinasi, funkcijos f(x) reikšmių sritis yra intervalų (-со,1) ir 
(1; +0) sąjunga, ty. E(f)=(-0;1)U(l; +e). 

2 būdas. Remsimės tokia duotosios funkcijos f(x) ir jai atvirkštinės 
funkcijos g(x) savybe: funkcijos f(x) reikšmių sritis yra tokia pati, 
kaip funkcijos g(x) apibrėžimo sritis. Taigi belieka rasti duotajai 


funkcijai /(х) = — atvirkštinę funkciją g(x) ir nustatyti funkcijos 
g(x) apibrėžimo sritį. 


Tegu duotoji funkcija yra у = — i 


15 5108 lygybës išreikškime kintamaji x kintamuoju y: 
у(х-2)=х-1, yx-2y=x-l, yx-x=2y-l, х(у-1)=2у-1, 


|. 2y-1 
im 
Gautoje lygybéje sukeitę kintamuosius x ir y vietomis, gauname 
2x-1 


tokią lygybę y= ке 


Vadinasi, funkcijos f(x) = M atvirkštinė funkcija yra 


2x-1 
g(x) x х-1 
Kadangi funkcijos g(x) apibrėžimo sritis уга 
D(g)=(-»;:DU(l; +e), 
tai funkcijos /(x) reikšmių sritis yra tokia pati, kaip funkcijos g(x) 


apibrėžimo sritis, t.y. 


E(f)- О(в)=(—‹®;1) (1; +e). 


h) Pažymėkime 4x?-2x45-a, а>0. Abi lygybės puses 
pakeliame kvadratu ir gauname kvadratinę lygtį 


x?-2x45-a? - 0. 
Nustatysime, su kuriomis a reikšmėmis ši lygtis turi sprendinių. 
Surastos a reikšmės ir sudarys funkcijos f(x) reikšmių sritį. 


Kvadratinė lygtis х2-2х+5-а?=0 turi sprendinių, kai jos 
diskriminantas neneigiamas. Gauname: 
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D z4-4(5-a?)- 4a? -16- 4(a? - 4). 


D20, kai 4(4? -4)20, ty. a?-420, (a-2)(a+2)20, 


ae(-o;-2]u[2; +). 

Kadangi a2 0, tai a e [2; +). Taigi funkcijos 
/(х)= Jx2-2x+5 

reikšmių sritis уга E( f) = [2; +). 


i) Pažymėkime: 


J2x-x? =a, kur a2 0. 


Pakeliame abi gautosios lygties puses kvadratu ir gauname kvadratine lygti 
2x- x? -a? - 0. 
Nustatysime, su kuriomis a reikšmėmis ši kvadratinė lygtis turi 
sprendinių. Surastos a reikšmės sudarys funkcijos f(x) reikšmių sritį. 
Kvadratinė lygtis xŽ-2x+a7=0 turi sprendinių, kai jos 
diskriminantas neneigiamas. Gauname: 
D-4-4a?, 4-4а?>0, -1<a<l. 
Kadangi a20, tai 0<а<1. 
Taigi funkcijos 
f(x)=/2x-x7 reikšmių sritis yra E(/)=[0; 1] 
j) Duotosios funkcijos reikšmių srities galima ieškoti keliais būdais. 


1 būdas. Nusibraižome duotosios funkcijos grafiko eskizą. Funkcijos 
f(x)- 31? apibrėžimo sritis yra D(f )=(-%; +оо). 
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Funkcija f(x) yra lyginė. Taške x=0 funkcija f(x) igyja 
didžiausią reikšmę, lygią 3. 
Išsiaiškiname duotosios funkcijos elgesį, kai x > -œ ir х > +оо; 
: 22 
kai x —^—o, tai 3 0; 
4 ‚ д1-х? 
kai x — +оо, tai 3 — 0. 
Randame keleta funkcijos f(x) reikšmiu: 
чая 24 
(9-1, /Q)755. f(72)23. 
Iš funkcijos f(x) grafiko (4 pav.) 
matome, kad funkcijos /(x) reikšmių 
sritis yra intervalas (0;3], t.y. 
E(f) - (0; 3]. 


2 būdas. Surandame funkcijos g(x)= 1- x? reikšmių sritį. 

Pažymime: 1—x? =a. Gauname lygtį x? =1-а. 

Rasime visas a reikšmes, su kuriomis ši lygtis turi sprendinių. 
Surastos a reikšmės ir sudarys funkcijos g(x) reikšmių sritį. Matome, 
kad lygtis 

x? -1-a turi sprendinių, kai 1-a 20, ty. ає(-со:1|. 

Vadinasi, funkcijos g(x) reikšmių sritis yra intervalas (— o; I]. 

Funkcijos /(a)=3“ reikšmė taške a=1 lygi 3. 

Ištiriame funkcijos /(а) = 3“ elgesį, kai а — – о: 


kai a — – оо, tai 3° — 0. 


Tada funkcijos /(х)- 31-10 reikšmių sritis yra E(/)=(0;3]. 


3 büdas. Randame funkcijos f (х) 31-57 ekstremuma: 
f(x) 237 -1n3-(-2x). 
7 (х)-0, Каі x=0. 
7(-1)»0, /f'(1)«0, X pem > 
/(0)=3 (maksimumas). 

Kadangi /(х)20, kai xe D,, tai Е, =[0;3]. 


k) Duotosios funkcijos reikšmių srities galime ieškoti keliais būdais. 


1 būdas. Nusibraižome duotosios funkcijos grafiko eskizą. Funkcijos 


lex? 


f(x) (5) apibrėžimo sritis yra D( f) = (—95; +оо). 
Funkcija f(x) yra lyginė. TaSke х-0 funkcija įgyja didžiausią 
reikšmę, lygią 5 


Išsiaiškinsime duotosios funkcijos f(x) elgesį, 


kai х ә -œ ir x — +оо: 


1 l+x 
kai x — —oo, tai 6) — 0; 


l 1+х 
kai x — +оо, tai (5) -»0. 


Randame keleta funkcijos f(x) reikšmiu: 
"T M =L 
IDy Oz /(22)=ç- 
Iš funkcijos f(x) grafiko (5 pav.) matome, kad funkcijos f(x) 


reikšmių sritis yra intervalas (o: 2 „ty. Е(/)- (o: 1) ! 


2 būdas. Surandame funkcijos g(x) = 1-- x? reikšmių sritį. 
Pažymime 14x? = a. Gauname lygtį 
x? =а-1. 
Rasime visas a reikšmes, su kuriomis ši lygtis turi sprendinių. 


Surastos a reikšmės ir sudarys funkcijos g(x) reikšmių sritį. Matome, 
kad lygtis х2 =а-1 turi sprendinių, kai a-120, ty. a € [1; +). 


Vadinasi, funkcijos g(x) reikšmių sritis yra intervalas [1; +оо). 


Funkcijos го) -(3) reikšmė taške а =1 lygi > 


a 
Ištiriame funkcijos f (a) = (5) elgesį, kai a — +0: 


a 
kai a «o, tai 6) -»0. 


lex? 
Tada funkcijos /(x)= (+) reikšmių sritis уга E(/)= (б; i 
4) Duotosios funkcijos reikšmiu srities galime ieškoti keliais büdais. 
1 büdas. NusibraiZome duotosios funkcijos grafiko eskiza. 
1 
Funkcijos (+) * apibrėžimo sritis yra 
D(f)=(-0;0)L(0; o). 


Išsiaiškiname duotosios funkcijos elgesį, kai x > -œ ir x — +e: 


kai xc, tai 150 ir (| = 
х 5 


kai х — +оо, tai 1 49 ir б)" >l. 
x 5 
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Randame keleta funkcijos f(x) reikšmiu 

Л1-3) 25: 7C0=5; 
1-1. _1 

5) 35: 7075 

Iš funkcijos f(x) grafiko 


(6 pav.) matome, kad funkcijos 
f(x) reikšmių sritis yra intervalų 


(0;1) ir (1; +00) sąjunga, t.y. 
E(f)=(0;1)U(l; +e). 

2 būdas. Surandame funkcijos 80)-1 reikšmių sritį. Pažymime 
1-а. Gauname lygti х=+. Rasime visas a reikšmes, su kuriomis 51 
lygtis turi sprendinių. Surastos a reikšmės ir sudarys funkcijos g(x) 
reikšmių sritį. matome, kad lygtis -1 turi sprendinių, kai 
ає(-о;0)‹(0; +). Vadinasi, funkcijos g(x) reikšmių sritis yra 
intervalų (—®;0) ir (0; o») sąjunga, t.y. 

E(g)=(-2;0)U(0; +e). 

Ištiriame funkcijos 


a 
/t-(1) elgesį, kai a—0, a—-o ir a > +0: 


1 а 
kai а — +оо, tai (3) -»0. 
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1 
Vadinasi, funkcijos f 9-1) * reikšmių sritis yra intervalų (0;1) 


ir (1; +оо) sąjunga, t.y. 
E(f)=(0;1) (1; +e). 


m) Duotosios funkcijos reikšmiu srities galime ieškoti keliais büdais. 


JE 
| 


1 būdas. Nusibraižome duotosios funkcijos f(x) -( 


grafiko eskiza. 


yra lyginė. 


1 Хх 2-1 
Funkcija () 


apibrėžimo sritis yra nelygybės x2-120 


1 4х2-1 
Funkcijos (3) 


sprendinių aibė, t.y. xe(—o;-1]u[l; +). 


Vadinasi, D(f)-(-«;-1]u[l;-9). Taskuose x--1 ir x=1 


1 4х2-1 
funkcija f(x) = (3) igyja didžiausią reikšmę, lygią 1. 


Išsiaiškinsime duotosios funkcijos elgesį, kai х > —o» іг х +оо: 


"a 


kai x — -00, tai G 0; 


3 
[ea 
б) 


kai x — +оо, tai -»0. 


Iš funkcijos f(x) grafiko 
(7 pav.) matome, kad funkcijos 


f(x) reikšmių sritis yra inter- 
valas (0;1], ty. E(f)= (0; 1]. 


2 būdas. Pirmiausia surandame funkcijos g(x)= Jx?-1 reikšmiu 
sritį. Pažymime 
21 =а, a20. 
Abi gautosios lygybés puses pakeliame kvadratu ir gauname lygti 
x1-1-a?, афа x?-a? 41. 

Rasime visas a reikšmes, su kuriomis ši lygtis turi sprendinių. 
Surastos a reikšmės ir sudarys funkcijos g(x) reikšmių sritį. Matome, 
kad lygtis 

x?2a?41 
turi sprendinių, kai a e[0; + о). Vadinasi, funkcijos g(x) reikšmių 


sritis yra E(g)=[0; +оо). 


a 
Funkcijos /(4)- (5) reikšmė taške a = 0 lygi 1. 
1 a 
Ištiriame funkcijos /(а) = (5) elgesį, kai a — +: 


a 
kai a — +00, tai (3) > 0. 


дал 


Tada funkcijos f(x) = (5) reikšmių sritis yra intervalas (0: 1], t.y. 


E(f) - (0; 1]. 


1 
n) Raskime funkcijos /(x)=2* reikšmių sritį. 
Sprendimas. Duotosios funkcijos reikšmių srities galime ieškoti 
keliais būdais. 
1 būdas. Nusibraižome duotosios funkcijos grafiko eskizą. 
1 

Funkcijos f(x)-2* apibrėžimo sritis yra 

Р(7) = (-9;0)0(0; +e). 


Išsiaiškiname duotosios funkcijos elgesį, kai х > +оо ir х — —o: 
1 1 
kai х-»-со, tai I9 ir2* 5l, 


1 
kai x э +o, tai l0 ir 2* >l. 


Randame keletą funkcijos f(x) reikšmių: 


7(-2)-4-: /CD= 


Iš funkcijos f(x) grafiko (8 pav.) matome, kad funkcijos f(x) 
reikšmių sritis yra intervalų (0;1) ir (1; +оо) sąjunga, t.y. 
E(f)=(0;,1)U(l; +0). 


2 būdas. Surandame funkcijos g(x) =+ reikšmiu sriti. 


Pazymime i- a. Gauname lygti х= L. 


Rasime visas a reikšmes, su kuriomis ši lygtis turi sprendiniu. 


Surastos a reikšmės ir sudarys funkcijos g(x) reikšmių sritį. Matome, 
kad lygtis х-1 turi sprendinius, kai a € (-%; 0)U (0; +). 
Vadinasi, funkcijos g(x) reikšmių sritis yra intervalų (—00;0) ir 


(0; +00) sąjunga, t.y. 
E(g)=(-0;0)U(0; +e). 


Ištiriame funkcijos f (a) = 27 elgesį, kai a >0, а-о ir a > +e: 
kai a — 0, tai 2° >l; 
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kai a — —c, tai 22-20: 
Каі a — оо, tai 27 > +оо. 
1 
Tada funkcijos /(x)=2* reikšmių sritis yra intervalų (0;1) ir 
(1; o) sąjunga, ty. E(f)=(0;1) (1; +оо). 
0) Duotosios funkcijos reikšmių srities galime ieškoti keliais būdais. 
1 būdas. Nusibraižome duotosios funkcijos f(x) grafiką. 


Funkcijos f(x)-—Lz apibrėžimo sritis уга D(/)=(-0;+0). 


sr 
Funkcija f) yra lyginė. Funkcija /(х) taške х-0 igyja 
didžiausią а ак 1. 
Išsiaiškiname funkcijos f(x) elgesį, kai x —^ -0 ir х +e: 
kai x — —oo, tai z, ty. f(x) > 0; 


kai x— +e, tai 250, ty. f(x) > 0. 
5х 


15 funkcijos f(x) grafiko (9 pav.) 
matome, funkcijos f(x) reikšmių 
sritis yra intervalas (0; 1], t.y. 

E(f)=(0;1]. 


2 būdas. Surandame funkcijos #(х)= х? reikšmiu sritj. Pazymime 
x? =a. Rasime visas а reikšmes, su kuriomis ši lygtis turi sprendinių. 
Surastos a reikšmės ir sudarys funkcijos g(x) reikšmių sritį. Matome, 


kad lygtis x2=a turi sprendinių, kai ae[0;+0). Vadinasi, funkcijos 
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g(x) reikšmių sritis yra E(g)=[0; +e). 


Funkcijos f(a)- = reikšmė taške a = 0 lygi 1. 
Ištiriame funkcijos f (a) = r3 elgesį, kai a — +e: 
kai a — +оо, tai Lo. 

sa 


Vadinasi, funkcijos /(х)- ос reikšmių sritis yra intervalas (0; 1], t.y. 
5 x 


E(f) - (0;1]. 
p) Nubraižome duotosios funkcijos f(x)- 2*7! grafiko eskizą. 
Funkcijos /(x)=2!*!-! apibrėžimo sritis уга О(/) = (о; +оо). 
Duotoji funkcija f(x) yra lyginė. 
Funkcija f(x)- 2/417! taške x= 0 įgyja mažiausią reikšmę, lygią i 
Išsiaiškiname duotosios funkcijos elgesį, kai x > -œ ir x — +o: 
kai x — —c, tai 217! +оо; 
kai x — +e, tai 2/17! —> +оо; 
Randame keleta funkcijos 
J (x) reikšmių: 
/@)=1; /(2)=2; /(3)=4. 
15 funkcijos f(x) grafiko (10 pav.) 
matome, kad funkcijos f(x) reikšmiu 


sritis yra intervalas | не) ty. 


E(/)-| нө) 


r) Braižome duotosios funkcijos grafiko eskizą. 
Įx|+1 
Funkcijos f(x)- (5) apibrėžimo sritis уга D( f) = (-«; +e). 
Duotoji funkcija yra lyginé. 
u 1 |х| +1 м EN : L 21 

Funkcija /(х)- (5) taške х= 0 įgyja didžiausią reikšmę, lygią 3 

Išsiaiškiname duotosios funkcijos elgesį, kai x > -œ ir x — +o: 

Ix| +1 
kai x — – о, tai 6) -» 0: 


3 


гүм 
kai x — +оо, tai à) -»0. 


Įx|+1 
Surandame keletą funkcijos /(х) = (5) reikšmiu: 


/0)=ç: /Q-35 /G)=gr- 
Iš funkcijos f(x) grafiko 
(11 pav.) matome, kad funkcijos 
f(x) reikšmių sritis yra intervalas 


(0:5). ty. ЕО)-(9:4| 11 pav. 


s) Funkcijos /(х) = te(1- x?) reikšmių srities galime ieškoti keliais 
būdais. 

1 būdas. Pasižymėkime: (1 - х?) =а. 

Nustatysime, su kuriomis a reikšmėmis lygtis (1 - x?) =a 
turi sprendinių, kai xe D(f), ty. xe(-1;1). 


Surastos a reikšmės ir sudarys duotosios funkcijos reikšmių sritį. 
Remdamiesi logaritmo apibrėžimu, gauname: 


le(1-x?)2a, 1-x?-10*, x?-1-10" 
Kadangi x? 20, tai gauname nelygybe 
1-10? 20, arba 10° «1. 
Kadangi 1-109, tai paskutinioji nelygybė ekvivalenti nelygybei 
107 «10?. Iš šios nelygybės gauname, kad a < 0. Vadinasi, funkcijos 
f(x)- 1в(1 -x ?) reikšmių sritis yra intervalas (—co; 0], t.y. 
E(f)=(-%;0]. 
2 būdas. Surandame funkcijos g(x)=l-x? reikšmių sritį. 
Pažymime: 1-х? =a, Киа»0. 
Gauname lygti x? =1-а. 
Rasime visas a reikšmes, su kuriomis ši lygtis turi sprendinių. 
Surastos a reikšmės ir sudarys funkcijos g(x) reikšmių sritį. Lygtis 
х2-1-а turi sprendinius, kai a e (0; 1]. 
Vadinasi, funkcijos g(x) reikšmių sritis yra E(g) = (0;1]. Funkcija 
f(a)=lga taške a=1 įgyja reikšmę, lygią 0, be to, 
kai a — 0, tai Іра > -0. 
Taigi, kai a€(0;1], tai funkcija f(a)-lga įgyja reikšmes iš 
intervalo (–%; 0]. 
Vadinasi, funkcijos f) -te(1-x2) reikšmių sritis yra intervalas 
(-%;0], ty. E(f) = (-9;0]. 


t) Funkcijos  f(x)-arcsin2x reikšmių sritis, kai ir funkcijos 
y = arcsinx reikšmių sritis yra intervalas 
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v) Kadangi -5 Sarcsinx <, tai 


x 1 a 1 x x.1 В 
р DL = 26 < 
( zs Тасзіпх<1 27 (52 4 S > arcsinx < 


Taigi, funkcijos f(x) reikšmiu sritis yra 
peso coe 
gn-|-54]. 


z) Kadangi 0 < агссоѕх € x, tai 0 x 2агссоѕх < 2л. 


ын 


Vadinasi, funkcijos /(x)= 2arccosx reikšmių sritis yra 


Е(/)-(0:211, 


z) Kadangi a « arctgx < > tai 


4-5 сдаавх «4-5. ty. —2x<4arctgx < 2л. 
Taigi funkcijos f(x) = 4arctgx reikšmių sritis yra 
E(f) 2 (-2n;2n). 
Atsakymas. а) (– о ; +оо); b) [0; +оо); с) E(/)=[-1;+0); 
d) E(/)=(-0;4]; е) E(/)=(-2;0)U(0; +); 0) Е(/)-1-1:1 
8) Е(7)=(-9;1)0(1; +); h) Е(/)=[2;+®); i) Е(/) =[0;1]; 
j) Е(7) =(0;3]; k) EG) (»:5 : D E(f) = (0:1) o (1; +e); 
m) E(/)-(0:1]; n) Е(/)=(0;1)\2(1;+®); 0) E(/) - (0:1]; 


p &o-[3:«9): » &o-(v: у]; 9 Е(/)=(-%;0]; 
t) Е0)-1-3:5| v) ЕО)-|-5:3| z) E- [0;2x]; 
2) Е(/)-(-2л:21), 
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1.2. FUNKCIJOS REISKIMO BÜDAI 

Dažniausiai funkcija apibrėžiama formule у = f(x), čia /(x)- tam 
tikras reiškinys su kintamuoju x. Sakome, kad funkcija apibrėžta formule 
arba kad funkcija apibrėžta analiziškai. 

2 X Tx 

Pavyzdžiui, f(x) - а. 

Kai funkcija уга išreikšta formule ir néra atskirai nurodyta, kokias 
reikšmes gali įgyja nepriklausomas kintamasis, sakome, kad funkcijos 
apibrėžimo sritį sudaro visos šio kintamojo reikšmės, su kuriomis formulės 
reiškinys turi prasmę. 


Kartais, funkciją apibrėžiant formule у= f(x) yra iš anksto 
nurodoma ir jos apibrėžimo sritis. 


Funkcija gali būti apibrėžta lentele: 


fe) | 704 | 704 | 704) 


Funkcija galima apibrėžti ir grafiku. Funkcijos у = f(x) grafiku 
vadinama aibė visų koordinačių plokštumos taškų, kurių abscisės yra 
argumento x reikšmės, o ordinatės - funkcijos f(x) atitinkamos 
reikšmės (x; f(x), xe X. 


Jei funkcija apibrėžta grafiku, tai pagal taško abscisę х= x, 
nustatoma funkcijos reikšmė — ordinaté f (4). 


Norint nubraižyti funkcijos 
у= f(x) grafiką, reikia koordinačių 
plokštumoje pažymėti visus taškus, kurių 
koordinatės tenkina lygybę y = f(x). 

Tačiau taip padaryti ne visuomet įma- 
noma. Todėl pažymėję kelis taškus ir atsi- 
žvelgdami į funkcijos savybes, per juos 


apytiksliai nubrėžiame kreivę, kurią ir laikome funkcijos grafiku (12 pav.). 
Norint rasti funkcijos y= f(x) grafiko ir x ašies susikirtimo taškų 
abscises, reikia rasti tas argumento reikšmes, su kuriomis funkcijos 
reikšmė lygi nuliui, t.y. rasti lygties f(x) = 0 sprendinius. 
Norint rasti funkcijos y= f(x) grafiko ir y ašies susikirtimo taško 
ordinatę, reikia rasti funkcijos reikšmę, kai argumento reikšmė lygi nuliui, 
t.y. apskaičiuoti f (0). y 


1 pavyzdys. Nubraižykime funkcijų grafikus: 
a) у=[х], b) у= (x). 
Sprendimas. a) Funkcijos y = [x] 
apibrėžimo — sritis — visu realiųjų 
skaičių aibė, o reikšmių sritis — 
sveikųjų skaičių aibė. Šios funkcijos 
grafikas nubraižytas 13 paveiksle. 

b) Trupmeninės dalies funkcijos 
у= {х} apibrėžimo sritis- visa rea- 
liųjų skaičių aibė, o reikšmių sritis — 
intervalas [0;1). Šios funkcijos 
grafikas nubraižytas 14 paveiksle. 
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14 pav. 


2 pavyzdys. Raskime taškus, kuriuose funkcijos у-5х-10 grafikas 
kerta koordinačių ašis. 


Sprendimas. Funkcijos y-5x-10 grafikas kerta Ox ašį, kai 
y=0. Išsprendę lygtį 5x-10=0, gauname х= 2. Vadinasi, funkcijos 
y=5x-10 grafikas kerta abscisių arba Ox ašį taške (2;0). 

Funkcijos y-5x-10 grafikas kerta Oy ašį, kai x=0. Įstatę į 
funkcijos išraišką х-0, gauname у-5-0-10--10. Vadinasi, 
grafikas kerta ordinačių arba Оу ašį taške (0, — 10). 

Atsakymas. (20), (0;-10). 


1.3. DIDĖJANČIOS IR MAŽĖJANČIOS FUNKCIJOS 


Tegul intervalas / priklauso funkcijos f(x) apibrėžimo sričiai. 

Jeigu iš nelygybės x, < x, (er, х,є1) išplaukia nelygybė 
f) fe), tai sakoma, kad funkcija f(x) didėja intervale I. 

15 paveiksle pavaizduota didėjanti 
funkcija у = f(x). 

Vadinasi, jeigu funkcija уга f(x) 
didėjanti, tai didesnę argumento 
reikšmę atitinka didesnė funkcijos 
reikšmė. 

Jeigu funkcija didėja atvirame 
intervale /, tai šį intervalą vadinsime 


у= ЈО) 


у= 


15 рау. 
didéjimo intervalu. 


Jeigu iš nelygybės x «x, (el, x, e I) išplaukia nelygybė 
fe)» 704) tai sakoma, kad funkcija f(x) mažėja intervale /. 

16 paveiksle pavaizduota mažė- 
janti funkcija y = f(x). 

Vadinasi, jeigu funkcija уга 
mažėjanti, tai didesnę argumento — /(x) 
reikšmę atitinka mažesnė funkcijos 
reikšmė. f) 

Jeigu funkcija mažėja atvirame 
intervale /, tai šį intervalą vadinsime 
mažėjimo intervalu. 

Funkcijas, kurios yra apibrėžtos intervaluose ir savo apibrėžimo 
srityse mažėja, bei funkcijas, kurios apibrėžtos intervaluose ir savo 
apibrėžimo srityse didėja, vadiname monotoninėmis. 


у= f(x) 


x x 


16 pav. 


1 pavyzdys. Nubraizykime funkciju grafikus ir nurodykime didéjimo ir 
mažėjimo intervalus. 


a)y-(x-2); b) y=-|x+1]. 
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Sprendimas. a) Nubraižę funkcijos X, 
y-(x-2) grafiką (17 pav.), matome, kad 


funkcija mažėja intervale (-со:2), o didėja : 
intervale (2; + оо). 

Vadinasi, intervalas (—o0; 2) yra funk- 0 3 = 
cijos y-(x-2) mažėjimo, o intervalas 17 pav. 


(2;+00) yra jos didėjimo intervalas. 

b) Nubraižę funkcijos y=-|x+1| 
grafiką (18 pav.), matome, kad funkcija 
didėja intervale (-%;-1), о mažėja 


intervale (-1; + 00). 18 pav. 

Atsakymas. а) funkcija mažėja, kai xe(-0;2), о didėja, kai 
xe(2;+0); Б) funkcija didėja, kai xe(-0;-1),o mažėja, kai 
хє (-1; +оо). 


1.4. LYGINÉS IR NELYGINĖS FUNKCIJOS 


Funkcija y = f (x) vadinama lygine, 
jei jos apibrėžimo sritis yra simetriška 
koordinačių pradžios taško atžvilgiu, be 
to, su kiekviena x reikšme iš funkcijos 
f(x) apibrėžimo srities yra teisinga 
lygybė f(-x)- f(x). 

Lyginés funkcijos grafikas yra 
simetriškas ordinačių ašies (ašies Оу) 
atžvilgiu. 

19 paveiksle nubraižytas lyginės 
funkcijos у= f(x) grafikas. 

Funkcija y = f(x) vadinama nely- 
gine, jei jos apibrėžimo sritis yra 
simetriška koordinačių pradžios taško 
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atžvilgiu, be to, su kiekviena x reikšme iš funkcijos f(x) apibrėžimo 
srities yra teisinga lygybė /(-x)=- f(x). 


Nelyginės funkcijos grafikas yra simetriškas koordinačių pradžios 
taško atžvilgiu. 


20 paveiksle nubraižytas nelyginės funkcijos у = f(x) grafikas. 


1 pavyzdys. Nustatykime, kurios funkcijos yra lyginės, kurios nelygi- 
nės, о kurios nei lyginės, nei nelyginės. 


a)/()ex'-2€; J6)- 25; e) (х) = x -x. 
Sprendimas. a)Funkcia  f(x)-x'-2x! уга lyginė, nes su 
kiekviena argumento x reikšme iš funkcijos f(x) apibrėžimo srities 
D, =(-0;+0) reikšmė -x taip pat priklauso apibrėžimo sričiai, be to, 
su visomis x reikšmėmis iš funkcijos f(x) apibrėžimo srities D y Yra 
teisinga lygybė /(-x)=(-x)* -2(-x)? = x* -2x? = f (x). 
b) Funkcija /(х) = шоо yra nei lyginė, nei nelyginė, nes 
As НЕ 8 
Namų Ge хөг "Y: 
/Сх)#/(х) ir f(ox32-fQ) 
c) Funkcija f(x)=x°-x yra nelyginė, nes jos apibrėžimo sritis 
D,- (—; +оо) yra simetriška koordinačių pradžios taško atžvilgiu ir su 
visomis x reikšmėmis iš funkcijos f(x) apibrėžimo srities D у ya 


teisinga lygybė /(-х)= (-x) -(Cx)e -x «x» -hx - x)2 - f (3). 
Atsakymas. a) lyginė; b) nei lyginė, nei nelyginė; c) nelyginė. 


1.5. PERIODINĖS FUNKCIJOS 


Funkcija y= f(x) vadinama periodine, jei egzistuoja toks skaičius 
T £0, kad kartu su kiekviena kintamojo х reikšme iš funkcijos 


apibrėžimo srities reikšmės х-Т ir x+7 irgi priklauso funkcijos 
apibrėžimo sričiai, be to, yra teisinga lygybė /(x+7)= f(x). 

Skaičius T + 0 vadinamas funkcijos у= f(x) periodu. Jeigu 
skaičius T yra funkcijos y= f(x) periodas, tai ir visi skaičiai, kurių 
pavidalas уга КТ, kur ke Z, К £0, taip pat yra šios funkcijos periodai, 
t.y. periodinė funkcija turi be galo daug periodų: 

‚ “ЭТ, 2T, -T, T, 2T, 3T, .... 

Mažiausias teigiamas periodas (ty. periodas T) dar vadinamas 
pagrindiniu. Jis paprastai ir nurodomas, kai kalbama apie funkcijos 
periodiškumą. 


Jei funkcijos у= f(x) periodas yra T, tai funkcijos /(ах-5) 


periodas yra skaičius L. 


1 pavyzdys. Funkcijos y = tg(5x + 2) periodas yra = nes Cia а = 5, 
о funkcijos y = tgx periodas T = x. 


2 pavyzdys. Funkcijos y = sin(3x — 1) periodas уга 28, nes Cia а-3, 
o funkcijos y -sinx periodas T = 2л. 

Jei dvi periodinės funkcijos f(x) ir /,(х) apibrėžtosios tomis 
pačiomis argumento x reikšmėmis ir turi vieną ir tą patį periodą T, tai 
funkcijos fi(x)* fi), A-S) її Л) (х) taip pat уга 
periodinės ir turi tą patį periodą Т. 


3 pavyzdys. Funkcijos y = ѕіпх + соѕх periodas T = 2л, nes funkcijų 
Ji(x)=sinx ir f,(x)= cosx periodai yra 27. 

Jeigu funkcijos /,(x) periodas yra T,, o funkcijos /,(х) — T,, tai 
funkcijos fi(x)- /,(х), fi(x)- (0) ir /(х)-/,(х) 

irgi yra periodinės, o jų periodas yra lygus periodų T, ir T, 
mažiausiajam bendrajam kartotiniui (jeigu jis egzistuoja). 


2х 


3 periodą. 


4 pavyzdys. Nustatykime funkcijos y = зїп © + 5с05 


Sprendimas. Jeigu funkcijos f, (х) = sind periodas yra 


Т,- х - =. o funkcijos /,(х) = ScosŽĖ, periodas yra 
4 

T,= 2 =3л, tai duotosios funkcijos y = sin е + Scos Žž 
3 


8л 


periodas lygus skaičių 3 


T = 241. 
Atsakymas. T = 241. 


ir Зл mažiausiam bendrajam kartotiniui, t.y. 


5 pavyzdys. Nustatysime funkcijos y = cos3x--cos4x periodą. 


Sprendimas. Jeigu funkcijos fj(x)- соѕ3 х periodas yra T, =t, 
o funkcijos f,(x)=cos4x periodas yra T, -H , tai funkcijos 
y=cos3x+cos4x periodas T = 2л. 


Atsakymas. T = 21. 


1.6. ATVIRKŠTINĖ FUNKCIJA 


Jeigu funkcija у = f(x) yra tokia, kad su kiekviena jos reikšme yo 
lygtis /(x)= yo turi x atžvilgiu vienintelę šaknį хү, tai sakome, kad 
funkcija f(x) yra apgręžiama. Kitaip sakant, funkcija у = f(x) yra 
apgręžiama, kai kiekvieną funkcijos reikšmę ye E(y) atitinka vienintelė 
argumento хє D(y) reikšmė. E(y) - funkcijos y = f(x) reikšmių sritis, 
o D(y) - funkcijos y = f(x) apibrėžimo sritis. 
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21 pav. 


21 paveiksle pavaizduota funkcija у = f(x) уга apgręžiama, o 22 
paveiksle pavaizduota funkcija y = (x) nėra apgręžiama, nes vieną 
funkcijos reikšmę y, atitinka net trys argumento reikšmės хү, x, ir X3. 

Reikia pastebėti, kad visiems 
gerai žinoma kvadratinė funkcija 
f(x)=ax?+bx+c taip pat nėra 


apgręžiama, nes kiekvieną funkci- 
jos reikšmę (išskyrus уо) atitinka 


dvi argumento reikšmės (23 pav.). 


Kiekviena monotoninė funkcija (didėjanti arba mažėjanti) yra 
apgręžiama. Atvirkščias teiginys nėra visada teisingas. 


Kai funkcija y= f(x) yra apgręžiama, tai visada egzistuoja tokia 
funkcija x = g(y), kuri kiekvienai y reikšmei iš funkcijos y = f(x) 
reikšmių srities priskiria atitinkamą vienintelę x reikšmę iš funkcijos 
у= f(x) apibrėžimo srities. Funkcija х = g(y) vadinama atvirkštine 
funkcija funkcijai y= f(x). Perėję prie įprastų žymėjimų, atvirkštinę 
funkciją užrašome taip: 

у= #(х). 

Kiekviena monotoniné funkcija turi atvirkštinę funkciją. Funkcijos 
monotoniškumas уга pakankama sąlyga atvirkštinės funkcijos 
egzistavimui; būtina sąlyga atvirkštinės funkcijos egzistavimui yra 
duotosios funkcijos apgręžiamumas, ty. tam, kad funkcija y = f(x) 
turėtų atvirkštinę, ji būtinai turi būti apgręžiama. 
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Atvirkštinės funkcijos radimo taisyklė. Kai funkcija y= f(x) yra 
apgręžiama, tai, išreiškę x iš formulės y= f(x), gauname lygybę 
х= g(y), kurioje, sukeitę x ir y vietomis, gauname funkcijai у = f(x) 
atvirkštinę funkciją y = g(x). 

Kartais, ieškant atvirkštinės funkcijos duotajai, elgiamasi taip: 

1) lygybėje y = f(x) kintamuosius x ir y sukeičiame vietomis, t.y. 
užrašome lygybę x = f(y); 

2) iš gautos lygybės x = f (y) išreiškiame y, t.y. gauname y = g(x), 
kuri ir yra atvirkštinė funkcija duotajai funkcijai y = f (x). 


1 pavyzdys. Raskime funkciją, atvirkštinę funkcijai y = 2x+1. 

Sprendimas. Duotoji funkcija yra didėjanti ir apibrėžta visoje skaičių 
tiesėje (-00; +оо). Todėl ši funkcija turi atvirkštinę funkciją. Norėdami ją 
surasti, naudosimės atvirkštinės funkcijos radimo taisykle: 


1) Iš lygybės y=2x+1 išreikškime x. Turime: x2 
2) Lygybėje — kintamuosius x ir y sukeiskime vietomis. 
Gausime: 
x-l 1 1 
y =-—=——-— 


m Ш dts 
Funkcija у= уху ir yra 
atvirkštinė funkcija duotajai 


funkcijai у= 2x41. 

Funkcijos у-2х-1 ir jai 
atvirkštinės funkcijos у= 35 -3 
grafikai yra simetriški tiesės y = x 
atžvilgiu (24 pav.). 


Jei funkcija /(x) turi atvirkš- 
tine funkciją g(x), tai kiekvieną 
f(x) grafiko taška atitinka tiesés 
y=x atžvilgiu simetriškas funk- 
cijos g(x) grafiko taškas. 

Funkcijos ir jai atvirkštinės 
funkcijos grafikai yra simetriški 
tiesės y = x atžvilgiu. 


Jei taškas M(x,; yo) priklauso 
duotosios funkcijos у = f(x) grafikui, tai taškas N(yg;x,) priklauso 
atvirkštinės funkcijos y = (х) grafikui (25 pav.). Taškai M(x,; yọ) ir 
N(y,;x,) yra simetriški tiesės y = x atžvilgiu. 


e Kai /(x)- monotoninė funkcija, o g(x) — jai atvirkštinė, tai funkcija 
g(x) irgi yra monotoninė, be to, kai f(x) — didėjanti funkcija, tai ir 
g(x) - didėjanti, o kai f (x) — mažėjanti, tai ir g (x) — mažėjanti funkcija. 


2 pavyzdys. Rodiklinė funkcija y=a“* yra didėjanti, kai a>1 ir 
mažėjanti, kai 0 «a «1; jai atvirkštinė logaritminė funkcija y = log „x 


taip pat yra didėjanti, kai a >1 ir mažėjanti, kai 0 «a <1. 


e Duotosios ir jai atvirkštinės funkcijos apibrėžimo sritis ir reikšmių 
sritis yra sukeistos vietomis. 


3 pavyzdys. Rodiklinės funkcijos /(х)-а" apibrėžimo sritis 
D(y)-(-9;-9), reikšmių sritis E(y)=(0;+00), o jai atvirkštinės 
funkcijos g(x)=log „x apibrėžimo sritis уга D(g)= (0; +оо), reikšmių 
sritis E(g)=(-0; +оо). 


Išnagrinėsime dar keletą atvirkštinės funkcijos radimo pavyzdžių. 


4 pavyzdys. Raskime nurodytos funkcijos atvirkštinę funkciją ir 
nubraižykime duotosios ir jai atvirkštinės funkcijų grafikus: 


a) /(x)=4x+3; b) /(х)-4х-2, kai x2-2; 
2 


c) f(x) -(x«1Y, kai x2-1; d) f(x) 2 x?; e) /(х)-2"". 
Sprendimas. a) Randame funkcijos /(х) = 4х+3 atvirkštinę funk- 
ciją. Iš lygybės y=4x+3 išreikškime kintamąjį x kintamuoju y: 


4x=y-3, x= 2-2. 


Šioje lygybėje sukeitę kintamuosius x ir y vietomis, gauname funkciją 


„1558: 
der E 


Taigi funkcijos у= 4x 3 atvirkštinė уга f(x) D - i š 
arba funkcijos /(x)=4x+3 atvirkštinė yra funkcija 


80)-15-1 УЛ,(х)-4х- 3 


Nubraižome funkcijos f(x)- 4x43 
ir jai atvirkstinés funkcijos 
21203 
8009-15-32 
grafikus (26 pav.). Matome, kad funkciju 
grafikai уга simetriški tiesės у-х 


"P 26 pav. 
atžvilgiu. 


b) Randame funkcijos /(x)=/x+2, kai x>-2, atvirkštinę 
funkciją. 
Iš lygybės у= Ух +2 išreiškiame kintamąjį x kintamuoju y: 
J4x42- y, x22 y, x=y'-2. 
Paskutinėje lygybéje sukeitę kintamuosius x ir y vietomis gauname 


funkciją у= x2-2. 
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Taigi funkcijos у= Vx +2 atvirkštinė yra 
y-x?-2, kai x20, arba funkcijos 
f(x)= Vx+2 atvirkštinė yra funkcija 
g()-x? -2, kai x20. 
Nubraižome funkcijos 
f(x )=Vx+2 ir jai 


atvirkštinės funkcijos 


yA £(92x'-2,x20 


g()-2x!-2, kai x20, 
grafikus (27 pav.). 
Funkcijų f(x) ir g(x) grafikai 
simetriški tiesės у- x atžvilgiu. 


c) Randame funkcijos 
f(<)=(x+1), kai xz-1, 
atvirkštinę funkciją. 

Iš lygybės у-(х-1) išreiš- 
kiame kintamąjį x kintamuoju y: 

(x+) -у, x+1=+Jy. 

Kadangi x 2-1, tai turime, kad 
х+1= Jy; iš čia х= Jy -1. 

Šioje lygybéje sukeitę kinta- 
muosius x ir y vietomis, gauname 
funkcija у= Ух -1. 

Taigi funkcijos y=(x+1)2, x2-1 atvirkštinė уга у= Ух -1 arba 
funkcijos /(x)=(x+1)?, x2-1 atvirkštinė yra funkcija g(x)= Vx - 1. 


Nubraižome funkcijos /(х)-(х-1), kai x2-1 ir jai atvirkštinės 
funkcijos р(х) = x -1 grafikus (28 pav.). Funkcijų f(x) ir g(x) 
grafikai simetriški tiesės y = x atžvilgiu. 
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2 
d) Randame funkcijos /(x)= x3 atvirkštinę funkciją. Pažymėję šios 
funkcijos priklausomą kintamąjį y užrašykime funkciją taip: 
2 
y=x3, 
ir išreikškime iš šios lygybės kintamąjį x kintamuoju y: 


зү 1 1 H 
У4 8), Унд, eps. est 
Paskutiniojoje lygybéje sukeitę kintamuosius x ir y  vietomis, 
gauname funkcija 


3 3 
у=х? , arba g(x) 2 x?. 


Taigi duotosios funkcijos 


2 
f(x) 2x3. atvirkštinė yra funkcija 
3 
g()-x?. 
2 3 
Funkcijų f(x)=x3 ir g(x)= x? 
grafikai уга simetriški tiesės 
y-x atžvilgiu (29 pav.). 


е) Abi lygybės y = 2 **! puses 
išlogaritmuokime pagrindu 2. 
Gausime: 

log у -1og; 2**! , arba 
log, у= (x *1)-log 52. 

Kadangi log,2=1, tai 

galutinai gauname tokia lygybe 
log; у=х+1; iš čia 
x -log; y- 1. 


Šioje lygybéje sukeitę vietomis kintamuosius x ir y, gauname 
funkciją 
y-log;x-l. 
Taigi funkcija g(x)=10g,x-1 yra funkcijos /(x)=2**! atvirkš- 
tinė funkcija. 
Vienoje koordinačių plokštumoje nubraižome funkcijos f(x) = 2 **! 
ir jai atvirkštinės funkcijos g(x)= log; x-—1 grafikus (30 pav.). 


Atsakymas. 8)509-15-4: b) g(x)=x7-2, x20; 


3 
25 


с) g(x)= Ух -1; d) g(x)=x2; e) g(3))-log; x-1. 


5 pavyzdys. Raskime funkcijos f(x) atvirkštinę funkciją g(x) bei ju 
abiejų apibrėžimo ir reikšmių sritis, jei: 
a) /(х)-5х-1, 
b) f(x)2 x! «1 (x<0); 


с) /(5)-м4х-2: 
22-22 
9 /6)- A4. 
Sprendimas. a) Randame funkcijos /(х) = 5x-1 atvirkštinę funkcija 
g(x). Iš lygybės y 2 5x-1 išreiškiame kintamąjį x kintamuoju y: 
1 


2 = ull 
5х-1= у, 5х=у+1, x-$gytg. 


Pažymime g(x)= Piel 
Funkcijos f(x) apibrėžimo sritis D, =(-%; +2), о reikšmių sritis 
Е /= (9%; +оо). Funkcijos g(x) apibrėžimo sritis D, = (о; +оо), o 
reikšmių sritis E, = (7o; +оо). 
b) Randame funkcijos /(х)= х2 +1 (х<0) atvirkštinę funkcija 
g(x). Iš lygybės у= х? +1 išreiškiame kintamąjį x kintamuoju y: 
х+1=у, хї-у-1, х=+/у-1. 


Kadangi x<0, tai gauname funkcija х= – уу-1. 

Nepriklausomą kintamąjį, kaip įprasta pažymėję x, o priklausomą - y, 
gausime funkciją у--4х-1, arba 8 (х)--4х-1, kuri yra atvirkštinė 
duotajai funkcijai. Taigi funkcijos /(x)=x2+1, x<0 atvirkštinė 
funkcija yra 

8(5)--4Х-1. 

Funkcijos f(x) apibrėžimo sritis D, (7c; 0] (duota salygoje), 
vadinasi, tokia pati bus šiai funkcijai atvirkštinės funkcijos g(x) reikšmių 
sritis E, = (-0;0]. Funkcijos g(x) apibrėžimo sritis D, = [1; +=), nes 
kvadratinės funkcijos pošakninis reiškinys turi būti neneigiamas, t.y. 

x-120, х21. 

Vadinasi, funkcijos f(x) reikšmių sritis bus tokia pati kaip funkcijos 

g(x) apibrėžimo sritis, t.y. 
E,=[l;+0). 

c) Randame funkcijos /(x)= Ух +2 atvirkštinę funkciją g(x). Iš 

lygybės y = Ух +2 išreiškiame kintamąjį x kintamuoju y: 
Jx «22 y, 4x» y-2, х-(у-2). 


Paskutiniojoje lygybéje sukeitę kintamuosius x ir y vietomis, 
gauname funkciją 


у-(х-2), афа ё(х)-(х-2). 
Taigi funkcijos /(х) = Vx +2 atvirkštinė yra funkcija 
£6)=(+-2)". 
Funkcijos f(x) apibrėžimo sritis D, = [0;+0), nes x20. 
Vadinasi, funkcijos g(x) reikšmių sritis E, = [0 ; +o). 
Funkcijos f(x) reikšmių sritis E, = [2 ; +оо). 
Vadinasi, funkcijos g(x) apibrėžimo sritis D, =[2; +оо). 
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d) Randame funkcijos /9-21 atvirkštinę funkciją g(x). Iš 


lygybės »- išreikškime kintamąjį x kintamuoju y: 
2 


2 
х-1)у=2, х-1---, х---41. 
G-Dy y 5 
Šioje lygybéje sukeitę kintamuosius x ir y vietomis, gauname 
funkciją 
2 2 
== =2+1. 

Ub arba g(x) с 


Taigi funkcijos f (x) = EL atvirkštinė yra funkcija g(x)= 2. L 
Funkcijos f(x) apibrėžimo sritis D,=(-0;0)U(l;+0), nes 
х-140, xxl. Vadinasi, funkcijos g(x) reikšmių sritis 
Е,-(-с:1)52(1, +оо). 
Funkcijos g(x) apibrėžimo sritis уга D,=(-0;0)U(0;+0), nes 
х #0. Vadinasi, funkcijos f(x) reikšmių sritis 
E, =(-% ;0)0(0; +оо). 
Atsakymas. a) D, = D, = E, = E, =(-%;+%); b) ру = E, = (ә ;0]; 
D; =E =[1;+ә); c) D, =E, =[0;+%); Е, 2D, =[2; +); 
d) D, = Е, = (-%;1)0(1; +); Е, = D, =(-0;0U(0; +). 


1.7. SUDÉTINÉ FUNKCIJA 


Matematikoje dažnai sutinkamos funkcijos, kurias galima išreikšti 
pasinaudojant kitomis funkcijomis. Tokios funkcijos vadinamos sudė- 
tinėmis. Jeigu /(x)= h(g(x)) , tai sudėtinė funkcija f(x) yra „sudėta“ iš 
dviejų funkcijų g(x) ir А(х). 

1 pavyzdys. Funkcija f(x) = V4x+3 yra sudėtinė ir gali būti išreikšta 
pasinaudojant kitomis dviem funkcijomis: 
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funkcija g(x)=4x+3 ir h(x)= Ух. 
Iš tikrųjų, pakeitę funkcijos А(х) = Jx kintamąjį i. g(x), gauname 
h(g(x)) = УАх+3 . Taigi f (x)= h(g(x)). 


Pastaba. Funkcijas g(x)=4x+3 ir k(x)= Ух galima ir kitaip 
„sudėti“ ir gauti kitą sudėtinę funkcija g(A(x)) = 4x +3. 


2pavyzdys. Jeigu g(x) = х2 +2x? ir h(x) = x" „tai 
Јо) = В(е(х)) = (х2 «23. 


3 pavyzdys. Jeigu g(x) = x? ir h(x) = cos x , tai sudėtinė funkcija 
Јо) = h(g(9) = cos(x) . 


1.8 FUNKCIJU GRAFIKU SIMETRINIS 
TRANSFORMAVIMAS 

Jeigu turime nubraižytą funkcijos y= f(x) grafiką, tai nesunku 
nubraižyti funkcijų y-- f(x), у= /(-х), y=-/(-x) grafikus. 
Funkcijos y=- f(x) grafikas bus simetriškas su funkcijos у = f(x) 
grafiku Ox ašies atžvilgiu; funkcijos y= f(-x) — Ox ašies atžvilgiu; 
funkcijos y=- f(-x) – koordinačių pradžios taško О atžvilgiu. 
Panagrinėkime kiekvieną atveją atskirai. 4- 

1. Funkcijos y = — f(x) grafiko taskai Ф 
bus simetriški funkcijos у = f(x) grafiko 
taškams Ox ašies atžvilgiu, nes kiekvieną 
funkcijos y = f(x) grafiko tašką (x, /(х)) 
atitinka taškas (x, — f(x)), simetriškas 
taškui (x, f(x)), Ox ašies atžvilgiu. 


Vadinasi, funkcijos у-/(-х) grafikas bus simetriškas funkcijos 
у= f(x) grafiku abscisių ašies atžvilgiu. 31 paveiksle pavaizduoti 
funkcijų у= f(x) ir y=- f(x) grafikai. 


32 paveiksle pavaizduoti funk- 
cijų y=x+3 ir y=-(x+3) grafi- 
kai, 33 paveiksle — funkcijų у= 2* 
ir y=-2* grafikai, 34 paveiksle — 

funkcijų у= Ух ir у=-Ух 
grafikai. 


33 pav. 

2. Funkcijos y = f(-x) apibrėžimo 
sritį sudaro Ox ašies taškai, simetriški 
funkcijos у= f(x) apibrėžimo srities 
taškams koordinačių pradžios taško O 
atžvilgiu. Pavyzdžiui, funkcija у= Vx 
apibrėžta, kai x20, o (unkcija 
у-4-х apibrėžta, kai x «0. Funkcijų 


y=f(x) ir у= f(-x) grafikus sudaro taškai, simetriški Oy ašies 
ir у= f(-x) grafikai yra 
simetriški Oy ašies atžvilgiu. 35 paveiksle pavaizduoti funkcijų 


atžvilgiu. Vadinasi, funkcijų у= f(x) 


y= f(x) ir y= f(-x) grafikai. 


36 paveiksle pavaizduoti funkcijų y 22" ir y=2"* grafikai, o 26 
paveiksle — funkcijų y = Ух ir y=J-x grafikai. 


36 pav. 


3. Funkcijos y=- f(-x) grafi- 
ko taškai (-х, — f(x)) yra simetriški 
funkcijos у= f(x) grafiko taškams 
(x, /(х)) koordinačių pradžios taško 
O atžvilgiu. Vadinasi, funkcijų 
y=f(x) ir y=-/f(-x) grafikai 
yra simetriški koordinačių pradžios 
taško atžvilgiu. 


38 paveiksle pavaizduoti funkcijų 
y= f(x) ir y=- f(-x) grafikai. 


39 paveiksle pavaizduoti funkcijų y=2* ir y--2' " grafikai, 
040 paveiksle — funkcijų y = Ух ir y=-J-x grafikai. 


39 pav. 


1.9 FUNKCIJU GRAFIKU TIESINÉS 
TRANSFORMACIJOS 


Šiame skyrelyje išmoksime braižyti funkcijų у= f(x)*a, 
y=f(x+a), y-af(x), y-/f(ax) grafikus, kai duotas funkcijos 
y= J(x) grafikas. 


e Funkcijos у-/(х)-а grafikas gaunamas iš funkcijos y = f(x) 
grafiko, stumiant jį išilgai ašies Oy per |a| vienetų. Postūmio kryptį 
rodo skaičiaus a ženklas. Kai a >0 grafikas stumiamas per a vienetų 
aukštyn, kai a <0 — per |a| vienetų žemyn. 


1 pavyzdys. Nubraižykime funkcijų 
y=|x|+3 ir y=|x|-3 grafikus. 
Sprendimas. 41 paveiksle pavaizduotas 
funkcijos y=|x| grafiko postūmis per 
3vienetus į viršų (gauname funkcijos 
y-|x|*3 grafiką) ir per 3 vie- 
netus į apačią (gaunamas funkcijos 
y=|x|-3 grafikas). 
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2 pavyzdys. Nubraižykime funkcijų y=2* +4 ir y=2* -4 grafikus. 

Sprendimas. Funkcijos y=2* grafiko visus taškus pastūmę išilgai 
Oy ašies per 4 vienetus į viršų, gauname funkcijos y -2* +4 grafiką 
(41 pav.). Funkcijos y=2* grafiko visus taškus pastūmę išilgai Oy ašies 
per 4 vienetus žemyn, gauname funkcijos y = 2* —4 grafiką (43 pav.). 

шишиши / WIE /NF INIM ОТ ЦТЭУА 0117-11-10 


42 рау. 
3 pavyzdys. Nubraižykime funkcijų у =sinx+2 ir у= 5іпх- 2 grafikus. 
Sprendimas. Funkcijos y —sinx + 2 grafiką lengvai gauname iš funkcijos 
y-sinx grafiko visus jo taškus pastūmę išilgai O y ašies į viršų per 2 vie- 
netus; funkcijos у =sinx — 2 grafiką gauname iš funkcijos у = ѕіпх grafiko 
visus jo taškus pastūmę išilgai O y ašies į apačią per 2 vienetus (44 pav.). 

У 


e Funkcijos у-/(х-а) grafikas gaunamas iš funkcijos у= f(x) 
grafiko, stumiant jį išilgai ašies Ox per |a| vienetų. Postūmio kryptį rodo 
skaičiaus a ženklas. Kai a>0, grafikas stumiamas per a vienetų į 
kairę, kai a « 0 — per |a| vienetų į dešinę. 


4 pavyzdys. Nubraižykime funkcijų 
у=(х+2)? іг y-(x-2)? grafikus. 
Sprendimas. 45 paveiksle pavaizduotas 
funkcijos у=х? grafiko postūmis išil- 
gai Ox ašies per 2 ilgio vienetus į 
kairę (gaunamas funkcijos y=(x+ 2) 
grafikas) ir į dešinę (gaunamas funkcijos 


y=(x- 2)2 grafikas). 


2**? ir y=2* 2 grafikus. 


5 pavyzdys. Nubraižykime funkcijų y = 

Sprendimas. Funkcijos y=2* grafiko visus taškus pastūmę išilgai 
Ox ašies per 2 ilgio vienetus į kairę gauname funkcijos y=2**7 
grafiką (46 pav.). Funkcijos y -2* grafiko visus taškus pastūmę išilgai 
Ox ašies per 2 ilgio vienetus į dešinę gauname funkcijos yz2*? 
grafika (47 pav.). 


6 pavyzdys. Nubraižykime funkcijų у= sin(x+ i ir у= sin(x- z) 


grafikus. 

Sprendimas. Funkcijos y =sinx grafiko visus taškus pastūmę išilgai 
Ox ašies per r ilgio vienetu | Каїгс gauname funkcijos y =sin|x+ Z) 
grafika (48 pav.). 


T 


6 


Funkcijos y = ѕіпх grafiko visus taškus pastüme išilgai Ox ašies per 
ilgio vienetų į dešinę gauname funkcijos у = sin(x - z) grafika (49 pav.). 


y=sinx : y=sin[+— Z) У 
Ea: CAE 


e Funkcijos у=а/(х), a>0 grafikas gaunamas iš funkcijos 
y= f(x) grafiko, tempiant pastarąjį nuo abscisių ašies a kartų, kai 


a »], ir spaudžiant prie abscisių ašies 4 kartų, kai 0 <а <1. 


7 pavyzdys. NubraiZykime funkcijų у= 2х ir у=5х grafikus 


transformuodami tiesinės funkcijos y = x grafiką. 
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Sprendimas. 50 paveiksle pa- 
vaizduotas funkcijos у-х grafiko 
ištempimas nuo abscisių ašies 2 
kartus (gaunamas funkcijos y = 2х 
grafikas) ir to paties grafiko 
suspaudimas prie abscisių ašies 2 
kartus (gaunamas funkcijos у=ух 


grafikas). 


8 pavyzdys. Nubraižykime funkcijų y = 25іпх ir у= jsinx grafikus. 
Sprendimas. 51 paveiksle pavaizduotas funkcijos y=sinx grafiko — 
sinusoidės — ištempimas nuo abscisių ašies 2 kartus (gaunamas funkcijos 


y-2sinx grafikas) ir to paties grafiko suspaudimas prie abscisių ašies 


2 kartus (gaunamas funkcijos y = зах grafikas). 


€ Funkcijos у-/(ах) a>0 grafikas gaunamas iš funkcijos 
y= f(x) grafiko, spaudžiant pastarąjį išilgai abscisių ašies prie ordinačių 
ašies a kartų, kai a>1, ir tempiant išilgai abscisių ašies nuo ordinačių 


ašies L kartų, kai 0<a<l. 
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x 
2 

Sprendimas. 52, 53, 54 paveiksluose pavaizduotas funkcijos y = sin x 
grafiko suspaudimas išilgai abscisių ašies prie ordinačių ašies 2 kartus 
(gaunamas funkcijos y=sin2x grafikas) ir to paties funkcijos y =sinx 
grafiko ištempimas išilgai abscisių ašies nuo ordinačių ašies 2 kartus 


9 pavyzdys. Nubraižykime funkcijų y=sin2x ir y -sinc grafikus. 


(gaunamas funkcijos y = sin? grafikas). 


10 pavyzdys. Nubraižykime funkcijų y = arcsin3x іг y = arosinž grafikus. 


Sprendimas. Funkcijos y=arcsin3x grafiką gauname iš funkcijos 
y-arcsinx grafiko suspaudžiant pastarąjį išilgai abscisių ašies prie 


огатабїц ašies 3 kartus, o funkcijos y= arcsinž grafikas gaunamas iš 


funkcijos y=arcsinx grafiko ištempiant pastarąjį išilgai abscisių ašies 
nuo ordinačių ašies 3 kartus (55 pav.). 


1.10. FUNKCIJŲ SU MODULIU GRAFIKŲ BRAIŽYMAS 


1. Funkcijos | /(х)| grafiko braiZymas, kai žinomas funkcijos 
у= f(x) grafikas. 
Prisiminkime realiojo skaičiaus a modulio apibrėžimą: 


[а= а, kai a20, 
С (-а, kai a<0. 


Remdamiesi šiuo modulio apibrėžimu, funkcija у = | /(х)| galime 
užrašyti taip: 
e -|S (x), kai /(x) 2 0, 
y=|7@)|= Ż f(x), kai f(x) «0. 


Vadinasi, norint nubraižyti funkcijos у= | f(x)| grafiką, reikia nu- 
braižyti funkcijos y = f(x) grafiką, o po to jo dalį, esančią virš ašies Ox, 
palikti nepakeista, o dalį, esančią po ašimi Ox, simetriškai atvaizduoti 


ašies Ox atžvilgiu. Gautąsias taškų aibes sujungę, turėsime funkcijos 
y=|/(x)| grafiką. 


1 pavyzdys. Nubraižykime funkcijos y =|x-2| grafiką. 

Sprendimas. Pirmiausia nubraižome tiesinės funkcijos y-x-2 
grafiką (56 pav.). 

Funkcijos y=x-2 grafiko dalį, esančią virš Ox ašies, palikę 
nepakeistą, o dalį, esančią po Ox ašimi, simetriškai atvaizdavę Ox ašies 
atžvilgiu ir gautąsias taškų aibes sujungę, gauname funkcijos у-|х-2| 
grafiką (57 pav.). 


56 pav. 


2 pavyzdys. Nubraižykime funkcijos y = x?-2x-3 grafika. 

Sprendimas. Pirmiausia nubraižome kvadratinės funkcijos 
y-x? -2x-3 grafiką — parabole (58 pav.). 

Parabolės dalį, esančią virš Ox ašies, paliekame nepakeistą, o 
parabolės dalį, išsidėsčiusią po Ox ašimi, atvaizduojame į jai simetrišką 
dalį abscisių ašies atžvilgiu. 


Funkcijos у-|х2-2х-3| grafikas pavaizduotas 59 paveiksle. 
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3 pavyzdys. Nubraižykime funkcijos у = |sinx| grafika. 

Sprendimas. Pirmiausia nubraižome funkcijos y-sinx grafika— 
sinusoidę (60 pav.). 

Sinusoidės dalis, esančias virš Ox ašies, paliekame nepakeistas, o 
sinusoidės dalis, išsidėsčiusias po Ox ašimi, atvaizduojame į joms 
simetriškas Ox ašies atžvilgiu dalis. Funkcijos y=|sinx| grafikas 
pavaizduotas 61 paveiksle. 


2. Funkcijos y = / (|х |) grafiko braižymas, kai žinomas funkcijos 
у= f(x) grafikas. 

Funkcija у= / (|х|) galime užrašyti taip: 

э-/050- a хас, 

Vadinasi, funkcijos у= f(|x|) grafikas gaunamas iš funkcijos 
у= f(x) grafiko taip: grafiko dalys, esančios pusplokštumėje x > 0, t.y. 
į dešinę nuo Oy ašies, simetriškai atvaizduojamos Oy ašies atžvilgiu ir 
sujungiamos. Funkcijos у = f(x) grafiko dalis, esanti į kairę nuo Oy 
ašies, „atkrinta“. е 

4 pavyzdys. Nubraižykime funkcijos y -|x|-2 grafiką. 

Sprendimas. 1 būdas. Funkcijos y=|x|-2 grafiką galima lengvai 
gauti iš funkcijos у= | х| grafiko (62 pav.) pastarojo visus taškus pastūmę 
per 2 vienetus į apačią išilgai Oy ašies. Funkcijos y=|x|-2 grafikas 
pavaizduotas 63 paveiksle. 


2 būdas. Funkcijos y=|x|-2 grafiką galima gauti iš funkcijos 
y=x-2 grafiko (64 pav.) taip: funkcijos у= x—-2 grafiko dalį, esančią 
į kairę nuo Oy ašies, iš viso atmetame, o grafiko dalį, esančią į dešinę 
nuo Oy ašies, simetriškai atvaizduojame Oy ašies atžvilgiu. 


Funkcijos y=|x|-2 grafikas pavaizduotas 65 paveiksle. 


- Ši funkcijos --—- - -——: 
1-4 Узх-2-Ш212120 
+--+ grafiko dalis” ^^^ ^7 
atmetama 


5 pavyzdys. Nubraižykime funkcijos y = x? -2|x|-3 grafiką. 

Sprendimas.  Nubraižome funkcijos у= x?-2x-3 grafika — 
parabole (66 pav.). Parabolés dalį, esančią | kairę nuo Oy ašies, iš viso 
atmetame, o likusią parabolės dalį, esančią į dešinę nuo Oy ašies, 
simetriškai atvaizduojame Oy ašies atžvilgiu. Apjungę parabolės dalį, 
esančią į dešinę nuo Oy ašies ir jai simetrišką dalį Oy ašies atžvilgiu, 
gauname funkcijos y = x? – 2] х|-3 grafiką (67 pav.). 


iysr ena 


id ' 


67 А 
y 7 xi-2x-3 grafiko m 
dalis „atkrinta“ 


6 pavyzdys. Nubraižykime funkcijos у = sin| x| grafiką. 

Sprendimas. Funkcijos y=sin|x| grafiką lengvai gauname iš funk- 
cijos y=sinx grafiko (68 pav.) tokiu būdu: funkcijos y=sinx grafiko da- 
lį, esančią į kairę nuo Oy ašies atmetame, o likusią grafiko dalį, esančią į 
dešinę nuo Oy ašies, atvaizduojame simetriškai Оу ašies atžvilgiu. Šias dvi 
dalis apjungę, gauname ieškomąjį funkcijos у = ѕіп| x | grafiką (69 pav.). 


3. Funkcijos y -| /(|x|)| grafiko braižymas, kai žinomas funk- 
cijos y = f(x) grafikas. 

Funkcijos у = | /(|x|)| grafiką braižome taip: pirmiausia jau žinomu 
būdu nubraižome funkcijos у= /(|x|) grafiką, о po to ieškomosios 
funkcijos y -| /(| x |) | grafiką. 


7 pavyzdys. Nubraižykime funkcijos y = || x|- 2| grafiką. 

Sprendimas. Pirmiausia nubraižome funkcijos y=|x|-2 grafiką 
(žiūrėkite 4 pavyzdį), o po to funkcijos у = | х |- 2 grafiko (70 pav.) dalį, 
esančią po Ox ašimi, atvaizdavę į jai simetrišką dalį Ox ašies atžvilgiu, 
gauname ieškomąjį funkcijos y = || x|- 2| grafiką. 
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Funkcijos y = || x|- 2| grafikas pavaizduotas 71 paveiksle. 
M 2 UAE 


127 


8 pavyzdys. Nubraižykime funkcijos у =| х2 -2|x|-3| grafiką. 

Sprendimas. Pirmiausia jau žinomu būdu nubraižome funkcijos 
y-x?-2|x|-3 grafiką (žiūrėkite 5 pavyzdį), o po to funkcijos 
y-x?-2|x|-3 grafiko (72 pav.) dalį, esančią po Ox ašimi, atvaizdavę 
į jai simetrišką dalį Ox ašies atžvilgiu, gauname ieškomąjį funkcijos 
y=| 2-2|х1-3| grafika. Funkcijos у-|х2-21х1-3| grafikas 
pavaizduotas 73 paveiksle. 


Е”-201-3| 


-4 į 
72 pav. 


73 pav. 
Skyrelio pabaigoje išnagrinėkime dar vieną pavyzdį. 
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9 pavyzdys. NubraiZykime funkcijų y=x7-8x+7, 


y= x? -8x«7|, y=x2-8|x|+7 ir у= |х? -8x|«7| grafikus. 


Sprendimas. 74 ir 75 paveiksluose pavaizduoti funkciju 


у=х?-8х+7 ir у=|х2-8х+7| grafikai. 


74 pav. 
y=x2-8|x|+7 grafikai. 


(ар y-x -8х+7 


75 рау. 
76 ir 77 paveiksluose pavaizduoti funkciju у = x?-8x47 ir 
Si funkcijos 


у= xi -8x*7 grafiko 
dalis „atkrinta“ 


78 ir 79 paveiksluose pavaizduoti funkciju у= xi- 8|x|+7 ir 
y=|x2-8|x|+7| grafikai. 


10 pavyzdys. Nubraižykime funkcijos f (x) = 2!*! grafiką. 
Sprendimas. Pasinaudoję modulio apibrėžimu, funkciją f (x) = 21“! 
galime užrašyti taip: 


f()-2t-| 


2”, kai x20, 
2“, kai x<0. 


Funkcijos y = 2"! grafikas pavaizduotas 80 paveiksle. 


2 SKYRIUS. FUNKCIJU GRAFIKAI IR SAVYBĖS 
2.1. TIESINĖ FUNKCIJA /(x)=kx+6 

Funkciją, kurią galima išreikšti formule f(x)-kx«b (x- 
nepriklausomas kintamasis, К ir b — skaičiai), vadinama tiesinė 
funkcija. 

Kadangi reiškinys Ёх+ turi prasmę su visomis x reikšmėmis, tai 
tiesinės funkcijos /(х) = kx-b apibrėžimo sritis — visų realiųjų skaičių 
aibė. Atsižvelgiant į konkretaus uždavinio sąlygą, funkcijos apibrėžimo 
sritis gali būti siauresnė. 

Funkcijos /(x)=kx+b grafikas yra tiesė, čia k - tiesės krypties 
koeficientas, b — ordinatė taško, kuriame tiesė kerta y ašį. 

Kai k>0, tai funkcija /(x)=kx+b yra didėjanti (1 pav.), o kai 
k « 0, tai funkcija — mažėjanti (2 pav.). 


1 pav. 2 pav. 


Kai 5-0, k=0, funkcijos f (x) = kx grafikas (tiesioginio proporcin- 
gumo grafikas) yra tiesė, einanti per koordinačių pradžios tašką O(0;0). 


Kai k>0, funkcija f(x)- kx yra didėjanti (3 pav.), o kai k<0 - 
mažėjanti (4 pav.). 
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Kuo didesnė koeficiento k reikšmė, tuo tiesė y — kx su teigiamaja 
x ašies kryptimi sudaro didesni kampa (5 pav. ir 6 pav.). 
y 


c>b>a>0 c«b«a«0 
5 pav. 6 pav. 


Kai 3-0, funkcijos y=b grafikas yra tiesė, lygiagreti Ox ašiai 
(7 pav.). 


7 pav. 

Kai žinomos dvi funkcijos 

f(x)=kx+b reikšmės f(x) ir f(x) 

atitinkančios argumento x, ir x, reikš- 

mes (8 pav.), tai galima apskaičiuoti tos 

funkcijos krypties koeficientą k, 
remiantis formule: 


фы /(х,)-/(х,) 
MM NE 
Dviejų tiesių tarpusavio padėtis 
plokštumoje 
Tiesės y=k x+6, ir y=k,x+b, уга 
lygiagrečios, kai jų krypties koeficientai 
k, ir k, yra vienodi, t.y. k, = k, (9 pav.). 
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Tiesės y=k,x+b, ir y=k,x+b, уга 
susikertančios (10 pav.), kai jų krypties 
koeficientai k ir k, yra skirtingi, 


(k, * &,), o b, ir b, yra bet kokie skaičiai. 


Tiesės у= k,x*b ir y=k,x+b, yra 


sutampančios, kai k, =k, ir b =, . 
Jeigu dvi tiesės y=kx+b іг 
y=k,x+b, yra statmenos viena kitai 


(11 рау.), tai jų krypties koeficientų 
sandauga lygi -1, t.y. k-k, --1. 


y=k,x+b, 


1 pavyzdys. Duota funkcija /(х) =1 5" 11 pav. 


a) Apskaičiuokime funkcijos reikšmę, kai argumento reikšmė lygi 8. 
b) Apskaičiuokime argumento reikšmę, su kuria duotosios funkcijos 
reikšmė lygi 15. 
8 


Sprendimas. a) Kai x=8, tai f8)-1-5-1-4--3. 


b)Kai f(x)-15, tai іа, iš čia х= -28. 

Atsakymas. а) -3, b) – 28. 

2 pavyzdys. Tiesinės funkcijos /(x)=kx+4 grafikas eina per tašką 
A(-3;2). 

a) Raskime koeficiento k reikšmę. 


b) Raskime koordinates taškų, kuriuose funkcijos /(x) grafikas kerta 
koordinačių ašis. 

c) Su kuriomis argumento reikšmėmis funkcijos reikšmė yra teigiama? 

Sprendimas. a) Kadangi funkcijos /f(x)=kx+4 grafikas eina per 
tašką А(-3:2), tai to taško koordinatės turi tenkinti funkcijos lygtį. 
Įstatę vietoje x skaičių —3, o vietoje f(x) skaičių 2, gauname lygtį 


-Нэл-3: йа к=з. 


Taigi tiesinės funkcijos išraiška уга / (x) = 2х +4. 


b) Kad surastume taško, kuriame funkcijos f ()=2х+4 grafikas 
kerta Ox ašį, abscisę, turime išspręsti lygtį /(х) = 0. Tiesinė lygtis 
0+4 = 0 turi vienintelį sprendinį x -—6. Vadinasi, funkcijos f(x) 
grafikas kerta abscisių ašį taške (-6; 0). 

Kad surastume taško, kuriame funkcijos f (x) = х +4 grafikas kerta 
Oy ašį, ordinate, turime į funkcijos f(x) išraišką vietoje argumento x 
įstatyti jo reikšmę x=0. Gauname: /(0)- i :0-4-4. Vadinasi, 
funkcijos f(x) grafikas kerta ordinačių ašį taške (0; 4). 

c) Norėdami surasti tas argumento x reikšmes, su kuriomis funkcijos 
f(x) reikšmės yra teigiamos, turime išspręsti nelygybę /(x)>0, ty. 
nelygybę 2х +4 > 0. Išsprendę šią nelygybę, randame, kad хє (-6; +). 
Vadinasi, funkcijos reikšmės yra teigiamos, kai хє (-6; +оо). 

Atsakymas. a) i b) (-6;0); (0:4); c) (-6;+0). 

3 pavyzdys. Tiesinės funkcijos /(х) = kx- b grafikas eina per taškus 
A(-1;1) ir B(5;3). Raskime koeficientus k ir b. 

Sprendimas. 1 būdas. Kadangi taškai A(-1;1)ir B(5;3) yra funk- 
cijos /(х) = Ах + Б grafiko taškai, tai įstatę jų koordinates į funkcijos 
išraišką, gauname lygčių sistemą: 

-К-45-1, i 1 4 
Ją išsprendę, randame, kad k=—, о b= 3 


Sk+b=3. 3 
2 būdas. Kai žinomos dvi funkcijos /(х) = kx +b reikšmės f x) ir 


f (5) bei jas atitinkančios argumento reikšmės x, ir x, , tai tos pačios 


funkcijos koeficientą k galima apskaičiuoti remiantis formule: 
/6)- £6) 


x, —x 


k= 


Įstatę į šią formulę taškų А ir В koordinates (x =-1, /(x)=1 


НЕ „2% 
5-(1) 6 3 
Rasime koeficiento b reikšmę. Kadangi funkcijos f(x) išraiška yra 


, 


x, 555 /(х,)=3), gauname: k= 


f(x)= 12 o f (5) = 3 (taškas В(5,3) yra funkcijos f (x) grafiko taš- 
kas), tai gauname lygybę i "5+0 = 3. Iš šios lygybės randame, kad b = + 


Atsakymas. k =з; Ь=-. 

4pavyzdys. 12 paveiksle pavaiz- 
duotas funkcijos /(х) = kx + b grafikas. 

a) Užrašykime šios funkcijos išraišką. 

b) Išspręskime lygtį /(x)- -1. 

c) Raskime argumento x reikšmes, 
su kuriomis f(x)> 5. 


Sprendimas. 1 būdas. Remdamiesi funkcijos f(x) grafiku užrašome 
taškų A ir B koordinates: 4(-3;4); В(0:-7). 


/(х)-./(х) 


x; —x 


Pasinaudoję formule k= „ rasime koeficiento k 


reikšmę. Kadangi x =-3, x,=0 ir 


-7-4 -ll 1 


f(x)» f (-3)= 4, 


f(x)» /(0)--7, ti взу y =s 


Kadangi /(х) = -x+ b, o f(-3)=4, tai gauname lygybę 
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-у(-3)+В=4; iš čia b=-7. 
Vadinasi, funkcijos išraiška yra f (x)= -1ух- 7. 
2 būdas. Duota funkcija f(x) = kx- b. Kadangi /(х)--7, kai x=0, 


tai iš lygybės 0-k +b = —7 randame, kad b —- -7. Tada /(х)-4х-7. 
Iš to, kad /(х) = 4, kai х= —3, gauname lygybę 4- -3k - 7; iš čia 


k=- 5. Vadinasi, funkcijos f(x) išraiška yra tokia: f (x) = -Hix -7. 


b) Sudarome lygtį L: -7--1 irją išsprendžiame: 


Ll eso: Ш MI NA 
3*7 1-7, 3556. y= NM Hi 


€) Sudarome nelygybe ES -725 ir ja išsprendžiame: 


11 11 3 T 3 
iu. Ло зэх IB гану, PE - š ees inser 
32547. 35212, x<-3 p: Vadinasi, хє( ©; э]. 


Atsakymas. 2) 70)--1-7: b) EE с) (-9-32| 

5 pavyzdys. Raskime funkcijų /(х) = 2х+1 ir g(x) 2 7x-9 grafikų 
susikirtimo taško koordinates. 

Sprendimas. Norint rasti funkciju grafiku susikirtimo taško koor- 
dinates, reikia sulyginti duotuju funkciju dešiniasias puses. Gauname lygti 

2x+1=7x-9. 

Išsprendę šią lygtį randame, kad х= 2. Susikirtimo taško abscisė yra 
bendra abiem funkcijoms, todėl norint rasti susikirtimo taško ordinatę, 
reikia įstatyti, x reikšmę į bet kurią iš išraiškų, pavyzdžiui, į išraišką 
y=2x+1. Gauname: kai x=2, tai y=2-2+1=5. Vadinasi, funkcijų 
grafikų susikirtimo taško koordinatės уга x=2, у= 5. 

Atsakymas. x=2, y=5. 
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2.2. KVADRATINĖ FUNKCIJA f(x)=ax'+bx+c 


Funkcija, kurią galima užrašyti formule /(x)=ax7+bx+c (čia x — 
nepriklausomas kintamasis, о a, b, c —- skaičiai, a*0), vadinama 
kvadratine funkcija. 


Kvadratinės funkcijos grafikas vadinamas parabole. 
Išnagrinėsime atskirus kvadratinės funkcijos atvejus. 


2.2.1. Kvadratinė funkcija /(х)-ах” 


Kai a*0, 5-0, с-0, tai kvadratinė funkcija / (х) = ах? -фх-с 
turi pavidalą f (x) = ax“. 

Parabolés у-ах” šakos eina aukštyn, kai а>0 (13 pav.); eina 
žemyn, kai a <0 (14 pav.). 

Parabolė simetriška ordinačių ašies atžvilgiu, jos viršūnė yra taške 
O(0;0). 

Kai a>0, tai parabolės viršūnės taške funkcija įgyja mažiausią 
reikšmę; kai a < 0 — didžiausią reikšmę. 

Jei a>0, tai parabolių šakos nukreiptos į viršų ir kuo koeficiento a 
reikšmė yra didesnė, tuo glaudesnės parabolės šakos, t.y. tuo jos yra arčiau 
y ašies (15 pav.). 

Jei а<0, tai parabolių šakos nukreiptos į apačią іг kuo koeficiento 


a reikšmė yra mažesnė, tuo glaudesnės parabolės šakos, t.y. tuo jos yra 
arčiau y ašies (16 pav.). 


X 
0 
x 
у= ах?, 
а<0 
14 рау. 


15 pav. 16 pav. 


1 pavyzdys. Duota funkcija f(x) = т. Raskime: 
a) funkcijos reikšmę, kai argumento reikšmė lygi —3, 
b) argumento x reikšmę, kai funkcijos reikšmė lygi 5, 
с) funkcijos didėjimo ir mažėjimo intervalus, 
d) didžiausią arba mažiausią funkcijos reikšmę. 
Sprendimas. a) Kai x=-3, tai f(-3)- 1C =2,25. 
b) Kai /(x)=5, tai įstatę šią reikšmę į funkcijos f(x) išraišką 


ЈО) = ie , gauname: 


155, x! 220; iš čia x- £245. 


с) Nubraižę funkcijos /(х) = ix 
grafiką (17 pav.), matome, kad funkcijos 
didėjimo intervalas yra (0,400), o ma- 


žėjimo intervalas — (-% ; 0). 
d) Iš funkcijos f (x) = 1,2 grafiko matome, kad funkcijos mažiausia 
reikšmė lygi 0. 
Atsakymas. а) 2225; b) -245; 245, e) funkcija didėja, kai 
хє (0; +оо), o mažėja, kai хє(-оо:0), d) 0. 


2 pavyzdys. Nustatysime, ar priklauso funkcijos /(x)= -2x grafikui 
taškai А(3;—6), B(-1};-4) ? 

Sprendimas. | duotosios funkcijos išraišką f (x) = ES įstatę taško 
A abscisę x=3, gauname, kad funkcijos reikšmė /(3)= E 3! 2-6. 


Tokia pati yra ir taško A ordinaté y = —6. Vadinasi, taškas 4(3; — 6) 
yra duotosios funkcijos grafiko taskas. 
Analogiškai tikriname ir taško В priklausymą funkcijos grafikui: 


: 1 А 1 2 зү 29 
эг, les eV 4421 s S дал Ё 
Ка! х 1844) 21-3| 3 15. 


Tačiau taško В ordinaté y = —4. Vadinasi, taškas В duotosios 
funkcijos grafikui nepriklauso. 
Atsakymas. Taškas A — priklauso, o taškas B — nepriklauso. 


3 pavyzdys. Raskime koeficiento a reikšmę, jeigu žinoma, kad 


funkcijos f(x) = ах? grafikas eina per tašką «- 25 4) 


Sprendimas. Įstatę į funkcijos išraišką /(х)-ах! taško R 
koordinates x=-2 ir у=, gauname lygti 


1_ мз? zen b 
gA P) ty. 4а= =; ба а= >. 


zl 
Atsakymas. а= 24 


2.22. Kvadratinė funkcija f(x)- ax! +c 


Kai az0, с+0, b-0, tai kvadratinė funkcija 


/(х)=ах? +Ьх+с įgyja pavidalą f(x)=ax +c. 
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Parabolés y = ах? +с šakos eina aukštyn, kai a » 0 (18 pav.); eina 
Zemyn, kai a « 0 (19 pav.). 

Parabolé simetriška ordinačių ašies atžvilgiu, jos viršūnė yra taške 
(0;c). 


У a»0 J 
с, c»0 
0 x 
x 
С, с<0 а<0 
18 рау. 19 рау. 


Parabolé у= ах? +с gaunama pastümus parabole у = ах? atstumu 
c aukštyn, kai с» 0, arba atstumu |с| žemyn, kai c « 0. Gausime tos 
pačios formos paraboles su ta pačia simetrijos ašimi. 


1 pavyzdys. Vienoje koordinačių plokštumoje nubraižykime funkcijų 
a) /(х)-х"-2 ir f(x)=x7+1; 
b) f(x)=-2x7-3 ir /(х)--2х7-2 grafikus. 
Sprendimas. 
a) Funkcijos /(х) = х2 —2 reikšmė 2 
vienetais mažesnė už atitinkamą funkcijos 
f(x)=x? reikšmę, o kiekviena funkcijos 


YA /@)==+1 


f(x)=x?2+1 reikšmė 1 vienetu didesnė 
už atitinkamą funkcijos f (x) = х2 reikšmę. 
Vadinasi, funkcijos | /(х)-37-2 


prafiką galima gauti iš funkcijos f (x) = x^ 
prafiko pastūmus jį 2 vienetais neigiamąja 


y ašies kryptimi (žemyn), o funkcijos /(х) = x^ +1 grafiką galima gauti 
i5 funkcijos /(х) = x^ grafiko, pastūmus jį 1 vienetu teigiamaja y ašies 
kryptimi (aukštyn) (20 pav.). 


344 


b) Funkcijos /(x)=-2x7-3 grafiką 
galima gauti iš funkcijos /(х)--2х” 
grafiko pastūmus jį 3 vienetais neigiamąja 
y ašies kryptimi (žemyn), o funkcijos 
f(x)=-2x7+2 grafiką galima gauti iš 
funkcijos f(x)- -2x^ grafiko, pastūmus jį 
2 vienetais teigiamąja y ašies kryptimi 
(aukštyn) (21 pav.). 


2 pavyzdys.  Užrašysime funkcija, 
kurios grafikas yra nubraižytoji parabolė. 


23 pav. 


22 pav. 

Sprendimas. Funkcijos turi pavidalą f(x) = ах? +c. 

a) Kadangi c=-2, tai funkcija įgyja pavidalą f(x) = ax? -2. 

Norėdami rasti a reikšmę, įstatome funkcijos grafiko taško (2; 8) 
koordinates x=2, y=8 į funkcijos f(x) išraišką. Gauname: 

8-a.2!-2, 4a-2-8; iščia a=25. 

Vadinasi, funkcijos išraiška yra /(х) = 2,5x^ - 2 (22 pav.). 

b) Kadangi c=6, tai f(x) - ax? «6. 

Įstatę taško (4;0) koordinates x=4, у-0 į funkcijos /(х) 


išraišką, gauname: 0=a-47+6, 16a+6=0; iš čia a=-2. 


Vadinasi, f(x) = -ix +6 (23 pav.). 


с) Kadangi c=-12, tai f(x) - ax? -12. Įstatę taško (6;-8) 
koordinates х= 6, у=—8 į funkcijos f(x) išraišką, gauname: 


-8-0-6"-12, 364-12--8: iš čia а=. 


Vadinasi, fG)e gx -12 (24 pav.). 
Atsakymas. a) у(х) = 2,5х2-2, b) f (x)= -ix +6,9 /(х)= s" i. 


3 pavyzdys. 25 paveiksle pavaizduotas kvadratinés funkcijos 
Хх) = ax! +c grafikas. 
l.Raskime a ir c. 2. Išspręskime lygtį /(х)--5. 
3. Išspręskime nelygybę /(х) 53. 
Sprendimas. 1. Kadangi c —4, tai funkci- 
jos išraiška yra tokia: f(x) = ax? +4. 
Įstatę taško (6;—5) koordinates х= 6, 
y=-5 į funkcijos f(x) išraišką, gauname: 
-5-а-6" 44, arba 36a+4=-5; iš 


25 pav. 


čia a= 2 Vadinasi, /(х)- 2 +4. 
2. Sudarome lygti ZG *4--5 ir ja i$sprendZiame: 


„ёш. elyLn.9, q42236: Иба хы 
4% =-5-4, 45 =-9, х°=36; iščia x-t6. 


3. Sudarome nelygybe Ay 4453 irja i5sprendZiame: 


12253-4, 45-1, x? >24; iščia xe(-o; -2]u[2; +). 


Atsakymas. 1.а--1 


T с=4; 2. -6 ir 6; 3. (-%;-2]u[2; +оо). 


4 pavyzdys. Raskime duotuju funkcijų reikšmių sriti, kai: 
a) f(x)=x -4; b) 80)-5-23. 
Sprendimas. Funkciju reikšmiu sritj lengviau 

nustatyti nubraižius funkcijų grafikus, nes reikš- 
mių sritis priklauso nuo viršūnės taško ordinatės. 

a) Nubraižome funkcijos f (x) = x? - 4 
grafiką (26 pav.). Iš šio grafiko matome, 
kad funkcijos f(x) reikšmių sritis yra 


YQ) х? -4 


intervalas [-4; +оо), ty. Ej =[-4; +оо). 


b) Nubraižome funkcijos g(x)=5- > 2 


grafika (27 pav.). I$ Sio grafiko matome, kad 


funkcijos g(x) reikšmiu sritis уга intervalas 
(79;5], Ly. E, = (оо; 5]. 
Atsakymas. a) E, = [-4; +e); b) E, = (о; 5]. 


g(x)=5 ue 
27 pav. 


5 pavyzdys. Tilto arka yra parabolés formos (28 pav.). Arka turi tris 
vertikalias atramas, pastatytas taškuose, kurie dalija stygą, jungiančią 
arkos galus, į lygias dalis. Stygos ilgis lygus 160m, o arkos aukštis 
20 m. Kokio ilgio yra atramos? 

Sprendimas. Pirmiausia parašy- 
kime parabolės lygtį. 


3, 


$ 20m 
Funkcija turi pavidalą f(x) = ax? +c. 
Kadangi stygos AE (29 pav.) ilgis 160m 2 
lygus 160m,tai galime rasti taškų 28 pav. 
A ir E koordinates, t.y. 4(-80;0) x 
ir E(80;0). Arkos aukštis MC FN 
lygus 20m, todėl taško М [| B" 
koordinatės yra (0; 20). A B C D Е x 

29 pav. 
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Kadangi c = 20, tai funkcija yra tokia: f(x) = ах? +20. Įstatę taško 
E(80;0) koordinates x -80, у-0, į funkcijos išraišką, gauname: 
0=a-807+20, 6400а+20=0; 


iščia a= —356- Vadinasi, f (x) = -z7 +20. 


Atramos dalija stygą, jungiančią arkos galus, į lygias dalis, todėl taškų 
B ir D koordinatės yra B(-40;0) ir D(40;0). 

Atramų BF ir DN ilgiai yra lygūs. Suradę taško № ordinate, 
žinosime atramos DN ilgį. 

Taško N abscisę x = 40 įstatę į funkcijos f(x) išraišką, gauname 


JUO = 17:40 +20=15. 


Vadinasi, ВЕ = DN = 15 т, о СМ = 20 m. 
Atsakymas. 15 т, 20 т, 15 т. 


6 pavyzdys. 30 paveiksle pavaizduoti funkcijų /(х) = x? +2 ir 
g(x)=x+4 grafikai. 

a) Raskime funkcijų grafikų susikirtimo taškų koordinates. 

b) Su kuriomis x reikšmėmis funkcijos f(x) reikšmės mažesnės už 


funkcijos g(x) reikšmes. 

Sprendimas. 

a) Norint rasti funkcijų grafikų y, 
susikirtimo koordinates, reikia sudaryti 


ir išspręsti lygtį /(х) =g(x), ty. 
х2+2=х+4. Išsprende šią lygtį, 
gauname x, --l ir x, - 2. 
Kai x, =-1,tai /(-1)= (-1 «2-3, 
kai x -2, tai /(2)-27 «42-6. 
Vadinasi, funkcijų f(x) ir g(x) grafikų susikirtimo taškų koordi- 
natės уга (-1:3) ir (2:6). 


0 х 
30 рау. 
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b) Sudarome nelygybę /(х) g(x), ty. x! 42«x«4, x! -x-2«0. 
Išsprendę šią nelygybę, randame, kad x €(-1;2). Nelygybės sprendinius 
taip pat galime gauti pasinaudoję 30 paveikslu. 

Atsakymas. a) (-1;3), (2;6), b) xe(-1;2). 


2.2.3. Kvadratinė funkcija /(х) = a(x + m) 


Parabolės /(х)-а(х-т) šakos eina aukštyn, kai а»0 (31 pav.); 
eina žemyn, kai а<0 (32 pav.). Parabolė simetriška tiesės x = – m 
atžvilgiu, jos viršūnė yra taške (- m ; 0). 


31 pav. 32 pav. 


Parabolė /(x)=a(x+m) gaunama pastümus parabole y= ax? 
atstumu т į kairę (neigiamaja х ašies kryptimi), kai m>0, arba 
atstumu |m| į dešinę (teigiamaja x ašies kryptimi), kai m « 0. 


1 pavyzdys. Vienoje koordinačių plokštumoje nubraižykime funkcijų: 
a) /()-(х-1) ir (к) = (+2); 


b) /()e- 363) 


fQ)- (-1 


/@=(к+2) y 
fGQ)-- je -2) grafikus. = 


Sprendimas. 

a) Funkcijos f(x)-(x-1) gra- 
fiką galima gauti pastūmus funkcijos 
f(x) = x! grafiką į dešinę (teigiamąja 


x ašies kryptimi) per 1 vienetą, o funkcijos /(х)-(х-2) grafiką gali- 
ma gauti pastūmus funkcijos /(х) = x? grafiką į kairę (neigiamąja х 
ašies kryptimi) per 2 vienetus (33 pav.). 

b) Funkcijos /(х) = 0+3) grafika galima gauti pastümus 


funkcijos f Q)e- Le grafika į kairę (neigiamaja x ašies kryptimi) 
per 3 vienetus, o funkcijos 1: 


f(9-- je -2) grafiką ga- 
lime gauti pastūmus funkcijos 


/(х)= Lv grafiką į dešinę 


(teigiamaja x ašies kryptimi) R 
/@)=-у( +3) 


/@=-у«-2/ 
34 рау. 

2pavyzdys. Raskime koeficiento a reikšmę, jeigu žinoma, kad 
funkcijos /(х)-а(х-5) grafikas eina per tašką М(2:-4). 

Sprendimas. Įstatę į funkcijos išraišką /(x)=a(x-5) taško M 
koordinates х=2, y=-4, gauname lygtį -4-a(2-5), arba 


per 2 vienetus (34 pav.). 


Нер? 4 

=-4; =-—. 

9а г даа 9 

4 

Atsakymas. a — us 

3 pavyzdys. Uzrašykime funkciją, kurios grafikas yra nubraižytoji pa- 
rabolė: 


Sprendimas. Funkcijos turi pavidalą f (x) = a(x + m). 
a) Kadangi m=-10, tai funkcija f(x) įgyja pavidalą /(х)-а(х-10). 
Norėdami rasti a reikšmę, įstatome funkcijos grafiko taško (5;6) koor- 
dinates x=5, y=6 į funkcijos f(x) išraišką. 


Gauname lygtį 6-а(5-10у, arba 25a = 6; iš Čia a=% 


Vadinasi, funkcijos f(x) išraiška yra f (х) = A - 10) (35 pav.). 


b) Kadangi m-4, tai /f(x)-a(x«4). Įstatę taško (0:-6) 
koordinates x 0, y=-6 į funkcijos f(x) išraišką, gauname: 


-6-а(044), 16а--6: iš čia a--i. 


Vadinasi, /(х) = - 30+ 4) (36 pav.). 


c) Kadangi m=12, tai /(х)-а(х-12). Įstatę taško (-4:4) 
koordinates x -—4, y=4 į funkcijos f(x) išraišką, gauname: 


4-а(-4412), 64a=4; iš čia а=. 
Vadinasi, /(х) = +2 (37 рау.). 
Atsakymas. 


а) /0)-5х-107 , b) /()- (+4), о) Saget. 


4 pavyzdys. а) Užrašykime formulę, kaip kubo paviršiaus plotas 
priklauso nuo kubo briaunos ilgio x. 


b) Kubo briaunos ilgį x padidiname 2 ст. Užrašykime formulę šio, 
naujai gauto kubo, paviršiaus plotui skaičiuoti. 

Sprendimas. a) Kubo paviršių sudaro 6 kvadratai. 

Kvadrato plotas S, = х?. 
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Vadinasi, kubo paviršiaus plotą galime apskaičiuoti pagal formulę 
5(х)= 6х2. 

b) Jei briaunos ilgį x padidintume 2 ст, tai kubo paviršiaus plotas 
bus apskaičiuojamas pagal formulę 5(х) = 6(х + 2)". 

Kai x -5cm, tai 5(5)-6(5-2) = 294 cm . 

Atsakymas. a) S(x) - 6x! ; b) S(x) 2 6(x 42) ; 5 =294ст?. 


2.2.4. Kvadratinė funkcija /(х) = a(x + m) +n 


Parabolės y = а(х+ m) +n šakos eina aukštyn, kai a > 0 (38 pav.); 
eina žemyn, kai a«0 (39 pav.) Parabolé simetriška tiesės х--т 
atžvilgiu, jos viršūnė yra taške (—m; n). 


0 m 
38 pav. 39 pav. 

Parabolé y=a(x+m) +n gaunama pastümus parabole y= ax“ 
atstumu m į kairę, kai т> 0, arba atstumu |m| į dešinę, kai m «0, po 
to atstumu n aukštyn, kai п> 0, arba atstumu |n| žemyn, kai n «0. 

1 pavyzdys. Vienoje koordinačių plokštumoje nubraižykime funkcijų: 

a) f(x) = (x2) +3 ir /(х)-(х-2) +3, 

b) f(x)=(x+1} -2 ir f(x) 2 (x- 1f -2, 

с) f() = -2(x «3 «1 ir f(x) - -2(x -3y +1, 

d) /()- E 4j -3 ir /(х)= -Ž6- 4)2 -3 grafikus. 


Sprendimas. a) Pastūmėję parabolę /(х) = x^ per 2 vienetus į kairę, 
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gauname funkcijos /(x)= (x+ 2) 
grafiką, o šį pastüméje per 3 vienetus 0-6 +) +3 
aukštyn, gauname funkcijos 
(х) = (x2) +3 grafika (40 pav.). 
Pastüméje parabole /(х) = x? per 
2 vienetus | desine, gauname funkcijos 
f(x)-(x-2) grafiką o šį grafiką 
pastūmėję per 3 vienetus aukštyn, 
gauname funkcijos /(x)-(x-2) +3 
grafiką (40 pav.). 


y о 


b) Pastūmėję parabole f(x)- x? 
per 1 vienetą | kairę, gauname 
funkcijos f(x)=(x+1) grafika, o šį 
pastüméje per 2 vienetus žemyn, 
gauname funkcijos /f(x)-(x41) -2 
grafika (41 pav.). 


Pastüméje parabole f(x)- x^ per 1 vie- 41 pav. 
neta į dešinę, gauname funkcijos /(х)-(х-1) grafiką, o šį pastümus per 2 
vienetus žemyn, gauname funkcijos /(х)-(х-1)-2 grafika (41 pav.). 

c) Pastüméje parabole /(х)--2х” per 3 vienetus į kairę, gauname 
funkcijos /(х)--2(х-3) grafiką, o pastūmėję per 1 vienetą aukštyn, 
gauname funkcijos f(x) = —2(x+3) +1 grafiką (42 pav.). у(х) = -2 2 


z-2(x-3) +1 


(х) = -xx-3) 


Pastüméje parabole /(x)=-2x7 per 3 vienetus į dešinę, gauname 
funkcijos /(х)--2(х-3) grafiką, o pastüméje per 1 vienetą aukštyn, 
gauname funkcijos /(х)--2(х-3)-1 grafiką (42 pav.). 


d) Pastūmėję parabole /(х) = Ls per 4 vienetus į kairę, gauname 


funkcijos f(x)- -1G4y grafiką, o šį grafika pastume per 3 vienetus 

žemyn, gauname funkcijos /(х)- -Hatay y 
о) = 364 -3 = 

grafiką (43 pav.). 


/0)--30-47 
4 


A 
дан ара” f()- - 36-3 -3 
2 43 pav. 


Pastüméje parabole f (д=-ух' per 4 vienetus į dešinę, gauname 
funkcijos /(х) = C —4y grafiką, o šį grafika pastūmę per 3 vienetus 
žemyn, gauname funkcijos /(х) = -qe- 4y —3 grafika (43 pav.). 


2 pavyzdys. Raskime nežinomojo koeficiento m reikšmę, jei funk- 
cijos f(x) grafikas eina per nurodyta taška: 


a) f(x) »m(x-2y +4, М(-4:1): 
b) f(x) -3(x «1 +m, R(-3;4). 
Sprendimas. a) Įstatę taško М(-4:1) koordinates į funkcijos f(x) 
išraišką, gauname: 1-0(-4-2) +4, 36т-4-1, iš čia m= -5 
b) Įstatę taško R(-3;4) koordinates x=-3, у=4 į funkcijos 
f(x) išraišką, gauname: 4-3(-3-1/ +m, 12+т=4, m=-8. 


Atsakymas. a) uS b) -8. 


3 pavyzdys. 44 paveiksle pavaizduotas 
kvadratinės funkcijos /(х)-а(х-т) +n 
grafikas. Raskime: 

a) parabolės viršūnės koordinates, 


b) koeficiento a reikšmę, 
с) funkcijos f(x) reikšmių sritį. 


44 pav. 
Sprendimas. a) Parabolės viršūnė yra taške (3; -2). 
b) Parašome funkciją f(x)- a(x—3) - 2. [rase į šios funkcijos išraiš- 
ką taško (5;1) koordinates х= 5, y=1, gauname lygtį 1=a(5-3)" -2, 


arba 4а-2-1: iš čia a=3. 


Vadinasi, funkcijos išraiška yra /(x)= ic -3y -2. 


€) Iš 44 paveikslo matome, kad funkcijos f(x) reikšmių sritis yra 


intervalas [-2; +20). 
Atsakymas. a) (3:-2), b) а=3; e) E, =[-2; +). 


2.2.5. Kvadratinė funkcija /(х) = ax? + bx 


Funkciją f(x)- ах? + Бх репуагкукіте, kad gautume pavidalą 


fG)- a(x * my «n. 


сай сай А в ГЭЛ | Ёё | 
f(x)2ax +bx=d(x Aes: 2 СЭ) asl" 
_ bY p 
-4+2.) Заг 
Reiškinį + pažymėkime raide m ra 
2a 2a) 
"n is : p 
o reiškinį S pažymėkime raide л L = E) 


Gavome funkciją pavidalo f (х) = a(x + m)" + n. Žinome, kad tokios 
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funkcijos grafikas yra parabolė у-ах”, pastumta į kairę arba dešinę 
atstumu |m| ir pastumta žemyn arba aukštyn atstumu |n|. 
Parabolės у = ах? + Бх šakos eina aukštyn, kai a > 0 (45 pav.); eina 
žemyn, kai a « 0 (46 pav.). 
Parabolé yra simetriška 


VE ЖЕКЕ 
tiesés х= ҮР atžvilgiu, 


jos viršūnė yra taške 
е LES 
247 4a) { 
46 рау. 


Parabolé у= ax? + Бх gaunama pastümus parabole у = ax2 atstumu 


Bises >$ I р” 
Ра i desine, kai Эд «9^ arba | kairç, kai 2370. 


Argumento reikšmės, su kuriomis funkcijos reikšmė lygi nuliui, 
vadinamos funkcijos nuliais. 


Kadangi funkcijos grafikas kerta у ašį, kai /(х) = 0, tai funkcijos 
f(x)=ax" +bx grafikas kerta y ašį taškuose (0;0), (-2:9) nes 


ax! «bx-0, x(ax+b)=0, х-0, x=-Ż. 


I pavyzdys. Duota funkcija f(x)=3x-2x7. Apskaičiuokime: 
a) f(-4); b) f(x)=0. 
Sprendimas. a) /(-4)-3-(-4)-24-4)/ =-12-2-16 =- 44. 
b) Sudarome lygtį f(x)=0, ty. 3х-2х7-0, x(3-2x)=0; iš čia 
x zu. x, 25. 
Atsakymas. a) -44; b) 0 ir 1,5. 
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2 pavyzdys. Duota funkcija f(x) = x— 10 
а) Raskime funkcijos nulius. 
b) Nustatykime funkcijos grafiko — parabolės — viršūnės koordinates. 
с) Nustatykime funkcijos reikšmių sritį. 
d) Raskime funkcijos reikšmių didėjimo intervalą. 
Sprendimas. a) Kadangi funkcijos nuliai, yra tos argumento reikšmės, 
su kuriomis /(х) = 0, tai sudarę lygtį 


хүнд, gauname x1-13)-0. iš čia x20, x=4. 


b) Rasime funkcijos f(x) grafiko — parabolės — viršūnės koordinates. 


Kadangi x, = Ns tai į šią formulę įstatę a = 2 5-1, gauname: 


2a' 


NE M З 


е) 


Kadangi у, = f(x,), tai istate į funk- 


cijos f(x) išraišką reikšmę x, —2, gau- 
name, kad »=/(2)=2-2-2=1 47 pav. 


Vadinasi, parabolės viršūnės koordinatės уга xo -2, yg-l, ty. 
parabolės viršūnė yra taškas (2; I). 

с) Iš funkcijos f(x) grafiko (47 pav.) matome, kad funkcijos 
reikšmių sritis yra intervalas (—00; 1]. 

d) Funkcijos reikšmės didėja, kai x e (-00; 2). 

Atsakymas. a) 0 ir 4;b) (2;1); c) (-o;1]; d) (-0;2). 


3 pavyzdys. 48 paveiksle pavaizduotas funkcijos /(х) = 2х? +8x 
grafikas — parabolė. Raskime: 
a) parabolės viršūnės koordinates; 
b) su kuriomis argumento x reikšmėmis funkcijos reikšmės yra neigiamos; 


c) funkcijos reikšmių didėjimo ir mažėjimo intervalus; 

d) funkcijos reikšmių sritį. 

Sprendimas. a) Randame parabolės 
viršūnės koordinates: 


уус fC2)-2C2Y +8(-2)=-8. 
Vadinasi, parabolės viršūnė yra taškas (-2:-8), 


48 pav. 


o jo koordinatės yra x, =-2, y y, = 8. 

b) Norėdami surasti, su kuriomis argumento x reikšmėmis funkcijos 
reikšmės yra neigiamos, turime išspręsti nelygybę /(х) «0, t.y. nelygybę 
2х) +8х <0. Šios nelygybės sprendinių aibė yra intervalas (-4;0). 
Taigi funkcijos f(x) reikšmės yra neigiamos, kai хє(-4:0). Šias 
reikšmes galėjome rasti iš funkcijos f(x) grafiko. 

с) Funkcijos reikšmės mažėja, kai x € (-o : x). ty. xe(-o;-2), 
o funkcijos reikšmės didėja, kai xe (x, 5400), ty. xe(-2; +оо). 

d) Funkcijos reikšmiu sritis уга intervalas |, ; +оо), ty. [-8; +оо). 


Atsakymas. а) (-2;-8); b) (-4;0); с) didėja, kai x e(-2; +), 
mažėja, kai хє (co; - 2), d) E, =[-8; +оо). 


4 pavyzdys. 15 fontano trykstanti 
vandens srovė yra parabolės, atitin- 
kančios funkcijos /(x)=3x—0,3x7 
grafiką, formos (49 pav.). Raskime: 

a) srovės aukštį aukščiausiame 
jos taške; 

b) didžiausią nuotolį, kurį gali 
pasiekti trykštanti vandens srovė. 


49 pav. 


Sprendimas. a) Norint rasti srovės aukštį aukščiausiame jos taške, 
reikia ieškoti parabolės viršūnės koordinačių. 


as UNE ЭЭ 
2a ^ 2(-03) 06. 


y, = /(23:5-03.5! z15- 7,52 7,5. 


Vadinasi, srovės aukštis aukščiausiame jos taške yra 7,5 m. 


Xo = 


5, 


b) Norint rasti didžiausią nuotolį, kurį gali pasiekti trykštanti vandens 
srovė, reikia rasti srovės pagrindo koordinates (atstumą nuo pradžios iki 
srovės galo), t.y. reikia rasti kvadratinės funkcijos nulius. 

Sudarome lygtį 3x-03x7=0, х(3-03х)-0. Išsprendę ją, 
gauname, kad x, =0, x, =10. 

Vadinasi, didžiausias nuotolis, kurį gali pasiekti trykštanti vandens 
srovė, yra 10 m. 


Atsakymas. a) 7,5 т; b) 10 m. 


5 pavyzdys. Stačiakampio perimetras lygus 12 cm. 

a) Vieną kraštinę pažymėkime x. Įrodykime, kad stačiakampio 
plotas, kaip kintamojo x funkcija, išreiškiamas formule S(x)=6x-x7. 

b) Raskime didžiausią funkcijos S(x) reikšmę. 

с) Kokie turėtų būti stačiakampio kraštinių ilgiai, kad jo plotas būtų 
didžiausias? 

Sprendimas. a) Stačiakampio plotas apskaičiuojamas pagal formulę 
S=ab, kur a ir b stačiakampio kraštinių ilgiai. Kadangi stačiakampio 
perimetras P=2(a+6), о pagal sąlygą duota, kad perimetras lygus 
12cm, tai jstate P=12, gauname 12=2(a+6), iš čia a+b=6. 

Jei viena stačiakampio kraštinė, pavyzdžiui a, lygi x, tai kita 
kraštinė bus 5-6-а, ty. Б=6- х. Įstatę į stačiakampio ploto formule 
S=ab reikšmes а-х ir b=6-x, gauname, kad stačiakampio plotas 


S(x)=x(6-x)=6x- x°. Tai ir reikėjo įrodyti. 
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b) Norint rasti funkcijos S (x) didžiausią reikš- 
me, reikia rasti šios funkcijos grafiko — parabolės 
— viršūnės koordinates, nes viršūnės ordinatė ir 
bus didžiausia funkcijos reikšmė. Gauname: 

| -b -6 _ Е "xx ШЫ 
x= 54 20) =3, уу-5(3)-6:-3-3-9. 

Vadinasi, funkcijos S(x) didžiausia reikšmė 
lygi 9. Tai matome iš 50 paveikslo. 


9+--- 


3 6 
50 pav. 


с) Kai x=3cm, tai stačiakampio plotas įgyja didžiausią reikšmę, 
ty. $(3)26.3-3! =9 ст’. Kai stačiakampio viena kraštinė a lygi 
3cm, tai kitą galime apskaičiuoti: 9-6-а-6-3-3ст. Vadinasi, di- 
džiausio ploto stačiakampis yra kvadratas, kurio kraštinės ilgis lygus 3 cm. 
Atsakymas. b) 9; c) 3ст, 3cm. 


2.2.6. Kvadratinė funkcija f(x)- ax! +bx+c 


Kadangi funkcijos /(х) = ах? & bx «c 
reikšmės nuo atitinkamų funkcijos 
8(х)-ах! +bx reikšmių skiriasi tik pasto- 
viu dydžiu c, tai funkcijos y = f(x) grafiką 
galima gauti iš funkcijos у = g(x) grafiko, 
pastūmus jį atstumu c aukštyn, kai c>0, 
arba atstumu |с| žemyn, kai с<0. 


Parabolės y=ax'+bx+c šakos eina 
aukštyn, kai a > 0 (51 pav.); eina žemyn, kai 
а<0 (52 pav.). Parabolės viršūnė yra taške 
(x, 3241 kai x, T Yo Qm 
2a 4a 


simetrijos ašis — tiesė х= uL Skaičius c 


parodo, kokiame taške grafikas kerta y ašį. 
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e Kvadratinės funkcijos f(x)=ax?+bx+c grafiko braižymo 
algoritmas: 
1. Surandame parabolės viršūnės koordinates: 
b 4ac - b! 
X 7-415 № =). 


2. Sprendžiame kvadratinę lygtį /(х) = ах? +bx+c=0 ir randame 
kvadratinės funkcijos grafiko susikirtimo su Ox ašimi taškus. 
Jei D- b! -4ac» 0, tai grafikas kerta x ašį dviejuose taškuose х 


їг x, (Sie taškai yra kvadratinės lygties ax? + bx+ c = 0 šaknys); 
jei D - 0, tai grafikas liečia x ašį taške х= = 
jei D «O0, tai grafikas nekerta x ašies. 
3. Randame grafiko susikirtimo su Oy ašimi tašką. Į kvadratinės 
funkcijos /(x)=ax7+bx+c išraišką įstatome reikšmę х= 0: 
1(0)-а-0-5-04с-с. 
Taigi parabolė kerta Oy ašį taške (0; c). 
4. Išsiaiškiname, kai nukreiptos parabolės šakos; jei a > 0 — į viršų, 
jei a «0 – į apačią. 


5. Remiantis turimais duomenimis, braižome kvadratinės funkcijos 
grafiką. 


1 pavyzdys. Nubraižykime grafikus funkcijų: 
a) /(х)-х"-4х-5, b) f(x)  -x! +6x-5, 
с) (х) = х2+2х+1, d) /(х)= 2х2 - 4x«3. 
Sprendimas. а) Remdamiesi duotaja kvadratinės funkcijos 
f(x)=x*+4x-5 išraiška nustatome koeficientų a, b ir c reikšmes: 
a-l, b=4, c=-5. 


1. Duotosios funkcijos grafikas yra parabolė, kurios viršūnės abscisę 


apskaičiuojame pagal formulę x, = X Gauname: x, = x =-2. 


Į kvadratinės funkcijos išraišką /(х) = х +4х-—5 vietoje x įrašome 

surastą x, reikšmę (-2) ir apskaičiuojame parabolės viršūnės ordinate: 
» = 7(5)= 2) -4-(2)-5--9. 

Koordinačių. plokštumoje — paZymime kvadratinės funkcijos 
/(x)=x?+4x-5 grafiko – parabolės — viršūnės tašką (-2;-9). 

2. Surasime, kuriuose taškuose parabolė kerta abscisių ašį. Šių taškų 
abscisės yra kvadratinės lygties x“ +4x-5=0 sprendiniai Хүэ-5 ir 
x, =1. Taigi parabolė kerta abscisių ašį dviejuose taškuose (-5,0) ir 
(1;0). 

3. Randame tašką, kuriame parabolė kerta ordinačių ašį: kai x=0, tai 
f(0)20? -4.0—5- —5. Taigi parabolė 
kerta ordinačių ašį taške (0; —5). 

4. Parabolės simetrijos ašis yra tiesė 
x=-2. Parabolės šakos nukreiptos 


aukštyn, nes kvadratinės funkcijos 
išraiškoje /(x)=x7+4x-5 koeficien- 


f(x)=x"+4x-5 


tas prie x^ yra lygus 1, t.y. teigiamas 
skaičius. 
5. Braižome funkcijos 


(х) = xi +4x-5 grafiką (53 pav.). 


53 pav. 
b) Iš duotosios kvadratinės funkcijos išraiškos y--x?!46x-5 
nustatome koeficientų a, b ir c reikšmes: a=-1, b=6, c=-5. 


1. Randame parabolės viršūnės koordinates: 


ахаа ENT 
° 2a 24-1) " 


у= f(x)» х2 «6x, -5- -3! «6-3-5-4. 


Parabolės viršūnė yra taškas (3; 4). 

2. Išsprendę kvadratinę lygtį —x“+6x—5=0, randame jos šaknis 
x =l ir x,=5. Vadinasi, kvadratinės funkcijos /(x)=-x* +6x-5 
grafikas kerta x ašį dviejuose taškuose (1;0) ir (5;0) (54 pav.). 

3. Randame grafiko susikirtimo su 
Oy ašimi taško koordinates: kai x=0, 
tai /(0)=-07+6-0-5=-5. Taigi gra- 
fikas kerta y ašį taške (0;-5). 

4. Kadangi a=-1<0, tai parabolės 
šakos nukreiptos žemyn. 


5. Remdamiesi turimais duomenimis, 
braižome kvadratinės funkcijos 


y--x!«6x-5 grafiką (54 pav.). 54 pav. 


с) Iš duotosios kvadratinės funkcijos išraiškos /(x)=x7+2x+1 

nustatome koeficientų a, b ir c reikšmes: 
a=; В eel, 
Parabolés viršünës koordinatés уга У 
b i: Го) = х2 +2х+1 

"24775 

» = 7()= C! 42-(-0)41-0. 

Vadinasi, kvadratinės funkcijos 
f(x)=x°+2x+1 grafikas liečiaOx 
ašį taške (-1;0). 

Grafikas kerta Oy ašį taške (0;1). Kadangi a=1>0, tai parabolės 
šakos nukreiptos aukštyn. 

Funkcijos /(х) = x? +2x+1 grafikas nubraižytas 55 paveiksle. 


х = 


55 рау. 


d) Iš duotosios kvadratinės funkcijos išraiškos /(х) = 2х2 -4x«3 
nustatome koeficientų a, b ir c reikšmes: a=2, b=-4, с=3. 
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1. Duotosios funkcijos grafikas yra parabolė, kurios viršūnės abscisę 


apskaičiuojame pagal formulę x, = um Gauname: 
-4 i. T 
Xx 7-377 1. Į kvadratinės funkcijos išraišką 


f(x)=2x7-4x+3 vietoje x įrašome surastą jo reikšmę, t.y. 
skaičių 1, ir apskaičiuojame parabolės viršūnės ordinatę: 
» = f(x)» /()=2-17-4-1+3=1. 

Taigi parabolės viršūnė yra taškas (1; I). 

2. Surasime taškų, kuriuose parabolė kerta abscisių ašį, koordinates. 
Kvadratinės funkcijos išraišką prilyginę nuliui, gauname kvadratinę lygtį 
2x*7-4x+3=0. Šios lygties diskriminantas D=-8 yra neigiamas 
skaičius, todėl kvadratinė lygtis sprendinių neturi, o tai reiškia, kad 
parabolė nekerta abscisių ašies. 

3. Randame tašką, kuriame parabolė kerta ordinačių ašį: 

kai x=0, tai f(0)=2-07-4-0+3=3. 

Taigi parabolė kerta ordinačių ašį taške (0; 3). 

4. Parabolės simetrijos ašis yra tiesė 9) уб) = 2х2 -4х+3 
х=1.  Parabolés šakos nukreiptos 
aukštyn, nes koeficientas prie x^ уга 
teigiamas skaičius 2, ty. a-2. 

5. Remdamiesi gautais duomenimis 
braižome kvadratinės funkcijos 


(х) = 2х2 -4x+3 grafiką (56 pav.). 


56 pav. 


2 pavyzdys. 57 paveiksle pavaizduotas kvadratinės funkcijos 
(х) = > +bx+c grafikas. 


a) Raskime koeficientus b ir c. 
b) Raskime funkcijos nulius. 
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с) Apskaičiuokime parabolės viršū- 
nės taško koordinates. 

d) Nustatykime argumento reikšmes, 
su kuriomis funkcija įgyja teigiamas 
reikšmes. 

е) Su kuriomis argumento reikšmė- 
mis funkcija yra mažėjanti? 

f) Nustatykime funkcijos reikšmių sritį. 

Sprendimas. a) Įstatę į funkcijos 


57 pav. 


fQ)-ie +bx+c 
išraišką taškų 4(2;6) ir B(8;0) koordinates, gauname lygčių sistema: 
1.22 +2ь+с=6, forent 
i8 +8b+c=0; praece 
Išsprendę šią sistemą, randame, kad: 8--6, с-16. 
Vadinasi, funkcijos išraiška yra tokia: f(x) = > -6x+16. 


b) Rasime funkcijos /(x) nulius, t.y. tas argumento x reikšmes, su 
kuriomis funkcijos reikšmė lygi nuliui. Turime išspręsti lygtį 
f(<)=0, ty. lygtį > -6x+16=0. 


Šios lygties sprendiniai yra x =4 ir x,=8. Taigi /(х)-0, Ка 
x=4 ir x=8. 


с) Randame parabolės viršūnės koordinates: 


DE NEL E 
3, Arm 1 
2 


»-/(-3-6 -6:65162—2. 


Vadinasi, parabolės viršūnė yra taškas (6; —2); šio taško koordinatės 
yra X, =6, y, 2-2. 


d) Norint rasti argumento reikšmes, su kuriomis funkcija įgyja 


teigiamas reikšmes, reikia išspręsti nelygybę X -6х+16>0. 


Išsprendę šią nelygybę randame, kad xe(-0;4)U(8;+0). Ta patį 
atsakymą galėjome gauti ir nubraižę funkcijos f(x) grafiką. 

€) Iš grafiko matome, kad funkcija yra mažėjanti, kai хє (-0;6). 

f) Funkcijos reikšmių sritis yra intervalas [-2 ; +оо). 

Atsakymas. a) b=-6, c=16; b)4 ir 8; c) (6;-2); 
d) (-0;4)U(8;+0); е) (-0;6); f) E, =[-2;+0). 


3 pavyzdys. Parabolės у= ах? +bx+1 viršūnė yra taške А(1; 2). 
Raskime koeficientus a ir b. 

Sprendimas. Kadangi parabolė eina per tašką R(1;2), tai įstatę į 
funkciją y=ax7 +6x+1 šio taško koordinates x=1, у=2, gauname 


lygybę a-17+6-1+1=2, arba a+6+1=2; iščia а+Ь=-1. 
Viršūnės taško abscisė apskaičiuojama pagal formulę x, = + 
Kadangi taškas R yra parabolės viršūnės taškas, tai x, —1. Įstatę šią xo 
ikšme išrai эш. cede д 
reikšme | išraiška x, = zq’ Eauname lygy зуу l; ё йа б--2а. 
з a+b=1, 
Išsprendę lygčių sistemą o уу 


Atsakymas. а--1, 5-2. 


randame, kad а--1, 5-2. 


2.3. LAIPSNINĖS FUNKCIJOS 
2.3.1. Laipsninė funkcija su natūraliuoju rodikliu 
Funkciją, išreikštą formule /(x)= x", kurioje x — nepriklausomas 
kintamasis, vadiname laipsnine funkcija. 


Funkcija /(x)= x", kai n – natūralusis skaičius, vadinama laipsnine 
funkcija su natūraliuoju rodikliu. 


Kai п=1, gauname funkciją /(x)= x, kurios grafikas — tiesė; 

kai n-2, gauname funkciją /(х) = x^, kurios grafikas — parabolė; 

kai 1-3, gauname funkciją /(х) = x“, kurios grafikas — kubinė 
parabolė. 

Funkcijos /(х)-ах”, kai a>0, grafikas yra I ir III ketvirčiuose 
(58 pav.), kai a<0 — П ir IV ketvirčiuose (59 pav.). 


58 pav. 59 pav. 
Jei n — bet kuris lyginis skaičius, didesnis už 2, ty. n=2k, tai 
gauname funkciją /(х) = x". Tokios funkcijos grafikas primena 


parabolę (60 pav.). 

Jei n – bet kuris nelyginis skaičius, didesnis už 3, (у. n=2k+1, tai 
gauname funkciją /(x)=x**"'. Tokios funkcijos grafikas primena kubinę 
parabolę (61 pav.). 

JA у= 
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Kai n lyginis skaičius, tai funkcija yra lyginė, o jos grafikas 
simetriškas ordinačių ašies atžvilgiu. Funkcijos apibrėžimo sritis visi 
realieji skaičiai, o reikšmių sritis — neneigiami skaičiai. Intervale (-00:0) 
funkcija yra mažėjanti, o intervale (0 ; оо) funkcija yra didėjanti. 

Kai n nelyginis skaičius, tai funkcija yra nelyginė, o jos grafikas 
simetriškas koordinačių pradžios taško atžvilgiu. Funkcijos apibrėžimo ir 
reikšmių sritis — realiųjų skaičių aibė. Funkcija didėja visoje apibrėžimo 
srityje. 


1 pavyzdys. Raskime n, jei žinoma, kad funkcijos /(х) = х" 
grafikas eina per nurodytą tašką, kai: a) А(-2:16) ; b) B(4,5; 20,25). 

Sprendimas. a) Kadangi funkcijos f(x)- x" grafikas eina per tašką 
A(-2;16) tai įstatę į funkciją taško A koordinates, gauname lygtį 
16=(-2)"; iščia n=4. 

b) Kadangi funkcijos /(х) = х" grafikas eina рег tašką 
B(4,5;20,25), tai įstatę į funkciją taško B koordinates, gauname lygtį 
20,25 = 4,5"; iš čia n=2. 

Atsakymas. a) 4; b) 2. 


2 pavyzdys. Duota funkcija f (x) = (x - 2). 

a) Nubraižykime funkcijos /(x) grafika. 

b) Raskime funkcijos /(x) apibrėžimo sritį. 

с) Raskime funkcijos f(x) reikšmes, atitinkančias argumento 
reikšmę, lygią –3. 

d) Su kuriomis argumento reikšmėmis, funkcijos f(x) reikšmė lygi 64 7 

e) Su kuriomis x reikšmėmis funkcija /(x) įgyja neigiamas reikšmes. 

f) Nurodysime funkcijos f(x) didėjimo intervalą. 

Sprendimas. а) Funkcijos  f(x)-(x-2) grafikas gaunamas 
pastūmus funkcijos f(x)=x* grafiką рег 2 vienetus į dešinę pusę 
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(teigiamąja x ašies kryptimi) (62 pav.). 
b) funkcijos apibrėžimo sritis x e (- 0; +0). 
c) Kai x=-3, tai /(-3)-(-3-2) --125. 
d) Kai /(5)-64, tai 64-(х-2), 

х-2-464,х-2-4, x=6. 
e) Funkcija įgyja neigiamas reikšmes 

(х) «0, kai xe(-00;2). 
f) Funkcija didėja (—oo ; +оо). 

Atsakymas. b) (- © ; +оо), c) -125, d) 6, 
е) (-o;2), f (co; +оо). 


3 pavyzdys. Raskime koeficiento а reikšmę, kai funkcijos 
f(x)- ax! -2 grafikas eina per tašką P(-2; 7). 

Sprendimas. Kadangi funkcijos /(x)=ax'-2 grafikas eina per 
tašką P(-2;7), tai įstatę į funkciją taško P koordinates, gauname lygtį 
7=a(-2) - 2, kurią išsprendę randame, kad a =- T 

9 

Atsakyi am 8 T 
4 pavyzdys. Nubraižykime duotuju funkcijų grafikus, kai: 

а) /()- 5: -3, b) f(x) - x «2, 

с) (х) = - (x « 1 44. 
Sprendimas. 


a) Funkcijos /(х) = > -3 gra- 


fikas gaunamas 15 funkcijos f O 


grafiko pastūmus pastarąjį per 3 vienetus 


žemyn (63 pav.). 


b) Funkcijos /f(x)--x'«2 gra- 
fikas gaunamas iš funkcijos f (x) = -x° /(х=- +2 
grafiko pastümus pastarąjį per 2 vie- 


netus | viršų (64 pav.). 


64 pav. 

c)Pastüméje funkcijos /(x)=-x* 
grafiką per 1 vienetą į kairę, gauname 
funkcijos f(x)--(x-1) grafiką, o šį 
grafiką pastūmę per 4 vienetus į viršų, 


ЛО) = -(х+1) +4 
4 


gauname funkcijos /(x)=-(x+1) +4 
grafiką (65 pav.). 


65 pav. 


2.3.2. Laipsninė funkcija su sveikuoju neigiamu rodikliu 


Nagrinėkime funkciją /(х) = х", kurios n — natūralusis skaičius. 
Kai п=1, gauname funkciją f(x)- I Jos grafikas — hiperbolé. Ji 
sudaryta iš dviejų šakų, simetriškų koordinačių pradžios taško atžvilgiu. 

Funkcijos f (x) = 5, k 20, apibrėžimo sritis ir reikšmių sritis — visi 
realieji skaičiai, išskyrus nulį. Funkcija yra nelyginė. Kai k > 0, hiperbolé 
yra I ir III ketvirčiuose (66 pav.), kai k <0 — II ir IV ketvirčiuose (67 pav.). 


Jei funkcijos /(х) = х", kurios n – natūralusis skaičius, n — 


nelyginis skaičius, didesnis už vienetą, ty. n=2k+1, tai gausime 


funkciją p m Tokios funkcijos grafikas primena funkcijos 
x 


f(x) -1 grafika (68 pav.). 


Šios funkcijos apibrėžimo sritis ir 
reikšmių sritis — visi realieji skaičiai, 
išskyrus nulį. Funkcija nelyginė, nes 
grafikas simetriškas koordinačių pradžios 
atžvilgiu. Funkcija mažėjanti, jei grafikas 
yra I ir III ketvirčiuose, ir didėjanti, jei 
grafikas yra II ir IV ketvirčiuose. 


Jei funkcijos f(x)=x"", n - lyginis skaičius, ty. n=2k, gauna- 
me funkciją f (x) = E 
x 


Šios funkcijos apibrėžimo sritis — visi 
realieji skaičiai, išskyrus nulį, o reikšmių 
sritis — visi skaičiai iš intervalo (0; + о). 


Funkcija yra lyginė, o jos grafikas simet- 
riškas ordinačių ašies atžvilgiu (69 pav.). 69 pav. 


Intervale (-+0;0) funkcija yra didėjanti, о intervale (0;+2) yra 
mažėjanti. 


1 pavyzdys. Nurodykite k reikšmę, jeigu žinoma, kad funkcijos 
(х) = t grafikas eina per nurodytą tašką, kai: 


3. 
һ) (1:8). 


Sprendimas. a) Kadangi funkcijos f(x) „+ grafikas eina per taška 


a) A(-6;4), 
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A(-6;4), tai, įstatę į funkcijos f(x) išraišką taško A koordinates 


х--6, y=4, gauname lygtį "= iš čia k=-24. 
b) Kadangi funkcijos f(x) =— E grafikas eina per tašką 81 ;8 |, tai 
įstatę į funkcijos f(x) išraišką taško B koordinates х = + y=8, 


gauname lygtį 8- —; iš čia k = 6. 


912155 


Atsakymas. a) -24, b) 6. 


2 pavyzdys. Duota funkcija /(х) = 27. 


а) Nubraižykime funkcijos f(x) grafiką. 

b) Nurodykime funkcijos /(x) apibrėžimo sritį. 

с) Raskime funkcijos f(x) reikšmę, atitinkančią argumento x reikš- 
те, lygią –4. 

d) Su kuria argumento x reikšme funkcijos f(x) reikšmė lygi 6 ? 

е) Su kuriomis x reikšmėmis funkcija f(x) įgyja neigiamąsias 
reikšmes? 

f) Nurodykime funkcijos f(x) reikšmių mažėjimo intervalus. 


Sprendimas. a) Funkcijos f(x) z 


grafikas (70 pav.) gaunamas 15 funkcijos 
f(x) -2 grafiko pastümus pastaraji 
per I vienetą į dešinę puse (teigiamaja 
x ašies kryptimi). 


b) Funkcijos f(x) apibrėžimo sritis 


yra D, -(-9;l)u(l;4o), nes taške 


70 pav. 


x=1 funkcija f(x) yra neapibrėžta. 
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š : 2 2 
€) Kai x=-4, tai =т=: 
d) Išsprendę lygtį /(х)=6, ty. lygtį = =6, randame, kad 
x= 2 Vadinasi, f(x) = 6, kai x= 13 
е) Šias reikšmes surasime išsprendę nelygybę /(х)<0, ty. 


nelygybę — 0; iš čia x«l, ty. xe(-0;1). Taigi f(x)«0, kai 
x €(-9;1). Tai matome ir iš funkcijos f(x) grafiko (70 pav.). 
f) Iš funkcijos f(x) grafiko (70 pav.) matome, kad funkcijos 


reikšmės mažėja intervaluose (-00;1) ir (1; +оо). 
Atsakymas. b) D, -(-o;l)u(1;-o); c) -2; d) 3; е) xe(-o;1); 
f) funkcijos reikšmės mažėja intervaluose (-00:1) ir (1; +оо). 

3 pavyzdys. Duota funkcija f(x) -2— 1. 

a) Nubraižykime funkcijos f(x) grafiką. 

b) Nurodykime funkcijos /(x) apibrėžimo sritį. 


c) Kuriuose taškuose funkcijos f(x) grafikas kerta koordinačių ašis? 


d) Su kuriomis argumento x reikšmėmis funkcija f(x) įgyja tei- 
giamąsias reikšmes? 
e) Nurodykite funkcijos f(x) reikšmių sritį. у 


Sprendimas. а) Funkcijos f (x) = 2 -1 


grafikas gaunamas iš funkcijos f (х) = -1 
grafiko pastümus pastaraji per 2 vienetus 
aukstyn (71 pav.). 

b) Funkcijos f(x) apibrėžimo sritis 
уга D,=(-2;0)U(0; +e). 


c) Norėdami surasti taško, kuriame funkcijos f (9-2-- grafikas 


kerta Ox ašį, abscisę, turime išspręsti lygtį f(x)-0, ty. lygtį 
1 


2-L-0; iš Čia xc. Vadinasi, funkcijos f(x) grafikas kerta 


abscisių ašį taške (5:0). Funkcijos f(x) grafikas nekerta ordinačių 


ašies, nes kai x=0, funkcija /(x) yra neapibrėžta. 
d) Norėdami surasti tas argumento x reikšmes, su kuriomis funkcija 
f(x) igyja teigiamas reikšmes, turime išspręsti nelygybę /(х)»0, Ly. 


2x-1 


nelygybe 2-1>0, arba >0; iš čia хє(-ө:004( 056) 
Tai matome 15 funkcijos f(x) grafiko (71 pav.). 

е) Funkcijos f(x) reikšmių sritis уга E,=(-0;2)U(2;+0). Tai 
matome iš funkcijos f(x) grafiko (71 pav.). 


Atsakymas. b) D, = (-0;0)U(0; +®); с) (5 ; о}, kerta Ох ašį, o Oy 
ašies grafikas nekerta, d) (—oo ; 9-5 2 2) ;e) E, =(-0;2)U(2; +оо). 
4 pavyzdys. Parašykime duotosioms funkcijoms atvirkštinės funkcijas 
ir nubraižykime pradinės ir jai atvirkštinės funkcijos grafikus, kai: 
2 1 
b) f()- c, €) /@)=2+—у. 
Sprendimas. а) Pažymėję funkcijos priklausomą kintamąjį у 


a) (0-5 


užrašysime duotąją funkciją taip: »=- 5. Išreikškime funkcijos 


1 : > : А Em m AR) 
уз 222 kintamąjį x kintamuoju y: х+2= kė 2 y: 


Šioje lygybėje pakeičiame kintamuosius x ir y vietomis ir gauname 


"NS 1 ERN 1 
funkcija y --2 т? arba g(x) - 2 r 


m" MP " 1 TTA 
Funkcija g(x)- -2 тэр туга funkcijos f (x) = ss atvirkštinė. 


Nubraižome funkcijos f(x) = - (72 pav.) ir jai atvirkštinės 


+2 
funkcijos g(x)- -2- 1 (73 pav.) grafikus. 


72 pav. { 


b) Pazyméje funkcijos priklausomą kintamąjį y užrašysime duotaja 
funkcija taip: у-2а š 


Išreikškime duotosios funkcijos y = E kintamąjį x kintamuoju у: 


24x 2 
-2 -х-2 -1)-2 =—. 
xo ху=2+х, xy-x-2, х(у-1)=2, х = 
Šioje lygybėje pakeičiame kintamuosius x ir y vietomis ir gauname 


у= 

s 2 2 
funkcija peces arba z= —31. 

Funkcija 09-21 іг уга atvirkštinė duotajai funkcijai 


/(х)= 2, 1. NubraiZome funkcijos /(х) = Lu (74pav.) ir jai 


atvirkštinės funkcijos g(x)= E (75 pav.) grafikus. 
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x 


0-Ži 


74 pav. 


75 pav. 
с) Pažymėję funkcijos priklausomą kintamąjį y užrašysime duotąją 


funkciją (аір: у=2+ 25. . Išreikškime funkcijos у-2- B 


x-3 x-3 
kintamąjį x kintamuoju y: 
Ї 1 1 
= 2; X $e qe ts 
Lygybéje x- 3 +3 pakeitę kintamuosius x ir y vietomis, 


L 2 +3. Funkcija 


gauname funkcija у= L8 „arba g(x)- ээ 


g(x)= -5 +3 ir yra duotosios funkcijos f(x)=2+ тэ atvirkštinė. 
Nubraižome funkcijos f(x)- 2624 (76 pav.) ir jai atvirkštinės 


funkcijos g(x)= 513 (77 pav.) grafikus. 
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1 шал: me 
Atsakymas. э) 80)--2-4 b) (9-2: c) в(0)=——5+3. 
5 pavyzdys. Duota funkcija f(x) = Ly 2: 
х 


а) NubraiZykime funkcijos f(x) grafika. 
b) Nustatykime funkcijos f(x) apibrėžimo sritį. 
c)Raskime, su kuriomis argumento reikšmėmis funkcijos f(x) 
reikšmė lygi 4? 
d) Raskime, su kuriomis x reikšmėmis funkcija f(x) yra mažėjanti? 
е) Nurodykime funkcijos f(x) reikšmių sritį. 
Sprendimas. a) Nubraižome funkci- 


jos 1609-41-42 grafika (78 pav.). 
x 


b)Funkcijos f(x) apibrėžimo sritis 
уга D,=(-9;0)U(0; +). 


с) Išsprendę lygtį /(х) = 4, t.y. lyg- 
42 


. 1l 
ti y 6 gauname, kad х=+—-. 78 рау. 


d) Funkcija mažėja, kai хє (0; +оо). Tai matome iš funkcijos f (x) 
grafiko. 
e) Iš funkcijos f(x) grafiko matome, kad funkcijos reikšmių sritis 


yra ir intervalas (2; +). 


Atsakymas. b) D, =(-;0)U(0;+2); c) +2. d) (0; +); 


е) Е, = (2; +оо). 
2.3.3. Funkcija /(х) = Vx 
Kai n – lyginis, tai gauname funkciją /(x) = Ух (ke №). Lyginio 
laipsnio šaknį galime traukti tik iš neneigiamu skaičių, todėl funkcijos 
apibrėžimo sritis yra neneigiami skaičiai. Funkcija /(х)= Ух nėra nei 
lyginė, nei nelyginė, ir yra didėjanti (79 pav.). 


Kai n —nelyginis, tai gauname funkciją /(х) = "Vx (ке №). 
Funkcija yra apibrėžta visų realiųjų skaičių aibėje. Ji yra nelyginė ir 
didėjanti (80 pav.). 


79 pav. 


80 pav. 

1 pavyzdys. Raskime koeficiento k reikšmę, jei žinoma, kad 
funkcijos f(x)- kx grafikas eina per nurodytą tašką, kai: 

a) M(4;6), b) N(9;-2). 

Sprendimas. a) Kadangi funkcijos /(x)=kVx grafikas eina per 
tašką M(4;6), tai įstatę į funkciją taško M koordinates x=4, y=6, 
gauname lygtį 6=k4 ; iš čia k=3. 

b) Kadangi funkcijos f(x)=k+/x grafikas eina per tašką N(9;-2), 
tai įstatę į funkciją taško N koordinates x=9, y=-2, gauname lygtį 

ro 2 
-2-849: шин эээр Atsakymas. a) 3, b) -Ž. 

2 pavyzdys. 81 paveiksle pavaizduotas 
funkcijos /(х) = kx +1 grafikas. 

a) Raskime koeficiento k reikšmę. 

b) Nurodysime funkcijos f(x) api- 
brėžimo sritį. 

€) Apskaičiuokime /(8). 

d) Nurodykime funkcijos f(x) reikš- 7 5 
miu sritį. 81 pav. 

Sprendimas. a) Kadangi funkcijos /(x)=k+/x+1 grafikas eina рег 
tašką 4(3;4), tai įstatę į funkcijos f(x) išraišką taško А koordinates 


x-3, y=4, gauname lygtį 4=kvV3+1;iščia k=2. 

b) Funkcijos apibrėžimo sritis yra intervalas |[-1;+00), nes 
kvadratinės šaknies pošaknio reiškinys gali įgyti tik neneigiamas reikšmes, 
ty. x+120, kai x2-1. 


c) Kadangi funkcija turi pavidalą /(х)-24х-1, tai įstatę | jos 
išraišką argumento reikšmę x=8, gauname, kad /(8)-248-1-6. 

d) Funkcijos reikšmių sritis yra intervalas [0 ; +оо). 

Atsakymas. a) k=2; b) D, =[-1; +=); с) 6; d) E, =[0; +e). 


3 pavyzdys. Duota funkcija f(x) -1- Ух. 

a) Nubraizykime funkcijos f(x) grafika. 

b) Nustatykime funkcijos f(x) apibrėžimo sritį. 

с) Kokiame taške funkcijos /(x) grafikas kerta abscisių ašį? 

d) Su kuriomis x reikšmėmis funkcija f(x) įgyja teigiamas 
reikšmes? 

e) Nurodykime funkcijos f(x) mažėjimo intervalą . 

f) Nurodykime funkcijos f(x) reikšmių sritį. 

Sprendimas. a) Funkcijos f (х)=1- Jx grafikas pavaizduotas 82 
paveiksle. 

b) Funkcijos f(x) apibrėžimo sritis yra intervalas [0;--o), nes 
pošaknio reiškinys, t.y. x, negali būti neigiamas. 

с) Išsprendę lygtį /(x)- 0, t.y. lygtį 
1-4х-0, rasime taško, kuriame 
funkcijos f(x) grafikas kerta Ox ašį, 
abscisę. Ši lygtis turi vienintelį sprendinį 
x — 1. Vadinasi, funkcijos /(x)=1- Ух 
grafikas kerta abscisių ašį taške (1;0). 

d) Iš funkcijos f(x) grafiko (82 pav.) 


matome, kad funkcija įgyja teigiamas reikšmes, kai x e (0; I). 


1(9-1-4х 
82 рау. 
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e) Funkcija mažėja intervale (0, +e). 
f) Funkcijos f(x) reikšmių sritis уга E, =(—;1]. 
Atsakymas. b) [0; +оо); с) (1:0); d) (0;1); е) (0; +оо); f (о; 1]. 


4 pavyzdys. Para$ykime duotosioms funkcijoms atvirkStines funk- 

cijas, kai 
a)f()-4x«1; b)/()-4x-2, «)/(5)-4х-5. 

Sprendimas. а) Pažymėję funkcijos priklausomą kintamąjį у 
užrašysime duotąją funkciją taip: y= Vx +1. 

Išreikškime funkcijos y = Ух +1 kintamąjį x kintamuoju y: 

Jx+1=y, Vx=y-1, х=(у-1). 
Sukeitę kintamuosius x ir y vietomis, gauname funkciją 
y 2 (x-1y, arba g(x) = (x - 1). Funkcija g(x) = (x1). ir yra duotosios 
funkcijos /(х) = Ух +1 atvirkštinė. 

b) Pažymėję funkcijos priklausomą kintamąjį y užrašysime duotaja 
funkciją taip: у = J4x-2. 

Išreikškime funkcijos у = /x—2 kintamąjį x kintamuoju y: 

Jx-2-y (y20), х-2= y! (y20), х-у!-2 (y20). 

Paskutiniojoje lygybéje sukeitę kintamuosius x ir y  vietomis, 
gauname funkciją y 2x? 42, x20. 

c) Pažymėję funkcijos priklausomą kintamąjį y užrašysime duotaja 
funkciją taip: у= Vx+5. 

Išreikškime funkcijos y = Ух +5 kintamąjį x kintamuoju у: 

Vx+5=y, x+5=y', х= y!-5. 

Paskutiniojoje lygybéje sukeitę kintamuosius x ir y  vietomis, 
gauname funkciją у= х? -5, arba g(x) = x! -5. Funkcija g(x)- x? -5 
іг уга duotosios funkcijos f(x)=YVx+5 atvirkštinė. 

Atsakymas. 

a) g(x) = x-1 ; b) g(x)=x7+2, kai x20; с) а(х) = x5 - 5. 
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2.3.4. Laipsninė funkcija su racionaliuoju rodikliu 
Teigiamojo skaičiaus x laipsnis x“ yra apibrėžtas su bet kokiu 
racionaliuoju rodikliu r27., čia = — nesuprastinama trupmena. 
Kai r-m, m-sveikasis skaičius, tai gauname jau nagrinėtą 
funkciją f(x)- x". 


Kai r=} (n>1), tai gauname 


funkciją Fa - Vx, kurią taip pat 
nagrinéjome. 

Kai r уга teigiamas racionalusis 
skaičius, užrašomas nesuprastinama trup- 


om . е 
тепа r = = п»1, tai gauname funkciją 83 pav. 


/(х)=х' =x" = 4" 

Funkcijai /(х)-х” (т«п) atvirkštinė funkcija уга g(x)- x", 
todėl ju grafikai yra simetriški tiesės у = x atžvilgiu (83 pav.). 

Kai r yra neigiamas racionalusis skaičius, užrašomas nesuprastinama 


trupmena r = = , n»], gauname funkcija 


y=x ", 
п – lyginis skaičius 


84 paveiksle pavaizduotas šios funkcijos grafikas, kai п — lyginis skai- 
čius, o 85 paveiksle — kai п — nelyginis skaičius 
1 pavyzdys. Nustatykime, ar yra tokia п reikšmė, su kuria funkcijos 
f(x) = x" grafikas eina per nurodytą tašką: 
a) 4(8;4); b) B(3;243). 
Sprendimas. a) Kadangi funkcijos f(x)- x" grafikas eina per tašką 
A(8;4), tai įstatę į funkcijos f(x) išraišką taško А koordinates x=8, 


wjn 


y=4, gauname lygtį 4 = 8", arba 2°" =27; iš čia 3n=2, n= 


b) Kadangi funkcijos /(х) = х", grafikas eina per tašką 8(9; 243), 
tai įstatę į funkcijos f(x) išraišką taško B koordinates x=9, у= 243, 
gauname lyeti 
243-9" , arba 3° = 3". 
Išsprendę šią rodiklinę lygtį randame, kad п = Ž. 


E oni 
Atsakymas. a) 3 b) > 
2 pavyzdys. Raskime duotajai funkcijai atvirkstine funkcija, kai: 
3 


z 2 
a) f(x)=x* +2; b) /(х) 2(x- 05. 
Sprendimas. a) Pažymėję funkcijos priklausomą kintamąjį y užrašy- 
sime duotąją funkciją taip: 


x 
у=х*% +2. 
3 
Išreikškime funkcijos y = x* +2 kintamąjį x kintamuoju y: 


3 3i 4 
x*+2=y, хї-у-2, x=(y-2)3. 
Sukeitę kintamuosius x ir y vietomis, gauname funkciją 


y (25; arba g(xj (х-2). 


4 3 
Funkcija g(x) -(x-2)3 ir yra funkcijos f(x)= х* +2 atvirkštinė. 
b) Pažymėję funkcijos priklausomą kintamąjį y užrašysime duotąją 
funkciją taip: 
2: 
у=(х-1)3. 


2 
Išreikškime funkcijos у = (х – 1)5 kintamąjį x kintamuoju y: 
2 3 3 
(x-132y; x-1=y?; х=у? +1. 


Šioje lygybéje sukeitę kintamuosius x ir y vietomis, gausime 
funkcija 
3 E 
y=x? +l, arba #(х)= х? +1. 


3 2 
Funkcija g(x)-x?-1 ir yra duotosios funkcijos /(x)=(x-1)3 
atvirkštinė. 


Atsakymas. а) g(x)=(x- 25 ; b) g(x)= E. +1. 


2 
3 pavyzdys. Raskime laipsninių funkcijų /(х) = Vx ir g(x)=x? 
grafikų susikirtimo taškus. 


Sprendimas. Laipsninių funkcijų grafikų susikirtimo taškų abscises 
rasime išsprendę lygtį 
2 
3. 


f(x)=g(x), arba Vx = x? : 
(5) -(5]. х=х?, x-x'-0, x(l-x)=0; 


čia x=0, 1-х-0. Taigi х=0 ir x=1. 


Tada /(0)-40-0, ir /()-41-1. Vadinasi, funkcijų f(x) ir 
g(x) grafikai susikerta taškuose (0,0) ir (1; 1). 
Atsakymas. (0:0), (1; 1). 
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2.4. FUNKCIJU, KURIU KINTAMASIS YRA PO 
MODULIO ZENKLU, GRAFIKU BRAIZYMAS 


Žinoma, kad skaičiaus modulis parodo, kiek tas skaičius skaičių 
tiesėje yra nutolęs nuo nulio. 
Kadangi atstumai reiškiami neneigiamais skaičiais, tai |x| 20. 


Iš tikrųjų: |x| zi 


Nubraižykime funkcijos /(5)-1х| 
grafiką (86 pav.). Funkcijos apibrėžimo 
sritis — visų realiųjų skaičių aibė, ty. 

D(/)= R, o reikšmių sritis - neneigiamų 
realiųjų skaičių aibė, ty. Е(/) = [0; +e). 

Funkcija  /f(x)=|x| yra lyginė, nes /f(-x)-|-xl-|xl- f(x). 
Žinome, kad lyginės funkcijos grafikas yra simetriškas y ašies atžvilgiu. 

Remdamiesi modulio apibrėžimu gauname, kad 

[f (x), kai /(х)20, 
мо kai f(x) <0. 

Taigi funkcijos у = | /(x)| grafiką galime braižyti taip: 


x,kai x20, 
-х,Ка х«0. 


86 рау. 


1) nubraiZome funkcijos y — f(x) grafika, 

2) braižome grafika, simetrišką x ašies atžvilgiu, tai grafiko daliai, 
kuri atitinka neigiamas funkcijos reikšmes (yra žemiau x ašies). 

Ne žemiau x ašies esančios dalys sudaro funkcijos у = | /(х)| 
grafiką. 


1 pavyzdys. Nubraižykime funkcijų grafikus: 
a) /(5)-1х-1|: с) f(x) -|lxI- 2]; 
b) /(х)-2-1х|: d) fG)-|x -8x«7]. 
Sprendimas. а) Brėžiame pagalbinę tiesę /(х)-х-1 (87 pav.). 
Spinduliui, esančiam po x ašimi, brėžiame simetrišką x ašies atžvilgiu 
spindulį (88 pav.). Funkcijos /(x)=|x-1| grafiką sudaro du spinduliai, 
turintys bendrą viršūnę ir esantys ne žemiau x ašies (89 pav.). 


364 


A /@)=|x-1| 


87 pav. 88 pav. 89 pav. 


b) Funkcijos /(x)=2-|x| grafiką galima gauti iš funkcijos 
(х) = -Ix| grafiko (90 pav.) jį pastümus per 2 vienetus į viršų (91 pav.). 


У 
TET 


90 pav. 9] pav. 

c) Nubraižome funkcijos /(x)-|x|-2 grafiką (92 pav.), kuris gau- 
namas iš funkcijos /(x)=|x| grafiko (86 pav.) jį pastūmus per 2 vienetus į 
apačią. Atkarpoms, esančioms po x ašimi, brėžiame simetriškas x ašies 
atžvilgiu atkarpas. Gauname funkcijos /(x)=||x|-2| grafiką (93 pav.). 


J(x)=|x|-2 1(5)-1х1-2| 


92 рау. 93 рау. 
d) Nubraižome parabole /f(x)-x?-8x47 (94 рау.). Parabolės 
daliai, esančiai žemiau x ašies braižome kreivę, simetrišką x ašies 
atžvilgiu. Funkcijos Ло) = | -8x+7| grafiką sudaro virš x ašies 


esanti kreivė (95 pav.). 


с) Iš funkcijos f(x) grafiko (96 pav.) matome, kad funkcijos f(x) 
reikšmės didėja, kai x e (3; +). 

d) Iš funkcijos f(x) grafiko (96 pav.) matome, kad funkcijos /(x) 
reikšmės yra neigiamos, kai x e (2; 4). 

е) Iš funkcijos f(x) grafiko (96 pav.) matome, kad funkcijos f(x) 


{жшн reikšmių sritis yra intervalas [-1;+0), ty. E(/)=|[-1;+0). 
id i ^95 pav. Atsakymas. b) Grafikas kerta Ox ašį taškuose (2:0) іг (4;0), o 
kcija /(х)-1х-31-1. Oy ašį- taške (0;2); c) G3;+0); d) (2;4); е) E,=[-1;+0). 


a) Nubraižykime šios funkcijos grafiką. ч | 
b) Kuriuose taškuose funkcijos grafikas kerta koordinačių ašis. 3 pavyzdys. 97 paveiksle payaus 
c) Nurodykime funkcijos didėjimo intervalą. duotas funkcijos f(x)-x'-2|x|-3 
d) Su kuriomis x reikšmėmis, funkcijos reikšmės yra neigiamos? grafikas. Remdamiesi grafiku, nurody- 
е) Nurodykime funkcijos reikšmių sritį. kime "mis fudkeljes: 

Sprendimas. a) Funkcijos f(x) -|x-3|-1 grafiką galima nubraižyti a) reikšmių sritį; 


Ний" : FPES b) monotoniškumo intervalus; 
remiantis modulio apibrėžimu: : ; 
kai x-320, ty. x23, tai y, c) argumento reikšmes, su kurio- 


mis funkcija yra teigiama; 
=-= TE O е а 
. Јо) ` Ы ° d) mažiausią reikšmę. 
kai x «3, tai /(x)  -(x-3)-1- -x«2. 


į Atsakymas. 97 pav. 
Taigi f (x) = Bu grecia: a) E, - [-4; +e); b) funkcija didėja, kai x e (-1;0)U (I; + ©); mažėja, kai 


Pasirinke atitinkamas x reik&mes xe(-0;-1)0(0;1); c) f(x) »0, kai xe(-0;-3)U(3;+0); d) -4. 


nubraižome funkcijos /(x)=|x—3|-1 grafika (96 pav.). 4 pavyzdys. Nubraižykime duotuju funkcijų grafikus: 
b) Norėdami surasti taškų, kuriuose duotosios funkcijos 1 
а -1х411-1Х5-1: b = $ = 
/(х)=|х-3|-1 grafikas kerta Ox ašį, abscises, turime išspręsti lygtį fede peeled] ) 70) Ix| -2 9 fon 


/(х)=|х-3|-1 


96 рау. 


1 
х-2| 


705)-0, ty. |x-3|]-120: |х-3|=1, х-3-1 arba х-3--1, Nurodykime šiu funkcijų reikšmių sritis. 

NES: : - m : Sprendimas. a) Remdamiesi modulio 

iš čia x=4 ir x-2. Taigi funkcijos f(x) grafikas kerta Ox ašį apibrėžimu, gauname: 

taškuose (2;0) ir (4;0). Kai x=0, tai /(0)=|0-3|-1=|-3|-1=2. kai x«-1, tai /(5)--(х41)-х-1--2: 

Vadinasi, funkcijos f(x) grafikas kerta Oy ašį taške (0,2). Kuriuose kai -1<x<1, tai f(x)e x «1o x-122x; Ll 
taškuose grafikas kerta koordinačių ašis matome ir iš nubraižyto kai x>1, tai /(х)=х+1-(х-1)=2. 98 pav. 


funkcijos f(x)-|x-3|-1 grafiko (96 pav.). Pasirinkę atitinkamas argumento reikšmes, nubraižome funkcijos 
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f(x)=|x+1|-|x-1| grafiką (98 pav.). 
I$ grafiko matome, kad funkcijos reikšmiu sritis уга E, = [2:2]. 


b) Remdamiesi е, ана: gauni 
kai x «0, tai sa) ==> uj 


kai x 20, “4 


Nubraižome funkcijos f (x) = 


1 
[7-7 gratika 


(99 pav.). Iš šio grafiko matome, kad funkcijos f (x) ` ` 99 pav. 


M 


reikšmiu sritis уга E, = (-= 2 


€) Remdamiesi modulio apibrėžimu, gauname: 
kai x<2, tai f(x)=- — >; 
kai x »2, tai s=- 


i $]o0:9). 


100 pav. 


Nubraižome funkcijos f(x) = 


E grafika (100 pav.). 15 grafiko 
matome, kad funkcijos f(x) reikšmių sritis уга E, = (0; +оо). 

Atsakymas. 

1 

а) Е, =[-2;2]; Ь) Е, =(-®;-+у)ә(0;+%); с) Е, =(0;+0). 

5 pavyzdys. Nustatysime grafiškai, kiek sprendinių turi lygtis 
|(х— 2)(х + 4)| = 

Sprendimas. Lygties sprendinių skaičių nustatysime išsprendę duo- 
taja lygtį grafiškai. Rasime, keliuose taškuose kertasi funkcijų 
f(x) *|(x- 2)(x * 4)] ir g(x)=5 grafikai. Kadangi 

(x-2)(x 4) = x! -4x-2x-8- x! +2x-8, 
tai funkciją f(x) galime užrašyti taip: f (x) = | х?+2х-8|. 
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Funkcijos /(х) = | х? «2x - 8| grafiką lengva gauti iš funkcijos 


f(x)=x*+2x-8 grafi- 
ko, jei pastarojo dali, 
esančią po abscisių ašimi, 
atvaizduosime į jai simet- 
пка dalį Ох ašies 
atžvilgiu (101 pav. a dalis). 
Vienoje koordinačių plokš- 
tumoje nubraižę funkcijų 
/(х)=|(х-2)(х+4)| ir 


g(x)=5 grafikus (101 pav. 


b dalis) matome, kad jie kertasi keturiuose taškuose. Vadinasi, duotoji lygtis turi 


4 sprendinius. 
Atsakymas. 4 sprendinius. 


2.5. RODIKLINĖ FUNKCIJA 


Funkcija /(х)-а", kur a>0, asl, 


vadinama rodikline 


funkcija. Rodiklinės funkcijos apibrėžimo sritis — visų realiųjų skaičių 


aibė, reikšmių sritis — teigiamųjų skaičių aibė. 
Kai a>1, funkcija /(x)= a" yra didėjanti 


(102 pav.), kai 0 < a «1 — mažėjanti (103 pav.). 


Rodiklinés funkcijos /(х)-" grafikas 
eina per tašką (0;1), ty. grafikas kerta y 
ašį taške, kurio ordinaté у=1, о abscisė 
x=0. Rodiklinės funkcijos  f(x)-a* 
grafikas nekerta x ašies su jokia argumento 
x reikšme. 

Kai a=1, funkcija f(x)-l'-1 įgyja 
tą pačią reikšmę su visais x. 


Kai а-0 arba a«0, funkcijos /(х)-а" visiems x negalétume 
apibrėžti. Laipsnis 0* neturi prasmės. 

Funkcija f(x)=a*, kai a>1, didėja, be to, didėja tuo greičiau, kuo 
didesnis a (104 pav.). 

Funkcija /(x)=a“, kai 0«a«1, mažėja, be to, juo greičiau, kuo 
mažesnis a (105 pav.). 


I<a<b<c O<a<b<c<1 


104 pav. 105 pav. 


1 pavyzdys. Nubraizykime funkciju grafikus: 


9 /09-(1| +2: ә ло)", 
fer 


a) /(х)=2" –1; 


b) /(5)-3577, d) /(5)- 


= 


5 - 2]. 


Sprendimas. 

a) Funkcijos f(x)-2*-1 gra- 
fikas gaunamas pastümus funkcijos 
f(x)-2' grafika per 1 vienetą 
žemyn (106 pav.). 


b) Funkcijos /(x)=3**7 grafi- 
kas gaunamas pastūmus funkcijos 
f(x)23' grafiką per 2 vienetus į 
kairę pusę (107 pav.). 


с) Funkcijos — f(x)- (3) +2 


grafikas gaunamas pastümus funk- 


cijos f(x)- (3) grafika per 2 
vienetus | viršu (108 pav.). 


d) NubraiZome funk- 
cijos /(х)-5"-2 gra- 
fika (109 pav.). Grafiko 
daliai, esančiai po х 
ašimi, brėžiame  simet- 
rišką x ašies atžvilgiu. 

Gauname funkcijos 
(х) = (5° -2| grafika (110 pav.). 


e) Pasinaudoję modulio apibrėžimu 
funkciją /(x)=3!*! galima užrašyti taip: 


3", kai x20, 
3*. kai x<0. 
Funkcijos /(х)- 3"! grafikas 

pavaizduotas 111 paveiksle. 


f=] 


2 pavyzdys. Raskime funkcijų apibrėžimo sritį: 
TOETO (5) =, 
" n 2 EBS: РТТ үг 4 
Sprendimas. a)Funkcios /(x)=4 apibrėžimo sritį rasime 
išsprendę nelygybę x^ -220; iš čia хє Co ;- Jl; +o). 
Taigi D, € (79;-42]o [2 5 +o). 


2 гү { : "EM 
b) Funkcijos f (x) = (3) -1 apibrėžimo sritį rasime išsprendę 
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nelygybę (3) -120: 


1 53 1 x 1 0 
() eds (3) 38) , xX0, ty. xe(-o;0]. 
Taigi D, = (-«;0]. 


Atsakymas. a) D, 2 (-;-42 ]u[42 ; +); b) D, 2 (-9:0]. 


3 pavyzdys. Raskime funkcijų reikšmių sritį: 
а) f(x)23* +1; с) А(х)= -3* +4; 


b) g(z)ue2 5; d) TEDE 


Sprendimas. Nubraižę duotųjų funkcijų grafikus (112-115 pav.), 


nustatome funkcijų reikšmių sritis. 


114 pav. 


115 pav. 


Atsakymas. a) E, = (1; +0); b) E, =(0;+%); с) E, =(-0;4); 
d) E, - (0 1]. 
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4 pavyzdys. Duota funkcija f(x) = 2* -3. 

а) Nubraižykime funkcijos f(x)- 2“ -3 grafiką. 

b) Raskime funkcijos grafiko ir koordinačių ašių susikirtimo taškus. 

с) Su kuriomis argumento reikšmėmis funkcijos reikšmės yra teigiamos? 

d) Nurodykime funkcijos reikšmių sritį. 

Sprendimas. a) Funkcijos f(x)=2“ -3 grafiką galima gauti iš funk- 
cijos /(х) = 2* grafiko pastūmus jį рег 3 vienetus žemyn (116 pav.). 

b) Grafikas kerta Ox ašį taške, kurio 
ordinatė lygi nuliui. Norėdami rasti šio taško 
abscisę, turime išspręsti lygtį f(x)-0, ty. 
lygtį 2“-3=0; iš čia 2-3, x-log,3. 
Taigi funkcijos f(x) grafikas kerta Ox ašį 
taške (log, 3; 0). Grafikas kerta Oy ašį 
taške, kurio abscisė lygi nuliui. Kai x=0, tai 
£(0)=27-3=1-3=-2. Vadinasi, funkcijos f(x) grafikas kerta Oy 
ašį taške (0;- 2). 

€) Norėdami surasti argumento x reikšmes, su kuriomis funkcijos 
f(x) reikšmės yra teigiamos, turime išspręsti nelygybę /(x)>0, ty. 


116 pav. 


nelygybę 2“ -3» 0. Gauname: 
2*-3>0, 2“>3; iščia x »log, 3, Ly. xe (log, 3; + 0). 

Taigi /(х)»0, kai x>log,3, ty. xe (log, 3; +e). 

d) Funkcija f(x)-2*-3 gali įgyti reikšmes iš intervalo (-3; +оо). 
Tai matome iš funkcijos f(x) grafiko (116 pav.). Vadinasi, funkcijos 
f (x) reikšmių sritis yra intervalas (—3; + oo). 

Atsakymas. b) Grafikas kerta Ox ašį taške (log, 3:0), kerta Oy ašį 
taške (0:-2): c) (юв,3:40), d) Е,-(-3:400. 


5 pavyzdys. Parašykime duotosios funkcijos atvirkštinę funkcija ir 
nubraižykime abiejų funkcijų grafikus: 


TOOR 


Užrašykime funkcijų apibrėžimo ir reikšmių sritis. 


b) f(x)2 4 +1. 


x«l 
Sprendimas. a) Norint parašyti funkcijai »-(3) atvirkštinę 


funkciją reikia išreikšti kintamąjį x kintamuoju y: 


х+1 х+1 
1 ха 
т) ^» log (5) -log, y, -(3) У 


x*1-log, y, х= 108, y-1. 
3 3 
Sukeitę kintamuosius x ir y 


vietomis, gauname funkcijos 


x+l 
/6=|2) atvirkštinę funkciją Ape Mio 


g(x) - log, x-1. 117 pav. 
3 

Funkcijų f(x) ir g(x) grafikai simetriški tiesės у = x atžvilgiu (117 pav.). 

Funkcijos f oG apibrėžimo sritis D(f)=R, o reikšmių 
sritis Е(/)= (0; +оо). Funkcijos g(x)=log 1x71 apibrėžimo sritis 
D(g)- (0; +оо), o reikšmių sritis E(g)= R. | 

b) Išreikšime funkcijos y = 4* +1 kintamąjį x kintamuoju y: 

4% +1= у, 4'-y-l, log,4'-log,(v-1) (logaritmuojame); iš 


čia x -log,(v- 1). 
Sukeitę kintamuosius vietomis, gauname funkciją у = log, (x- 1). 


Taigi funkcijos f(x)- 4* +I atvirkštinė funkcija yra 


g()-log G1. Р 
Funkciju f(x) ir g(x) grafikai simet- 
riški tiesės y = х atžvilgiu (118 pav.). 


Funkcijos f(x)- 4" +1 apibrė- 
žimo sritis D(f) = R, о reikšmių 
sritis E(f) = (1; +оо). 

Funkcijos g(x)-log,(x-1) apibrė- 


| &(х) = 1ов,(х-1) 
žimo sritis D(g)= (1; +œ), o reikšmių 
sritis E(g)= R., 

Atsakymas. a) D(/)= E(g)- R, E(/)= D(g)- (0; +); 
b) D(/)= Elg)=R; E(/)= E(g) - (0; +оо). 


118 pav. 


2 
6 pavyzdys. Raskime funkcijos /(x)= (1) T didžiausią reikšmę. 
Sprendimas. Duotą uždavinį galima spręsti keliais būdais. 
1 būdas. Duotosios funkcijos / (x) apibrėžimo sritis yra 
р(/)-(-о:4о0). 


Randame funkcijos f(x) išvestinę ir ja prilyginame nuliui: 


у) qr (2 -2х) mi Q2) (-In2)e 


х2-2х 
-6) :2(1-x)]|n2. (х) =0, kai l- x20, ty. x=1. 
max 
f'(x) ženklai: ET S 
1 х 


Nustatome f'(x) ženklą intervale (-со:1): /'(0)>0. 
Nustatome f'(x) ženklą intervale (1; +оо): /'(3)«0. 
Taigi taške x=1 duotoji funkcija f(x) įgyja maksimumą. Randame 
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šį maksimumą: 
jj? aat 
£0-(4) = (2 ) =2. 
Gavome, kad funkcijos / (х) maksimumas lygus 2. 


Vadinasi, duotosios funkcijos didžiausia reikšmė, sutampanti su 
funkcijos maksimumu, lygi 2. 


2 būdas. Randame funkcijos g(x)= x? — 2x reikšmių sritį. Pazymime 
х? -2x-a. 


Gauname lygti х? -2х-а=0. Rasime visas a reikšmes, su 
kuriomis duotoji kvadratinė lygtis turi sprendinius. Surastos a reikšmės ir 
sudarys funkcijos g(x) reikšmių sritį. 


Lygtis x!-2x-a-0 turi sprendinių, kai jos diskriminantas уга 
neneigiamas, t.y. 
D=4+4a>0. 
Gavome nelygybe 
4-4а20, arba а> -1. 


Vadinasi, funkcijos g(x) reikšmiu sritis 
E(g)- [-1: +9). 


a 
Randame funkcijos f (a) = (+) reikšmę taške а=-1: 


Ištiriame funkcijos /(a) elgesį, kai a > +0: 


kai а — +оо, tai (+) -» 0. 


х2-2х 
Taigi funkcija f 09-13) kinta intervale (0;2], ty. šios 


funkcijos reikšmių sritis yra E( f) - (0; 2]. 
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Vadinasi, duotosios funkcijos f(x) didžiausia reikšmė lygi 2. 
Atsakymas. 2. 


7 pavyzdys. Nustatysime, ar funkcijos f (x) 22* ir g(x)= 211 igyja: 
a) pačią didžiausią reikšmę; 
b) pačią mažiausią reikšmę. 
Sprendimas. Braižome funkcijų f (х) =2” ir g(x)= 215! grafikus. 
Funkcijos f(x) apibrėžimo sritis О(/) = (оо; + eo), 
о funkcijos g(x) apibrėžimo sritis уга D(g)=(-0; + eo). 
Funkcija / (х) = 2" yra didėjanti visoje savo apibrėžimo srityje. 
Funkcija g(x)= 215! yra lyginė. 
Apskaičiuojame keletą funkcijos 
f (x) = 2" reikšmių: 


ID=}, (C224 


ЛС), /(0)=1, 
f/()-2, /(2)-4, 
f(3)-8. 


119 pav. 120 pav. 
Iš funkcijos f(x) grafiko (119 pav.) matome, kad funkcija 
f (x) = 2* neigyja nei mažiausios, nei didžiausios reikšmių, o iš funkcijos 
g(x) grafiko (120 pav.) matome, kad ši funkcija įgyja tik mažiausią 
reikšmę, lygią 1. 
Atsakymas. а) Funkcijos f(x) ir g(x) neįgyja didžiausios 
reikšmės. b) Funkcija f(x) neįgyja mažiausios reikšmės, o funkcija 


g(x) igyja mažiausią reikšmę, lygią 1. 


2.6. LOGARITMINÉ FUNKCIJA 
Funkcija, apibrėžta teigiamų skaičių aibėje lygybe y= log, x 
(а»0, аж1), vadinama logaritmine funkcija pagrindu a . 
Logaritminė funkcija у = Іов, х уга rodiklinės funkcijos y= a“ 
atvirkštinė, todėl jos grafikas yra simetriškas funkcijos y=a“ grafikui 


tiesės y= x atžvilgiu. 


121 paveiksle pavaizduoti funkcijų 
y=log,x ir y=a* grafikai, kai a >1. 
Šie grafikai yra simetriški tiesės y = x 
atžvilgiu. 122 paveiksle pavaizduoti 
funkcijų y=log,x ir y=a“ grafikai, 
kai 0<а<1; šie grafikai yra simetriški 
tiesės y= x atžvilgiu. 

123 paveiksle pavaizduoti funkcijų 
y=log,x ir y=2“ grafikai. Funkcija 
y=log,x yra atvirkštinė funkcijai 
y=2*, todėl jos grafikas simetriškas 
funkcijos y=2“ grafikui tiesės y = x 
atžvilgiu. 

Jei a>1, tai funkcijos y = log, x 
grafikas panašus į funkcijos y = log, x 
grafiką; jei 0« a «1 — į funkcijos 
y=log, x grafiką. 

2 


Bet kurios logaritminės funkcijos 
y=log,x grafiką galima gauti 
atitinkamai transformuojant funkcijos 


y=log, x grafiką. Pritaikę formulę 


| og, x 
Eg log, а 


b 


su b-2 gausime, kad 


1 
савая (а>0, a=1). 


Funkcijos у = 108, х grafiko taškai gaunami iš funkcijos у = log, x 


grafiko taškų nekeičiant jų abscisių, o ordinates dauginant iš konstantos 
M Ва 
log,a' 


Jei a>2, tai log,a»0, 0< | <! ir norint y -log,x grafiką 
log, a 


gauti iš y=log, x grafiko pastarąjį reikės „suspausti“. 


Kai 1<а<2, tai O«log,a«l, >1 ir grafiką reikės 


log, a 
„ištempti“ (124 pav.). 

Norėdami gauti iš y=log,x grafiko funkcijos y=log,x grafiką, 
kai 0<а<1,‚ turėtume iš pradžių „suspausti“ ar „ištempti“ grafiką, o po 
to atvaizduoti jį simetriškai Ox ašies atžvilgiu (125 pav.). 
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Logaritminė funkcija y-log,x (а>0, а+1) apibrėžta teigiamų 
skaičių aibėje, jos reikšmių aibė — visų realiųjų skaičių aibė. Kai a>1, 
funkcija yra didėjanti (126 pav.), kai 0«a «1 — mažėjanti (127 pav.). 
Logaritminés funkcijos grafikas kerta abscisių ašį taške (1;0), nes kai 
х=1, tai y -log,1—0, o ordinačių ašies nekerta su jokia argumento х 
reikšme, nes kai x=0, tai logaritminė funkcija y-log,x su šia 
argumento reikšme yra neapibrėžta. 


126 pav. 
Kai a>1,patogu naudotis tokiomis 
logaritminės funkcijos savybėmis: 
1) Jei a>1 ir x>1, tai log,x>0; 


2)jei a>1 ir 0«х«1, tai log, x «0. 
Pavyzdžiui, 128 paveiksle x, »1, to- 
dėl log, x, » 0, 


o 0«х,«1, todėl log, x, «0. 

Kai 0<а<1, patogu naudotis tokio- 
mis logaritminés funkcijos savybémis: 

1)jei 0«a«1 ir x»1, tai log, x «0; 

2)jei 0<а<1 ir a«x«l,tai log, x » 0. 


Pavyzdžiui, 129 paveiksle х, > 1, todėl 


log, x, «0, o 0«х, «1, todėl log, x, > 0. 
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1 pavyzdys. Nubraižykime duotųjų funkcijų grafikus, kai: 


a) f(x) =108,(х+1); с) 70)-108,(х-2), 
2 
b) f(x) -log, x2; d) f(3) -3-log, x. 
Sprendimas. oi f(x) = 10в,(х+1) 


a) Funkcijos /(х) =108,(х+1) 
grafikas gaunamas pastümus 


f(x) = log, x 


funkcijos f(x)-log,x grafika per 
1 vieneta | kaire puse (130 pav.). 


b) Funkcijos /(x)=log,x+2 
grafikas gaunamas pastūmus 
funkcijos f(x)=log,x grafiką per 
2 vienetus į viršų (131 pav.). 


с) Funkcijos f(x)=log, (x-2) 
2 


grafikas gaunamas pastümus | 705) -108,(х-2) 
1 


funkcijos f(x)-log, x grafiką per 
т 
2 vienetus | desine puse (132 рау.). 


d) Pertvarkome funkcija 
f(x) 23-1og, x 23log, x, nes 
5 


Лоа) = 
132 рау. 


log, x 


log, x-log,., x=-log, x. Vadinasi, 
5 


funkcijos f(x)-3-log,x grafikas 02218 ЖО НЕ 


gaunamas pastümus funkcijos Ики 
f(x)=log,x grafiką per 3 1 
5 
i ivi f(x) -log x 
vienetus | viršu (133 pav.). 133 pav. : 


2 pavyzdys. Duota funkcija f (x)= log, (x +3). 

a) Nubraižykime funkcijos f(x) grafiką. 

b) Raskime funkcijos f(x) apibrėžimo sritį. 

с) Raskime taškus, kuriuose funkcijos f(x) grafikas kerta 
koordinačių ašis. 

d) Raskime, su kuriomis argumento x reikšmėmis funkcija f(x) 
įgyja teigiamas reikšmes. 

е) Nurodykime funkcijos f(x) reikšmių sritį. 

Sprendimas. 

a) Funkcijos /(x) grafikas pavaiz- 
duotas 134 paveiksle. 


УМ /(x)=log,(x+3) 


b) Funkcijos /(x) apibrėžimo sritis 
D(/f)=(-3;+0), nes pologaritminis 
reiškinys gali įgyti tik teigiamas 
reikšmes, ty. x+3>0; iš čia x>-3. 


134 pav. 


с) Taško, kuriame funkcijos f(x) grafikas kerta Ox ašį, abscisę 
rasime išsprendę lygtį /(x)=0, t.y. lygtį log, (x+3)=0: 

х43-27, x+3=1; iščia x=-2. 

Vadinasi, funkcijos f(x) grafikas kerta Ox ašį taške (-2; 0). 

Funkcijos f(x) grafiko susikirtimo su Oy ašimi taško ordinate 
rasime į funkcijos /(x) išraišką įrašę argumento reikšmę x= 0. Taigi 

у= f(0)= log, (03) = log, 3. 

Vadinasi, funkcijos /(x) grafikas kerta Oy ašį taške (0; log, 3). 

d) Funkcija įgyja teigiamas reikšmes su tomis argumento x reikš- 
mémis, su kuriomis yra teisinga nelygybė /(x)>0, t.y. nelygybė 

log, (x+3)>0; iš čia x» -2. 

Taigi /(x)>0, kai xe(-2; + 0). 


Iš funkcijos f(x)=log,(x+3) grafiko (134 pav.) matome, kad 
funkcija f(x) įgyja teigiamas reikšmes, kai xe (2; +e). 

e) Funkcijos reikšmių sritis E f R, t.y. visa realiųjų skaičių aibė. 

Atsakymas. b) D, =(-3; +оо); c) kerta Ox ašį taške (-2;0), kerta 
Oy ašį taške (0; log, 3); d) xe(-2; +œ); e) E, =(-0;+0). 


3 pavyzdys. Nubraižykime duotųjų funkcijų grafikus: 
а) /(x)=|log, x|; b) g(x) - log, | x]. 
a) Pasinaudoję modulio apibrėžimu, funkciją /(x)=|log, x| galime 
užrašyti taip: 
f) log, l=] 


Funkcijos у= |108, х| grafikas 
pavaizduotas 135 paveiksle. 


log, x, kai log, x 2 0, 
-log, x, kai log, x «0. 


b) Pasinaudoje modulio apibré- 
žimu, funkciją g(x)-log,|x| galime 
užrašyti taip: 


еб) = в, |х]={ 


Funkcijos y = Іов, |х| grafikas 
pavaizduotas 136 paveiksle. 


log, x, kai x>0, 
log, (-x), kai x «0. 


136 pav. 


4 pavyzdys. Duota funkcija f (x) = 


e 6-2] 


a) Nubraižykime funkcijos f(x) grafiką. 
b) Raskime funkcijos apibrėžimo sritį. 

с) Nurodykime monotoniškumo intervalus. 
d) Nurodykime funkcijos reikšmių sritį. 
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Sprendimas. а) Nubraizykime funkcijos /(х)-108,(х-2) grafiką 
3 
(137 pav.). Grafiko daliai, esančiai po х ašimi, brėžiame simetrišką x ašies 


atžvilgiu dalį. Gauname funkcijos /(x)=|log,(x- 2) grafika (138 pav.). 
3 


{ 0) - log (6-2 
1 3 


Iœ- 


22 
3 


138 рау. 


137 рау. 

b) Funkcijos apibrėžimo sritis (2; +оо), nes pologaritminis reiškinys 
gali įgyti tik teigiamas reikšmes, t.y. x-2» 0, iš čia x »2. 

c) Funkcija mažėja, kai x€(2;3), о funkcija didėja, Ка 
хє(3,4о0). 

d) Funkcijos reikšmių sritis [0 ; +оо). 

Atsakymas. b) D, - (2; +œ); c) didėja, kai x€(2;3), mažėja, kai 


x€(3;*o), d) E, =[0;+%). 


5 pavyzdys. 139 paveiksle pavaizduotas funkcijos /(х) = log, (x —1) 
grafikas. Raskime a. 

Sprendimas. Kadangi funkcijos f(x)- log, (x—1) grafikui priklauso 
taškas A(5;1), tai įstatę šio taško 
koordinates į funkcijos išraišką, 
gauname lygybę 1=1ор (5-1), arba 
log,4=1. Iš šios lygybės randame, 
kad a=4. 

Atsakymas. 4. 
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6 pavyzdys. Raskime duotųjų funkcijų apibrėžimo sritį: 
a) у(х) - log, (x? -4). e) f G) «log, 6 -x*). 


- | +5 
b) Ло) = ов, 15, a so- EE 
2 


Sprendimas. Logaritminė funkcija f(x)=log,x (а»0,а«1) 
apibrėžta teigiamų skaičių aibėje. 

a) Funkcijos f(x)= log, (x? - 4) apibrėžimo sritį rasime išsprendę 
nelygybę x^ -4»0; iš йа xe(-0;-2)U(2;+0). 

Taigi D,=(-0;-2)U(2;+0). 


m 1- ri e 5 š : 
b) Funkcijos f(x)-log, = apibrėžimo sritį rasime išsprendę 
2 


nelygybę — L 2? 0. Pirmiausia šia nelygybe pertvarkykime: 
- -(x-1l) - D. -(х-1) 1) х-1 
“уул 45 xu pe 2p 


Paskutiniąją nelygybę sprendžiame intervalų metodu (140 pav.). 


+ NZ - yt 
B 1 x 
140 pav. 
Matome, kad nelygybės sprendinių aibė yra intervalas (-2;1). Taigi 


duotosios funkcijos apibrėžimo sritis уга D, =(-2; 1). 


с) Funkcijos f (x) =log, Ü - x?) apibrėžimo sritį rasime išsprendę 


3-x!»0, 
sistema 4х>0, 
xzl. 
x! «3, (x-53)(x« 3) «0 -43 <x< 43, 
Gauname: 4x » 0, x»0, x»0, 
LAR ха ##1. 


Paskutiniosios nelygybių sistemos sprendinių aibę sudaro intervalų 
(0;1) ir (; V3) sąjunga (141 pav.). Taigi D, = (0; Do í ; УЗ). 


141 k 
-5 014 * pay 


log,(x+5) 


d) Funkcijos f(x) = 1—1 apibrėžimo sritį rasime išsprendę 
m 


х+5>0, 
x!-120; 
Taigi D, = (5; –1)0(-1;)0(1; +оо). 
Atsakymas. а) (90; -2)0(2; +); b) (-2:1): €) (0:1)5(:43), 
d) (-5;-1)u(-1;1) o (1; +оо). 


sistema Í iš čia xe(-5;-1)u (-1; D)u(1; +оо). 


7 pavyzdys. Parašykime duotuju funkcijų atvirkstines funkcijas ir 

nubraižykime duotosios ir jai atvirkštinės funkcijos grafikus. 
a) f(x) -log; x-1; b) /(x)= log, (x 2). 

Užrašysime funkcijų apibrėžimo ir reikšmių sritis. 

Sprendimas. а) Norint parašyti 
funkcijai y-log,x-1 atvirkštinę 
funkciją, reikia išreikšti kintamąjį x 
kintamuoju y: 

log; x -1- y, 

Юр,х-у41, x25". 

Sukeite kintamuosius x ir y 
vietomis, gauname atvirkštinę funk- 
ciją у= 5'*', arba g(x)=5*"!. 142 pav. 

Funkcijų f(x) ir g(x) grafikai simetriški tiesės у = x atžvilgiu 
(142 pav.). 

Funkcijos /(x)= log, x—1 apibrėžimo sritis D, = (0; +e), о 


reikšmių sritis Е, =R. Funkcijos g(x)-25"' apibrėžimo sritis 


D. = R, o reikšmių sritis E, =(0;+0). 


b) Norint parašyti funkcijai 
y=log,(x+2) atvirkštinę funk- 
ciją, reikia išreikšti kintamąjį x 
kintamuoju y: 
log,(x+2)= y, 
x*222". x22" -2. 
Sukeitę kintamuosius x ir y 


J (x) = log, (x +2) 


vietomis, gauname funkcijai | 143 рау. 
y 7 log, (x * 2) atvirkstine funkcija у= 2* -2, arba g(x)- 2* -2. 
Funkcijų /(x)=log,(x+2) ir g(x)-2'-2 grafikai simetriški 
tiesės y = x atžvilgiu (143 pav.). 
Funkcijos /(x)=log,(x+2) apibrėžimo sritis D,=(-2;+0), o 
reikšmių sritis E, = R. 
Funkcijos g(x)=2“ -2 apibrėžimo sritis D, = К, o reikšmių sritis 
E,=(-2;+0). 
Atsakymas. a) D, = Е, =(0;+0), E,=D,=R; 
b) D, = E, =(-2;+0), E, =D, = R. 
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III DALIS. TRIGONOMETRIJA 
1 SKYRIUS. TRIGONOMETRINĖS FUNKCIJOS 
1.1. KAMPŲ MATAVIMAS LAIPSNIAIS IR RADIANAIS 


Kampas geometrijoje — plokštumos dalis, kurią riboja du iš vieno 
taško išeinantys spinduliai. 
Kampams matuoti dažniausiai vartojamas matavimo vienetas — 
laipsnis. Vieno laipsnio ( 1? ) kampą gausime nubrėžę apskritimą, padaliję 
jo lanką į 360 lygių dalių ir iš apskritimo centro per vienos dalies galo 
taškus nubrėžę spindulius. 


Kampams matuoti vartojami ir smulkesni matavimo vienetai. Tokie 
matavimo vienetai е minutė (1) ir sekundė (17). 


1 


Minuté уга — i laipsnio dalis: 1- "2 18 
x 1 ^d. , l „1° 
Sekundė yra 60 minutés dalis: 1 60 rz 3600 1° 


Matematikoje dažnai patogu vietoj laips- 
nio vartoti kitą matavimo vienetą — radianą. 

Centrinio kampo, atitinkančio apskritimo 
lanką, kurio ilgis lygus apskritimo spinduliui, 
didumas lygus 1 radianui (1 pav.). 


Norint sužinoti kampo didumą radianais, 
galima nubrėžti apskritimą su centru kampo 4 
viršūnėje (2 pav.), išmatuoti lanko tarp kampo 
kraštinių ilgį ir surasti šio ilgio santykį su 


apskritimo spindulio ilgiu. Gautasis skaičius Б 
S rad 2 pav. 

(Qu uka: : Зи ЭГ UAB 

išreiškia kampo АОВ didumą radianais. Taigi Z AOB = OB rad . 
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Nustatysime ryšį tarp dviejų matavimo vienetų — laipsnio ir radiano. 

Panagrinėkime ištiestinį kampą, kurio 
didumas lygus 180? (3 pav.). 

Kampo АОВ spinduliai ОА ir OB 
yra vienoje tiesėje, dalijančioje apskritimą 
su centru kampo viršūnėje pusiau, taigi 


ОАВ = T-2nR-nR, 


„АВ лк 
R rad=— rad = x rad. 


Kadangi ZAOB =180°, tai teisinga lygybė 180° = xrad. Iš ба 


АОВ = 


122 rada 0,01745 rad , 


180 917744" ji 1° 
180 lrad = c &57*1745'. Taigi 1 


atitinka TE radianų, o viena radianą atitinka нэ ж 57 laipsniai. 


Pakeičiant E į radianus, naudojama formulė: 


a? 5173 - rad. 


i =1° Ж „л>. 
Kai а =1° gauname, kad 1 5180 гаа. 


Pakeičiant radianus į laipsnius, naudojama formulė: 
arad= (280 |a ) А 
T 


Kai а =1 ғаа gauname, kad 1 rad (8S x 5791745. 


1 pavyzdys. Išreikškime radianais: a) 36°; b) 135°. 


Sprendimas. Remiantis kampu laipsniu pakeitimo radianais formule, 
gauname: 


a) 3692 ..36- T. rad ; b) 135° = 1352 3T rad. 


180 5 180 


Atsakymas. 2) š rad ; b) ЭЛ rad š 


2 pavyzdys. Išreikškime laipsniais: a) T b) 4rad. jei r <a <3E, tai a. уга III ketvirčio kampas, 


Sprendimas. a) 2 rad = 2 . mw =120°; jei E «a «2n, tai а yra IV ketvirčio kampas. 
b) 4rad =4-180 -= PO „ 229°, | ' 
л 314 1 pavyzdys. Kuriam ketvirčiui priklauso posūkio kampas a, kai jis 
>. ° jo jo 3 
1.2. POSÜKIU KAMPAI lygus: a) 195°, b) 460°, c) -3009, d) > ? 


Sprendimas. a) Spindulj OA suka- 
me teigiama kryptimi, posükio kampas 

а = Z AOB = 195° 
yra III ketvirčio kampas (6 pav.). 


Koordinačių plokštumoje nubrėžkime 
apskritimą su centru O ir pažymėkime jo 
susikirtimo su Ox ašimi tašką A (4 pav.). 

Apskritimo spindulį OA galime sukti 
dviem kryptimis. Jeigu sukame prieš 
laikrodžio rodyklę, sakome, kad sukame 
teigiamąja kryptimi (pasukome spindulį 


b) Spindulj O4 sukame teigiama 
kryptimi. Kadangi 460° = 360° +100°, 


kampu, kurio didumas lygus а radianų). tai posūkio kampas а = 460° уга II 
Jeigu sukame pagal laikrodžio rodyklę, sakome, kad sukame ketvirčio kampas (7 pav.). 

neigiamąja kryptimi (pasukome spindulį kampu, kurio didumas lygus 

-a radianų). €) Spindulį O4 sukame neigiama 
Spindulys O4 atsidurs vienoje iš koordinačių ašių pasukus jį bet kryptimi. Posūkio kampas 


а = Z АОВ = - (270? + 30°) = -300° 


iu a=n-Z 
коюш des. пед amp, yra I ketvirčio kampas (8 pav.). 


2 
Jeigu posūkio kampo didumas nely- 
EC P 5 d) Spindulj O4 sukame neigiama 


gus nei vienam iš skaičių n a (ne Z), kryptimi, posükio kampas 


tai spindulys OA atsidurs viename iš a-ZAOB- „o 
koordinačių sistemos ketvirčių (5 pav.): 3 
л — 2 .-.3z 180. -1089 
jei 0<a <> tai a yra I ketvirčio kampas, T жо 
5 pav уга III ketvirčio kampas (9 pav.). 
jei IÍlocm,taa yra II ketvirčio kampas 
2 > : Atsakymas. a) III , b) П, c) I, d) III ketvirčio kampai. 
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2 pavyzdys. Kokio didumo kampais pasisuks laikrodžio minutinė ir y x 
valandinė rodyklės nuo 2 val.30 min iki 3 val. 45 min ? gu. O99, asa“, nen), 
Sprendimas. Rodyklės juda tolygiai. Minutinei rodyklei éjus 60 
minutinių padalų, valandinė rodyklė eina 5 minutines padalas. Vadinasi, 
minutinė rodyklė juda 12 kartų greičiau nei valandinė rodyklė. Viena 


Iš apibrėžimo matome, kad sina ir cosa apibrėžti su visais а ir 
įgyja reikšmes iš intervalo [-1; 1]. 


minutinė padala lygi 6° ( 360*: 60 min = 6° ). Kai x -0, tga nėra apibrėžtas; kai y 20, сіва nėra apibrėžtas. 
Pirmiausia apskaičiuojame, kokio didumo kampu pasisuks minutinė Kai x#0 ir y # 0 iš apibrėžimų gauname šiuos sąryšius: 

rodyklė: nuo 2vaL30miniki 3val.30min yra 60 minučių, nuo ва = X nae ‚ cga-i- Cosa : ga= : 

3 val.30 min iki 3 уа! 45 min yra 15 minučių. vd: rr J эше ctga 
Vadinasi, minutinė rodyklė juda 75 minutes. Kadangi 1 minutė : Pravartu Sinon dazniausiai sutinkamų Капар. reikšmių matuojant juós 

atitinka 6°, tai 75-69 = 450°. laipsniais ir radianais, atitikmenis. 
Valandiné rodyklė juda 12 kartų lėčiau, todėl Trigonometrinių funkcijų reikšmių lentelė: 


450°:12 = 37,5° = 37930. 


Atsakymas. Minutiné rodyklé pasisuks 450°, o valandiné rodyklé 
pasisuks 37?30'. 


1.3. TRIGONOMETRINIŲ FUNKCIJŲ APIBRĖŽIMAI 


Apibrėšime posūkių kampų sinusus, kosinusus, tangentus ir 
kotangentus. Posūkių kampų didumai gali būti bet kokie skaičiai. 


Koordinačių plokštumoje (10 pav.) nubrėžkime apskritimą, kurio spindu- EE 
lys lygus vienetui, o centras — koordinačių pradžios taškas, ir pazymékime 
tašką 4(1; 0) 


Posūkio kampu « sinusu vadiname taško, į kurį pereina taškas = 5 


А(1; 0), pasukus spindulį O4 kampu a, ordinate у; 


: . 1 pavyzdys. Apskaičiuokime sin? 60° соз? E. tg T, 
kosinusu — abscisę x, 3 4 


Sprendimas. 
tangentu — santykį Z- (kai x 0), sw өр ог а (02У (1) Е Tum i 
kotangentu — santyki 2 (kai y=0). | 3 74 2 2 4 4 4 2' 
Taigi ѕіпа = у, cosa-x, Atsakymas. Y 
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2 pavyzdys. Raskime reiškinio sin2a + cos3a. reikšmę, kai о = 15°. 


Sprendimas. sin 20 + cos3a = sin (2-15?) cos (3 - 15°) = 


T o а 42 4241 
= sin30? cos 45 ск E. tss 
Atsakymas. ea 


1.4. TRIGONOMETRINIŲ FUNKCIJŲ SAVYBĖS 
1.4.1. Trigonometrinių funkcijų periodas 
Jeigu pasuksime vienetinio apskritimo spindulį OA kampu x 
(11 pav.) ir kampu x+21 (arba kampu х- 2л), galutinė spindulio 
padėtis bus ta pati, todėl teisingos lygybės: 
sin(x+27)=sinx, 
соѕ(х+ 2л) = соѕх, 
tg(x £ 2л) = (рх, 
сір(х+ 27) = ctg x. 
Trigonometrinių funkcijų reikšmės 
nepasikeičia padidinus ar sumažinus 
argumento reikšmę bet kuriuo skaičiumi 
п-2л, neZ. 


11 pav. 


Trigonometriniu funkciju reikšmës periodiškai kartojasi. 

Funkcija f(x) vadinama periodine, jei yra toks skaičius T = 0, kad 
su visais х iš funkcijos apibrėžimo srities x+7 taip pat priklauso 
apibrėžimo sričiai ir f(x+7)= f(x). Skaičius T vadinamas funkcijos 
f (x) periodu. 


Funkcijos sinx, cosx yra periodinės su mažiausiu teigiamu 
periodu 27. 


Funkcijos tgx, ctgx уз periodinės su mažiausiu teigiamu 
periodu m. 


Funkcijų sin(mx), cos(mx) mažiausią teigiamą periodą galime rasti 
pagal formulę 


Tz žr ;čia m — bet koks skaičius. 


Funkcijų tg(mx), ctg(mx) mažiausią teigiamą periodą galime rasti 
pagal formulę 


T= - ; а m — bet koks skaičius. 


1 pavyzdys. Apskaičiuokime a) sin DE, b) cos1860?. 

Sprendimas. 

dados = si [Z +82) -sin(£ «2n E 4) =sin = 1. 
6 6 6 6 2 


b) cos1860? = cos (60° + 360? - 5) = соѕ60° = i š 


l. 1 
Atsakymas. a) 27 b) Y 
2 pavyzdys. Raskime duotųjų funkcijų mažiausią teigiamą periodą: 


a) Јо) = соз; b) а(х) = сір 5х. 


Sprendimas. 


x 


a) Funkcijos f(x) = cos 27 соз-ух koeficientas m = 5 todėl jos 


2л 2л. 


periodas T = am 1 4n. 
2 
b) Funkcijos g(x)=ctg5x koeficientas т= 5, todėl jos periodas 
Ld 
Pe m 5 


Atsakymas. a) 4л; b) = 
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1.4.2. Lyginés ir nelyginés funkcijos 
Jei pasukus spindulį O4 kampu a, taškas A pereina į tašką B su 
koordinatėmis x; y, ty. į tašką B(x;y), tai pasukus kampu -а 
taškas А pereis į tašką В' simetrišką taškui B tiesės Ox atžvilgiu 


(12 pav.). 
Tada taško B' koordinatės yra (x; — y). 
Taigi, 
sina= y, sin(-a)=-y, 
cosa = x, cos(-a)- x, 
= == 
аар, 2(-а)=-=, 
x x 
ctga ==, ctg(-a) = -—, arba 
Bou 8(-0) y 


sin(-a)= -sina , cos(-a)- cosa, 


ctg(-a)- -ctga.. 


tg(-a)=-tga, 


Funkcija cosx yra lyginė, o funkcijos sinx, tgx, ctgx — 
nelyginės. 
1 pavyzdys. Įrodysime, kad funkcija: a) /(x)= х? соѕх, yra lyginė, 


b) /(х)- ED yra nelyginé. 


Įrodymas. a) Funkcija у= f(x) vadinama lygine, kai su kiekvienu 
x iš funkcijos apibrėžimo srities yra teisinga lygybė /(-x)= f(x). 
f(-x)=(-x) -c0s(-x)= x! cosx= f(x). Vadinasi, funkcija f (x) 
yra lyginė. 
b) Funkcija y= f(x) vadinama nelygine, kai su kiekvienu x iš 
funkcijos apibrėžimo srities yra teisinga lygybė /(-x)=- f(x). 
“gC x) -sinx-(-tgx) — sinxtgx _ 


де sin (- x) 


x “X x 


-f(9. 


Vadinasi, funkcija f(x) yra nelyginė. 
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1.5. TRIGONOMETRINIŲ FUNKCIJŲ GRAFIKAI IR 
SAVYBĖS 


1.5.1. Funkcija f(x)= sin x 


Funkcijos /(x)=sinx grafikas pavaizduotas 13 paveiksle. Jis 
vadinamas sinusoide. 


Funkcijos /(x)= sin x savybės 
1. Apibrėžimo sritis: visa realiųjų skaičių aibė R. 


2. Reikšmių sritis: intervalas [-1;1]. 

3. Sinusas yra nelyginė funkcija: sin(-x)--sinx. Funkcijos 
f(x)=sinx grafikas simetriškas koordinačių pradžios taško O atžvilgiu. 

4. Sinusas — periodinė funkcija; jos mažiausias teigiamas periodas yra 
2n; ѕіп(х+2л) =5іпх. 


5. Funkcija /(х) = ѕіп х didėja nuo -1 iki 1 intervaluose 


Е fen]. keZ, 
mažėja nuo 1 iki —1 intervaluose 
ED keZ. 
6. Sinuso reikšmių ženklai: 
sinx>0, kai xe(2nk ; n « 2nk), keZ; 
sinx «0, kai xe(n+2rk ;2n+21k), ke Z. 
7. Sinuso nulinės reikšmės: 
sinx-0, kai x2xk, keZ; 
taškuose х= nk, keZ funkcijos y=sinx grafikas kerta Ox ašį. 


8. Funkcija у = ѕіп х tolydi ir diferencijuojama visoje realiųjų skaičių 
aibėje R. 
9. Sinuso didžiausios ir mažiausios reikšmės yra: 


Уц =l, kai x=5+22k, keZ; 


Yain =, kai x--5*2nk, keZ. 
1 pavyzdys. Raskime funkcijų apibrėžimo sritį: 
a) y=sin2x, b) у= 


sinx ` 

Sprendimas. a) Funkcijos y =sinx apibrėžimo sritis yra visa realiųjų 
skaičių aibė, Бу. xe R, todėl ir funkcijos y=sin2x apibrėžimo sritis 
yra visa realiųjų skaičių aibė. 


b) Funkcijos y = 


remm vardiklis negali būti lygus 0, t.y. sinx £0; 


i$ čia хал, keZ. Vadinasi, duotosios funkcijos apibrėžimo sritis 
yra visa realiųjų skaičių aibė, išskyrus skaičius nk, keZ. 

Atsakymas. a) xe R, b) xe R, xzmk, keZ. 

2 pavyzdys. Raskime duotųjų funkcijų reikšmių sritį: 
X 


a) y=sin5 


b) y=3sinx, €) y - sin? x. 


Sprendimas. a) Funkcijos y=sinž reikšmių sritis yra intervalas 


[-1;1], ty. -1ssin2 «1. 

b) Kadangi -l<sinx<i, tai 3-(-1)<3-sinx<3-1, ty. 
-3<3sinx<3. Vadinasi, funkcijos y=3sinx reikšmių sritis yra 
intervalas [—3; 3]. 

c) Kadangi sin?x>0, ty. sin?x įgyja tik neneigiamas reikšmes, 
todėl funkcijos y = sin2 x reikšmių sritis yra intervalas [0; 1]. 

Atsakymas. a) [-1;1]; ©) [-3;3]; o) [0;1]. 


3 pavyzdys. Nubraižykime duotųjų funkcijų grafikus: 


a) y=2sinx, b) y-jsinx, 


e) -sin(x E) 
y 4) 

Sprendimas. a), b) Funkcijos y=sinx grafikas ištempiamas nuo 
abscisių ašies 2 kartus ir gaunamas funkcijos y = 2sinx, o jei funkcijos 
grafikas y=sinx bus spaudžiamas prie x ašies 2 kartus , tai gausime 


с) y=sin2x, 


f) y=sin[x- 2). 


=sin2 
d) y=sin>, 3 


funkcijos y = Žsin x grafiką (14 pav.). 


с) Funkcijos y=sin2x grafikas (15 pav.) gaunamas spaudžiant 
išilgai abscisių ašies 2 kartus funkcijos y = ѕіп х grafiką (13 pav.). 


28 
2 
abscisių ašies 2 kartus funkcijos y —sinx grafiką (13 pav.). 


d) Funkcijos y = sinc grafikas (16 pav.) gaunamas ištempiant išilgai 
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cosx = six + 3 
19 рау. 


е) Funkcijos y=sin(x+ 2) grafikas (17 pav.) gaunamas stumiant 


Funkcijos /(х)-совх grafikas vadinamas kosinusoide (20 pav.). 


funkcijos у = ѕіп х grafiką į kairę рег т vienetų išilgai abscisių ašies. 


Funkcijos f (x)= cos x savybės 


f) Funkcijos y = sin (х- 3 grafikas (18 pav.) gaunamas stumiant 1. Apibrėžimo sritis: visa realiųjų skaičių aibė R. 
2. Reikšmių sritis: intervalas [-1; 1]. 


funkcijos у = ѕіпх grafiką į dešinę per 3 vienetų išilgai abscisių ašies. 3. Kosinusas yra lyginė funkcija: | cos(- x) = cos x . Funkcijos 


J(x)=cosx grafikas yra simetriškas Oy ašies atžvilgiu. 
4. Kosinusas – periodinė funkcija; jos mažiausias teigiamas periodas 
yra 21: соѕ(х+ 2л) = соѕх. 
5. Funkcija / (х) = соѕх didėja nuo -1 iki 1 intervaluose 
[-1+2nk;2nk], keZ; 
mažėja nuo 1 iki -1 intervaluose 


1.5.2. Funkcija f (x) = cos х [21k;x+21k], kez. 
Kosinuso grafika galima gauti i$ sinuso grafiko, pastümus Ji abscisiu 6. Kosinuso reikšmių ženklai: 
ašiai priešinga kryptimi per 3 (19 pav.). соѕх> 0, kai xe Е : >+ эх | ,keZ; 
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cosx<0, kai xe [E 22:3 + 284, ke Z. 


7. Kosinuso nulinés reikšmës: 
cosx=0, kai х= +nk; taškuose x=%+"k, keZ 
funkcijos y = соѕ х grafikas kerta Ox ašį. 
8. Funkcija y = cos x tolydi ir diferencijuojama visoje realiųjų skaičių 
aibėje R. 
9. Kosinuso didžiausios ir mažiausios reikšmės yra: 
Ymax =l, kai x-2nk, ke Z; 
Ум =71, kai x=1+21k, ke Z. 


1 pavyzdys. Raskime funkcijų apibrėžimo sritį: 
х 


а) y= 00535 


1 
b) 35608. 


Sprendimas. а) Funkcijos y-cos apibrėžimo sritis yra visa 


realiųjų skaičių aibė, t.y. x e R. 

b) Kadangi funkcijos y=cos+- reiškinio P vardiklis negali büti 
lygus 0, ty. x*0, tai funkcijos apibrėžimo sritis yra visa realiųjų 
skaičių aibė išskyrus 0. 

Atsakymas. а) xe R, b) xe R, x+0. 


2 pavyzdys. Raskime duotųjų funkcijų reikšmių sritis: 


a) ш.ооээ b) y=cos[ax+ 2), c) y=2cosx-3. 


Sprendimas. a) Funkcijos y-cosx reikšmiu sritis yra intervalas 
[-1;1]. Vadinasi, yra teisinga dviguba nelygybė –1 < cos x <1. 


Padauginę šią nelygybę iš P gauname tokia dviguba nelygybe 


1 „1 1 
Ža < 
35399154. 
Taigi funkcijos у= leosx reikšmiu sritis уга intervalas E ij 


b) Funkcijos у= eos (4x * z) reikšmių sritis yra intervalas [- 1; I. 


c) Funkcijos  y-cosx reikšmių sritis yra intervalas [ -1; 1]. 
Vadinasi, galime užrašyti dvigubą nelygybę —1< cosx xl. 
Pertvarkykime šią dvigubą nelygybę: 
-1<cosx<1 |- 2, 
-1-2<2cosx<1-2, 
-2<2cosx<2, 
-2-3s2cosx-3s2-3, 
-552с08Х-35-1. 
Vadinasi, funkcijos y-2cosx-3 reikšmių sritis yra intervalas 
[-5;-1]. 


Atsakymas. a) 4-2 , b) 1-1:11, с) [-5;-1]. 
3'3 


3 pavyzdys. Nubraižykime duotuju funkcijų grafikus: 


a) y=3cosx, b) у=-убозх, с) y=cos2x, 


d) у= |cos x], e) y=c0s(x-2). 


Sprendimas. а), Б) Funkcijų y=3cosx ir y= --үсовх grafikai 


pavaizduoti 21 paveiksle. 
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21 pav. 


е) Funkcijos y = cos (s - z) rafikas pavaizduotas 24 paveiksle. 


Ab aee (^-2) 


4 pavyzdys. Raskime funkcijos /(x)=cos2x reikšmių didėjimo ir 
mažėjimo intervalus. 

Sprendimas. Pagal funkcijos f(x)- cos2x grafiką (22 pav.) nustato- 
me funkcijos didėjimo intervalus: 


xe(-Ž+2ak; элё), kez 


ir mažėjimo intervalus: x € (224 ie л | , keZ. 


Atsakymas. Kai x € (z +2xk; 2) „keZ, tai funkcija didėja, о 


kai хє (2x + 2s). keZ, tai funkcija mažėja. 


1.5.3. Funkcija /(x)=tgx 


Funkcija /(x)=tgx apibrėžta su visais х, išskyrus 


28 +37 5л 


sd 
2” 29 ty ty. х= = +7, keZ. 


2 


Funkcijos f(x)- tgx grafikas vadinamas tangentoide. 


Funkcijos /(х)-18 х savybés 

1. Apibrėžimo sritis: visa realiųjų skaičių aibė R, išskyrus taškus 
x= 5 *nk, ke Z. 

2. Reikšmiu sritis: visa realiųjų skaičių aibė R. 

3. Tangentas yra nelyginė funkcija: tg(-x)- - tg x. 


4. Tangentas — periodinė funkcija; jos mažiausias teigiamas periodas 
уга x: tg(x+7)=tgx. 

5. Tangentas didėja kiekviename intervale, kuriame jis apibrėžtas, t.y. 
intervaluose 


2 2 
6. Tangento reikšmių ženklai: 


їрх> 0, kai xe(zk; Lent). keZ; 


ЕЗ Teak), kez. 


tgx<0, kai xe(- Ens; м), keZ. 


7. Tangento nulinės reikšmės: 
tgx=0, kai х= nk, keZ; 
taškuose х= nk, keZ funkcijos y = tgx grafikas kerta x ašį. 
8. Funkcija y=tgx tolydi ir diferencijuojama su visomis x 
reikšmėmis iš tangento apibrėžimo srities. 


9. Didžiausios ir mažiausios reikšmių funkcija y = tg x neturi. 


1 pavyzdys. Raskime funkcijų apibrėžimo sritį: 


a) »-te(«-£). b) y -2tg3x. 


Sprendimas. a) Funkcija у= «(х - z) = neegzistuoja, 


kai cos (< - z) = 0. Išsprendę šią lygtį, gauname, kad 


Sank, iš čia, 
х 


31 
z Үлё-2рал, keZ. 
Vadinasi, funkcijos apibrėžimo sritis visa realiųjų skaičių aibė, 


išskyrus <= Ža, keZ. 


b) Funkcija y 22tg3x -2- 


sin3x T : 
= neegzistuoja, kai 


cos3x 
cos3x - 0, 3х-2 836, iš čia, 


x nk 


х= 6 3 5 keZ. 
Vadinasi, funkcijos apibrėžimo sritis yra visa realiųjų skaičių aibė, 
i EU 
išskyrus санг ли 37 ke Z. 
Atsakymas. a) xe R, išskyrus x= enk, keZ; b) xeR, 
iSskyrus x= L EE, keZ. 


2 pavyzdys. Raskime funkcijų reikšmių sritį: 
а) y=tg3x, b) y - tg?x. 
Sprendimas. a) Funkcijos y = tg3x reikšmių sritis (—oo; +оо). 
b) Kadangi tg'x20, todėl funkcijos y-tg/x reikšmių sritis 
[0; +оо). 
Atsakymas. а) (о; +оо); b) [0; +оо). 
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3 pavyzdys. Duota funkcija f (x) = ug. 
2) NubraiZykime 5105 funkcijos grafika. 
b) Užrašykime funkcijos savybes. 
Sprendimas. 

b) Savybės (26 pav.). 

1. Apibrėžimo sritis: 

visa realiųjų skaičių aibė R, 


išskyrus 
x+2nk, keZ, nes : 
x 26 pav. 


sin— 
= >, o со 0, 
cos> 


Zajtrk, iš čia, x#n+2nk, keZ. 


2. Reikšmių sritis: (~ 0; +оо). 
3. Mažiausias teigiamas periodas 27. 
4. Funkcija yra nelyginė, nes 
| |а 
УС) = (5) 82-70). 
5. Kiekviename intervale (-л+ 274, л+ 27), keZ funkcija уга 
didéjanti. 
1.5.4. Funkcija /(х) = ctg x 


Funkcija f(x)-ctgx apibrėžta su visais x, išskyrus х-0, їл, 
£25,...,ty. хеме, keZ. 


Nubraižome šios funkcijos grafiką (27 pav.). 
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U о) =авх. 


27 рау. 


Funkcijos /(х) = сір х grafikas vadinamas kotangentoide. 
Funkcijos /(х) = сір x savybės 


1. Apibrėžimo sritis: visa realiųjų skaičių aibė R, išskyrus taškus 
хет: Жей. 


2. Reikšmių sritis: visa realiųjų skaičių aibė R. 
3. Kotangentas yra nelyginė funkcija: ctg (- х) = – сів x. 


4. Kotangentas — periodinė funkcija; jos mažiausias teigiamas 
periodas yra x: сір(х+л) = сірх. 


5. Kotangentas mažėja kiekviename intervale, kuriame jis yra 
apibrėžtas, t.y. intervaluose (лЁ;л+л^А), ke Z. 


6. Kotangentas reikšmių ženklai: 


ctgx > 0, kai xe(nk; Sena). keZ; 
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7. Kotangento nulinės reikšmės: 


ctgx «0, Ка хе eniin nk). keZ. 


ctgx=0, kai x=%+wk, ke Z; 


taškuose x= > nk, keZ funkcijos y=ctgx grafikas kerta х ašį. 


8. Funkcija y=ctgx yra tolydi ir diferencijuojama su visomis x 
reikšmėmis iš funkcijos apibrėžimo srities. 


9. Didžiausios ir mažiausios reikšmių funkcija у = ctgx neturi. 


I pavyzdys. Raskime funkcijų apibrėžimo sritį: 


a) y=ctg2x, b) y- 


со$2х 


Sprendimas. a) Funkcija y=ctg2x= sin2x 


neegzistuoja, kai 
sin2x = 0. Išsprendę šią lygtį, gauname 
2x-mk, iš čia, 2 keZ. 
Vadinasi, funkcijos apibrėžimo sritis yra visa realiųjų skaičių aibė, 


išskyrus T. keZ. 


b) Funkcijos у= 


TUE vardiklis nelygus nuliui, t.y. ctgx £0, iš Cia, 


xel*nk, keZ, beto, x*1k, keZ, nes 


cos : "T 
сїрх= È o sinx #0, iš čia, x#nk, keZ. 


sinx 
Atsakymas. a) xeR, išskyrus =, keZ, b) xe R, išskyrus 


лк, keZ ir 5+1, keZ. 


2 pavyzdys. Raskime funkcijų reikšmių sritį: 
a) y=-ctgž, b) y=|ctg2x]. 
Sprendimas. a) Funkcijos y= св reikšmių sritis (—со; +оо). 


b) Funkcijos у -|ctg2x| reikšmių sritis (0,400), nes |ctg2x|2 0. 
Atsakymas. a) (~œ; +оо); b) [0; +0). 


3 pavyzdys. Nubraižykime funkcijos f(x)- ctg3x grafiką. 


Sprendimas. YA f(x) zc. 


Funkcijos f(x)-ctg3x, 

mašiausias teigiamas periodas 
т -2 
3 . 
Funkcijos grafikas bus 
trigubai suspausta išilgai x 
ašies kotangentoidė y = ctgx 
(28 pav.). 


yra 


28 pav. 
Apibrėžimo sritį nusako sąlyga 3x * nk , t.y. 
nk cosàx || 
хєсү, keZ, nes Јо) = ав3х= T ir sin3x #0. 


1.6. ATVIRKSTINÉS TRIGONOMETRINÉS 
FUNKCIJOS 


1.6.1. Funkcija f(x)- arcsin x 
Skaičiaus x arksinusu vadinsime tokį kampa y, esantį intervale 


EZI kurio sinusas lygus x, ty. y=arcsinx, kai siny=x ir 


1-4 
ЛЭ) ЭЭЖ 


Priskirdami kiekvienam intervalo [-1;1] skaičiui x jo arksinusą, gau- 
name funkciją y = агсѕіп х, apibrėžtą intervale [-1;1] ir įgyjančią reikš- 


mes iš intervalo [-Z ; 1). Ši funkcija yra atvirkštinė funkcijai у = sin x, 


nagrinėjamai su nepriklausomo kintamojo reikšmėmis iš intervalo 
EI Funkcijos у = агсѕіпх grafiką galime nubraižyti simetriškai 
tiesės y = х atžvilgiu atvaizduodami atitinkamą sinusoidės dalį (29 pav.). 
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Funkcijos /(х) = агсѕіп х grafikas pavaizduotas 30 paveiksle. 


30 pav. 
Funkcijos f(x)- arcsin x savybės 


1. Apibrėžimo sritis: intervalas [-1; 1]. 
2. Reikšmių sritis: intervalas |-3:5| 
3. Arksinusas yra nelyginė funkcija, todėl galioja lygybė: 


Funkcijos у = агсѕіпх grafikas simetriškas koordinačių pradžios 
taško O atžvilgiu. 


4. Funkcija didėjanti savo apibrėžimo srityje, t.y. intervale [-1; 1]. 


1 pavyzdys. Apskaičiuokime a) асіп, b) асэн(-22 


(o 43), 1, d . 
c) arcsin -> + arcsin - Jarcsin]. 


Sprendimas. а) Remiantis apibrėžimu, у= aresin D. —tai toks 


Е : 43. лол мэр л 
skaičius y, kad siny=— ir »е|-5:5| Vadinasi, jou. 
"n mx B.r т.л РЕС 43 m 
Iš tikrųjų sin- = 2 ir те т]. Taigi arsin-,-—-y. 
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b)Iš pradžių  raskime асаа 7. Remiantis apibrėžimu, 


y= arcsin 2 —tai toks skaičius y, kad siny= 2 ir »е|-5:5| 


< Ч 2 x 
Vadinasi, у= 4 
Pasinaudoję lygybe arcsin (- x) = -arcsin x, gauname: 


(o 42). | 42 : -1(-42 T 
arcsin нь л --arcsin--, todėl arcsin rem 


f. 43:14:51 . 
c) Е + а1сзіп 5 – Загсѕіп1 = 


2401 al " л 1 л т 
= —arcsin——+arcsin> -Jarsinl 2-573. 
э Жж. 35. 217 Tn 


3 12 2 12 47 


Atsakymas. a) zi b) E. с) -—. 


2 pavyzdys. Raskime funkcijų apibrėžimo sritį: 

x 

3 

Sprendimas. a) Kadangi funkcijos у = агсѕіпх apibrėžimo sritis yra 


а) y=arcsin2x; b) у= 2агсѕіп 
intervalas [-1;1], tai galime sudaryti dvigubą nelygybę -1<2х<1, 


kurią padaliję iš 2 gauname, kad - pee Vadinasi, funkcijos 


ET | 
"yp 
b) Pastebékime, kad funkcijos y -2arcsin E apibrėžimo sritis yra 


3 


tokia pati, kaip ir funkcijos y = arcsinč.. Raskime funkcijos у = arcsin-- 


ы|- юе 


y -arcsin2x apibrėžimo sritis yra intervalas | - 


apibrėžimo sritį. Kadangi funkcijos у = агсѕіпх apibrėžimo sritis yra 
intervalas [-1;1], ty. -1<x<1, tai galime sudaryti dvigubą nelygybę 


1< 


| M 


X], kurią padauginę iš 3 gauname, kad -3 < х<3. Vadinasi, 


Ž 
3 
apibrėžimo sritis yra intervalas |-3: 3]. 


x 
Eu 


funkcijos у = arcsin 3 


o tuo pačiu ir funkcijos у= 2агсѕіп 


Atsakymas. a) E b) [-3;3]. 


3 pavyzdys. Raskime funkciju reikšmiu sritj: 

a) y=arcsin2x, b) у= 4агсѕіпх. 
Sprendimas. a) Funkcijos у = arcsin2x reikšmių sritis yra intervalas 
|-5.5 
| 2*2 
funkcijos y = arcsinx. 


| ty. šios funkcijos reikšmių sritis yra tokia pati, kaip ir 


b) Kadangi funkcijos y=arcsinx reikšmių sritis yra intervalas 
E А 1), tai galime sudaryti nelygybe: 


T : T 
-z<arcsinx <=. 
2 2 


Šią nelygybę padauginę iš 4, gauname dvigubą nelygybę 
4 < 4arcsin x Sod. iš čia -2n < 4arcsinx <27. 
Vadinasi, funkcijos у = 4агсѕіп4х reikšmių sritis yra intervalas 


[-2х;2т]. 


Atsakymas. a) E b) [-27; 21]. 


4 pavyzdys. Raskime duotųjų funkcijų atvirkštines funkcijas, kai 


а) y=arcsin4x, b) y=3arcsin> 


Sprendimas. Nustatykime atvirkštinių funkcijų reikšmių sritis, bci 
duotuju funkcijų apibrėžimo sritis. 
a) Remiantis arksinuso apibrėžimu, jei у = агсѕіп4х, tai 


4x=siny; iš čia х= Žsiny. 


Šioje lygybėje sukeitę kintamuosius x ir y vietomis, gauname, kad 
funkcijos у = arcsin4x atvirkštinė funkcija yra y = PEL xs 


Šios funkcijos reikšmių sritis yra intervalas E 1 il 


4'4 
Vadinasi, duotosios funkcijos apibréZimo sritis yra intervalas E š i 
b) Remiantis arksinuso apibrėžimu, jei 


5 ча] Ssn da rs2sin- 
z7 tai 5 sin? ; Iš čia x 28014 


Sioje lygybéje sukeite kintamuosius x ir y vietomis gauname, kad 


y = Загсѕіп 


funkcijos y = arcsin $ atvirkštinė funkcija yra y — 2sin7. 


Kadangi -1ssinz «1, tai -2s2sinž<2. 


x 


Vadinasi, funkcijos у = 25іп 3 


reikšmių sritis yra intervalas 
[-2;2]. Duotosios funkcijos y = 3arcsin?. apibrėžimo sritis yra 
intervalas [-2;2 ]. 


Atsakymas. a) EZ b) [-2;2]. 


1.6.2. Funkcija f(x)- arccos x 


Skaičiaus x arkkosinusu vadinsime tokį kampą y, priklausantį 
intervalui [0; х], kurio kosinusas lygus x, ty. y-arccosx, kai 
cos y - x ir y e[0; л]. 
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Priskirdami kiekvienam intervalo [-1;1] skaičiui x jo arkkosinusą, 
gauname funkciją у = arccos x , apibrėžtą intervale [-1;1] ir įgyjančią 
reikšmes iš intervalo [0; х]. 

Ši funkcija yra atvirkštinė funkcijai у = cos x , nagrinėjamai su 
nepriklausomo kintamojo reikšmėmis iš intervalo [0; х]. Funkcijos 
y=arccosx grafiką galime nubraižyti simetriškai tiesės у = x atžvilgiu 
atvaizduodami atitinkamą kosinusoidės dalį (31 pav.). 

Funkcijos /(x)=arccosx grafikas pavaizduotas 32 paveiksle. 


32 pav. 


Funkcijos /(х) = агссоѕ x savybės 
1. Apibrėžimo sritis: intervalas [-1;1]. 
2. Reikšmių sritis: intervalas [0; л]. 
3. Arkkosinusas nėra nei lyginė, nei nelyginė funkcija. Jam galioja 
lygybė: 


4. Funkcija mažėjanti savo apibrėžimo srityje, t.y. intervale [-1;1]. 
1 pavyzdys.  Apskaičiuokime а) arccos È, b) ЕЗ) 


1 1 x 
€) 2arccos(- i) - 78190057 + агссоѕ0. 
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Sprendimas. a) Remiantis apibrėžimu, y = arccos 3. —tai toks 


skaičius y, kad ——À ir ye[0;x]. Vadinasi, у= 5. Iš tikrųjų 


6 
n 43 . m . 8 43 л 
с08---2- dr s elo: 2). Taigi, arccos x 

b) Remiantis lygybe arccos(- x) = z — arccos х, gauname 


43 


ноо $) =q- агсс05-5- . Todél 


1) 1! л з2|  -21-31.58.5. 
c) 2arccos i) Jarecos T. arccos0 = 2Í x ) = 


2. 3] 24 
E Wo T л 4л m л 4Їл 
LS HE NR QE NE dd a 
x. ЭЛ 312 
Atsakymas. а) с; b) Zi 24 


2 pavyzdys. Raskime funkcijų apibrėžimo sritis: 
X. 
3 
Sprendimas. a) Kadangi funkcijos у = arccosx apibrėžimo sritis yra 


a) y = агссоѕ b) у= 2агссо85х 


x 
3 
padauginę iš 3 gauname, kad -3<x<3. Vadinasi, funkcijos 


intervalas [-1;1], tai galime sudaryti dvigubą nelygybę -1 <2 <1, kurią 


£ 
3 
b) Pastebėkime, kad funkcijos у = 2агссоѕ5х apibrėžimo sritis yra 


tokia рай, kaip ir funkcijos у= агссоѕ5х.  Raskime funkcijos 


y =arccosZ apibrėžimo sritis yra intervalas [-3;3]. 


y-arccos5x apibrėžimo sritį; Kadangi funkcijos y = arccosx 
apibrėžimo sritis yra intervalas [-1;1], tai galime sudaryti dvigubą 


l 
5` 
Vadinasi, funkcijos y-arccos5x, о tuo pačiu ir funkcijos 


nelygybę —1<5x<!, kurią padaliję iš 5 gauname, kad {55 
y = 2агссоѕ5х, apibrėžimo sritis yra intervalas [ EI 5 |. 
Atsakymas. a) [-3;3]; b) E 


3 pavyzdys. Raskime funkcijų reikšmių sritį: 


a) y= arccos% , b) у= larccosx : 
4 2 
Sprendimas. a) Funkcijos y — arccos% reikšmių sritis yra 


intervalas [0; х]. 
b) Kadangi funkcijos у = агссоѕх reikšmių sritis yra intervalas 
[0;x]. tai galime sudaryti nelygybę 0 <агссоѕх<л. Šią nelygybę 


Žas AA ү 
padauginę iš 5 gauname: 


0-— < —агссоѕх € x- 


1 
Ер 


м»|- 
»ыр- 


ба 0< 1 агссоѕх < 


— tala 


Vadinasi, funkcijos reikšmiu sritis уга intervalas |o = 
Atsakymas. a) [0; т], b) [0:2]. 


4 pavyzdys. Raskime duotuju funkcijų atvirkštines funkcijas, kai 
Xx. 
2 > 

Nustatykime atvirkštinių funkcijų reikšmių sritis bei duotųjų funkcijų 
apibrėžimo sritis. 


a) y = arccos b) y = 4агссоѕ3х. 


Sprendimas. a) Remiantis arkkosinuso apibrėžimu, jei y = arccos% , 


tai J = созу; iš čia х=2со$у. 


Šioje lygybėje sukeitę kintamuosius x ir y vietomis, gauname, kad 
z 
2 

Kadangi –1 < соѕх <1, tai šią dvigubą nelygybę padauginę iš 2, 
gauname, kad —2 < 2cosx <2. Vadinasi, funkcijos у = 2соѕх reikšmių 


sritis yra intervalas [-2;2]. Šis intervalas bus duotosios funkcijos 


funkcijos у = arccos= atvirkštinė funkcija yra y = 2cosx. 


X 
2 
b) Remiantis arkkosinuso apibrėžimu, jei y=4arccos3x, tai 


вос šiais PEE d 
Зх= соз; Iš čia x 39954. 


Sioje lygybéje sukeite kintamuosius x ir y vietomis gauname, kad 


y = arccos— apibrėžimo sritis. 


funkcijos y = 4arccos3x atvirkštinė funkcija уга у= 10051. Kadangi 


-15 0082.51, tai Le duos 


Vadinasi, funkcijos y = ics reikšmiu sritis уга intervalas E 
Šis intervalas bus duotosios funkcijos у = 4arccos3x apibrėžimo sritis. 


Atsakymas. a) [-2;2]; b) 1343) 


1.6.3. Funkcija /(х)-агсїех 
Skaičiaus x arktangentu vadinsime kampa y, esantį intervale 


(-2:2). kurio tangentas lygus x, ty. y=arctgx, kai tgy-x ir 


Kiekvienam realiajam skaičiui priskirdami jo arktangentą gauname 


funkciją, apibrėžtą visoje realiųjų skaičių aibėje ir įgyjančią reikšmes iš 
x 


intervalo (-5 Ё 2) Ši funkcija yra atvirkštinė funkcijai y=tgx, kai 
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xe (2 57 zj Arktangento grafiką galime nubraižyti atvaizdavę vieną 
tangentoidės šaką simetriškai tiesės y — x atžvilgiu (33 pav.). 
Funkcijos /(x)= arctg x grafikas pavaizduotas 34 paveiksle. 


y-ügx 
33 pav. 


34 pav. 


Funkcijos f(x)- arctg x savybés 
1. Apibrėžimo sritis: visa realiųjų skaičių aibė R. 


2. Reikšmių sritis: intervalas (5 >° 23 


3. Arktangentas yra nelyginė funkcija, todėl galioja lygybė 
[arctg = –агсір(х). | 
Funkcijos /(x)=arctgx grafikas yra simetriškas koordinačių 
pradžios taško O atžvilgiu. 
4. Funkcija didėjanti visoje realiųjų skaičių aibėje R. 
1 pavyzdys. Apskaičiuokime: 


a) arctg 43, b) arctg (- 43), 


c) 2arctg(-1)- Larctg 43 + arctg д} ` 
Sprendimas. a) Remiantis arktangento apibrėžimu, y = arctg V3 — tai toks 


skaičius y , kad tgy= 3 ir ye Е z]. Todėl, > Iš tikrųjų, 
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=т= ЕЕ: Y Ж. 


Taigi arctg43 = - 5 
b) Remiantis lygybe arctg (— х) = -arctg x, gauname 
arctg = 43)- -artg43. Todėl arctg(- 43)- E 


с) 2агав(-1)--уагав-/3 + tag?) = (X) iTer 


„OT, 21 = 3к-к+4к_0_0 
ES d 6 * 


Atsakymas. a) S: b) i с) 0. 


2 pavyzdys. Raskime funkciju reikšmiu sriti: 


a) y —-arctg2x ; b) y 23arctgx. 


Sprendimas. a) Funkcijos у = arctg2x reikšmių sritis yra intervalas 


(- $5 5) t.y. tokia pati, kaip ir funkcijos y — arctg x. 


b) Kadangi funkcijos  y-arctgx reikšmių sritis yra intervalas 


(-5 z), tai galime sudaryti dvigubą nelygybę => « arctg x « ЫГ 
Sia nelygybe padaugine i$ 3, gauname dviguba nelygybe 
x E G 3n 3n 
-7'3<3а18х< 3, Ly. > <3аг©вх <. 


Vadinasi, funkcijos у = 3arctg x reikšmių sritis yra intervalas 


EE: 
2 ` 2 J 


Atsakymas. » (-3 Ес E). b) (252) 


1.6.4. Funkcija f (х) = arcctg x 

Skaičiaus x arkkotangentu vadinsime kampa y , esantį intervale (0; х), 

kurio kotangentas lygus х, ty. y -arcctgx, kai ctgy=x ir ує(0; л). 
Kiekvienam realiajam skaičiui priskirdami jo arkkotangenta gauname 
funkciją, apibrėžtą visoje realiųjų skaičių aibėje ir įgyjančią reikšmes iš 
intervalo (0; х). Ši funkcija yra atvirkštinė funkcijai y=ctgx, kai 
хє(0; х). Funkcijos y=arcctgx grafiką galime nubraižyti simetriškai 
tiesės y=x atžvilgiu atvaizduodami atitinkamą kotangentoidės dalį 

(35 pav). Funkcijos /(х) = агссір x grafikas pavaizduotas 36 paveiksle. 


У = агссірх 


35 рау. H 36 pav. 
Funkcijos f(x)- arcctg x savybës 
1. Apibrėžimo sritis: visa realiųjų skaičių aibė R. 
2. Reikšmių sritis: intervalas (0; х). 
3. Arkkotangentas nėra nei nelyginė, nei lyginė funkcija. Jam galioja 
lygybė: 


arcctg (— х) = x — arcctg x. 
4. Funkcija mažėjanti visoje realiųjų skaičių aibėje. 
1 pavyzdys. Apskaičiuokime: 


a) асс > : 


b) arcet - $), 


с) 2arcctg(- J3)- jaroctgo + -уагосїв! : 


Sprendimas. a) Remiantis arkkotangento apibréZimu, y — arcctg —— — 


tai toks skaičius y, kad eg y - 22 ir ye(0;x). Todėl pem Iš 


tikrųjų, dg = E ir 3€ (0; x). Taigi асов È = > 
b) Pasinaudoję lygybe arcctg (- х) = х —arcctg х, gauname 
Е =r- асов 5. Todėl 


€) 2агсав(-43)-Тасаа04-уасав1-2х-2)-1-18 l ki 


22.59 n, m _40n-4n+3n_ 39r 13m 
6-6 ia 24 724 8^" 
Atsakymas. a) 3 ы 25 TE 


2 pavyzdys. Raskime duotųjų funkcijų reikšmių sritį: 
a) y=arcctg3x; b) y = 2arcctg x. 
Sprendimas. a) funkcijos у = arcctg3x reikšmių sritis yra tokia pati, 
kaip ir funkcijos у = агссір x, t.y. intervalas (0; x). 
b) Kadangi funkcijos y=arcctgx reikšmių sritis yra intervalas 
(0; х), tai galime sudaryti dvigubą nelygybę O«arcctgx« x. Šią 
nelygybę padauginę iš 2, gauname dvigubą nelygybę 
0-2«2-arcctgx «2- x, ty. 0 < 2агссірх < 21. 
Vadinasi, funkcijos y=2arcctgx reikšmių sritis yra intervalas 
(0; 2x). 
Atsakymas. а) (0; x); b) (0; 2л). 
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2 SKYRIUS. TRIGONOMETRINIAI REISKINIAI 


2.1. TO PATIES ARGUMENTO TRIGONOMETRINIU 
FUNKCIJU SARYSIAI 


Koordinačių plokštumoje nubrėžki- 
me apskritimą, kurio spindulys lygus 
vienetui, o centras — koordinačių pradžios 
taškas, ir pažymėkime tašką 4(1:0). 
Tegul taškas B(x; y) yra taškas, į kurį 
pereina taškas 4(1;0), pasukus spindulį 
OA kampu q (1 pav.). 

Kadangi spindulio OB ilgis lygus 1, tai 1 pav. 

2 =х?+у?, афа sinža+co0s70=1. 

Kampo a trigonometrines funkcijas sieja šios lygybės: 
sina 
cosa 


sin? a£ cos a = 1, іра = (cosa z 0), 


cosa 
ctga = — 
sina 


(бша = 0), tga-ctga=l1. 


Trigonometrinių formulių yra їг daugiau. Jos tarpusavyje susijusios, 
dažnai vienos lengvai išvedamos iš kitų. 


Pavyzdžiui, kai cosa # 0, tai padaliję abi lygybės sin? а + cos? а =1 


puses iš cos? а gauname trigonometrinę formulę: 
2 1 
po =—— , arba 1+tg'a = Te 

costa соѕ а cos а 


Каі sina £0, tai padaliję abi lygybės ѕіп а +соѕ а =1 puses iš 


sinŽa gauname trigonometrinę formulę: 


2 
cos“ a 1 2 

14— z =— arba |l*ctga-—5—. 
sina sina sin a 
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1 pavyzdys. Suprastinkime reiškinius: 


2 
1 М cosa |. 
a) I-sin? a + сір20 -sin2 e, ) — 4 sina , 
1-5 о 
š 2 2 

cosa — sina 1-С08: x 
с) (asasina) d) — —,— tga ctga. 

1-2sina cosa 1-sin?a 

Sprendimas. 


a) Pasinaudoję formulėmis cos? o = 1—sin? a. (ši formulė gaunama iš 


"r . cosa. š — 
lygybės sin a + cos? a - 1 )іг сіва = sna" suprastiname duotąjį reiškinį: 
2 2 cos? а 
1 - sin? а + сір? a sin? a = cos a£ —— sina. = 
sina 
— 88.22 2 
—-cos'a-cos a = 2cos a. 
2 2 : : 2 : iod 
у S02 9. sing 008 a+sina(l+sina) cos ^a-sina-sin^a _ 
l+sina 1+sina 1+sina х 
1-5 10. : š 2 
= —— =] (pasinaudojome lygybe cos? a +sin2 a = 1). 
lors (p ) уву ) 


c)Reiskiniui (cosa sina)! galime pritaikyti algebrine formulę 
(a-b) = a! — 2ab+ b2 ir suprastinti duotąjį reiškinį: 
(cosa-sina)' cos'a-2sinacosa-sin'a _ 1-2sinacoso | 


I-2sinacosa | 1-2sinacosa “1-2sinacosa | 


d) Pasinaudoję formule ѕіп2 а +соѕ2 а =1, gauname, Кай 


sina =1-соѕ2 а іг cosža=1-sinža. Kadangi tgactga = 1, tai 
galime suprastinti reiškinį: 


ak 2 Sd 
1-005 9 tog са = S 9 р tglo +1= —. 
l-sin a cos' a cos а 
Atsakymas. a) 2cos2 a.; b) 1: c) 1; d) 1 
cos а 


2 pavyzdys. Apskaičiuokime cosa, tga ir ctga, 
АР 3 ( A) 
kai sina--7, ає| л; = |. 


Sprendimas. Pritaikę formulę sin Ža+c0sŽa=1, turime 
cos? a - 1-sin? a. 
Įrašę uždavinio salygoje duotą sina reikšmę, randame: 
2 
es*a-i-(-2 206, 


Таірі asta = 15, todėl arba соза = +, arba cosa = -+. 


Uždavinio sąlygoje duota, kad а[д), ty. a уга III ketvirčio 
kampas. Bet III ketvirtyje kosinusas yra neigiamas, todėl iš aukščiau 
nurodytų galimybių reikia pasirinkti antrąją: cosa = E 


Žinodami sina ir cosa, randame tga ir ctga: 


-3 4 
„Sina s 3 „cosa 5 4 
a= оа 44° GE ид 3 3 
5 5 
ctga reikšmę galėjome skaičiuoti ir taip: 
21 1 4 
duce ээ 
4 
Atsakymas. cosa =, ва=3, сва = 3. 


3 pavyzdys. Apskaičiuokime cosa, tga іг ctga, 


kai sina = 12. ir Econ. 
13 2 


Sprendimas. Pritaikę trigono:netrine formulę sin ?a+cos?a =l, 


gauname cos?a=l-sin?a; iš čia cosža=1-sinža. | pastarąją 
išraišką įrašę duotąją sina reikšmę, randame: 


by. 144 _ 25 


25.1 (12) 21.144. 25 
«з Het (is 169 169: 


"Tu c gi = i 
Taigi cos а = (бог todėl афа cosa = 15, arba cosa = B 


Pagal salyga 3 өх, ty. a yra II ketvirčio kampas. Bet II 


ketvirtyje kosinusas yra neigiamas todėl iš anksčiau nurodytų galimybių 
reikia pasirinkti antrąją: 


К: 
cosa. = —ту. 
Žinodami sina. ir cosa, randame tga ir ctga: 
12 
Сяо. 13 . 12 Ever UN 1 208 
89 ова 5 5 ceo = 1 аг 12 12 
13 5 
Em =-12 зб 
Atsakymas. cosa = 13” tga = 5" ctga = 127 


4 pavyzdys. Raskime сір (57-02) reikšmę, kai sina = – A. o 
ae (=; i 
82) 
Sprendimas. Pirmiausia apskaičiuojame cosa. Pritaikę formulę 
sin? а + соз” @ =l], gauname: 
cosža =1-sinža, cosa=+Vl-sin'a. 


Kadangi III ketvirtyje cosa yra neigiamas, tai prieš šaknį reikia 
parašyti minuso ženklą. Taigi 


--3Ї-хнй "IE zal 576 _ [49 7 
cosa =-Vl-sin'a 1-2 =-,|1 625 = 0695 os 
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Atsižvelgę į funkcijos ctga periodiškumą, turime 
сір (5л а) = сів (4-л+л-а) = сір(л-а). 


-[- 5) 
Tada o аек вуг a AA 7 


sin(r-a) sine _ 24 24 
25 
Atsakymas. - > 
5 pavyzdys. Apskaičiuokime sina ir cosa, kai ва=5 ir ас( 22) 
Sprendimas. | formulę 1--tg 2a = L įrašę duotaja tga reikšmę 


cos “ a 
randame cosa: 


Q^ 1 ЭНЭ S i 22.4 
5) - be = ‚ (5 а=. 


2 cos? a cos?a 4 cos?a 
Taigi cos?a = 3, » todėl arba cosa = 2 , arba cosa = E 
5 45 45 
Pagal sąlygą a є (z; >) t.y. argumentas a priklauso III ketvirčiui. 


Bet III ketvirtyje cosa reikšmė yra neigiama, todėl iš aukščiau 


nurodytų galimybių reikia pasirinkti antrąją: cosa = E 
Pritaikę formulę sin 2 да +соѕ2а = 1 turime: sin?a = 1—cos2 e. 


Į šią lygybę įrašę surasta cosa reikšmę, gauname: 


2 
inža=1-[--2) -1-4-1 
sin^a-l ( =) =] 5-5) 

Taigi зп2а=1, todėl 


arba о = [L = arba snaz- fl =- 
5 J5’ 5 J5: 
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Pagal sąlygą ас( 28) ty. argumentas а priklauso Ш 
ketvirčiui. Kadangi III ketvirtyje sina reikšmė yra neigiama, tai iš 


aukščiau minėtų dviejų galimybių reikia pasirinkti antrąją sina = er M 


45 
Taigi TEL EE S 
45 45.44 5 
duis esu 2-45 2245 
45 45-45 5" 
Atsakymas. па =-23,, созо e - 25. 
6 pavyzdys. Apskaičiuokime sina, cosa іг tga, 
i aedi. АЕ 
kai ctga = 12” „<a<x. 
Sprendimas. 


ç : 1 
„turime: sin? a = 


Pritaikę formulę l+ctg? = ЖЕНИП, 
sin^a l+ctg “a 


Vietoj ctga įrašę duotaja jo reikšmę, gauname: 


me ool BI 
5 \2 1+ 25 1697 
1-5) 144 
TI 144 : : 12 : 12 
V. 24-43, == ==. 
adinasi, sin“ a 160 Todėl arba sina. 13” arba sina 13 


Kadangi pagal salyga j«a«m, ty. a yra II ketvirčio kampas, tai 
sina reikšmė šiame ketvirtyje yra teigiama. Todėl iš dviejų nurodytų 


galimybių reikia pasirinkti pirmąją: sina = E 


randame: 


cosa 
és сіра = — 
Iš lygybės ctga EU 


соз — cipe» sina =—2- E 5 


1213 B 
Dar reikia apskaičiuoti tga. Iš lygybės іра = ded randame 
=l _ 12 quisi sina = 12 zza „-12 
Liner Na 5 . Taigi sina = 15, cosa — B tga = 5 
12 
с IZ) ыд. zo dx 
Atsakymas. sina = т, cosa = 13” tga= rë 


7pavyzdys. Apskaičiuokime sina reikšmę, kai тат ir 
5с08 а — 7cosa. - 6 = 0. 
Sprendimas. Pažymėkime cosa =/. Gausime kvadratinę lygtį 
542-7:-6-0, kurioje + yra nežinomasis. Ši lygtis turi du sprendinius 
B. s 
ti srp Ir ЦЭ = 2. 
Kosinuso reikšmių sritis yra intervalas [—1; 1], todėl kosinuso reikšmė 


negali būti didesnė už 1. Vadinasi, antrasis sprendinys +; = 2 netinka. 
Taigi cosa = -Ž. 


Iš lygybės sin ^a4cos?a =1 gauname: sin Ža=1-cosŽa; iš ба 


sina =+yl-cos2 : 


Kadangi uždavinio salygoje duota, kad а уга III ketvirčio kampas 


СЭ! о sinusas Siame ketvirtyje yra neigiamas, tai formuléje 


sina = ty1-cos?a rašysime minuso ženklą. 


Taigi sina = —X1- cos? : 


Į šią lygybę įrašę A apskaičiuojame sina reikšmę: 


5 


"a 49) --h-2 =- 18-22 
5 25 25 5 
4 


Taigi sina =- 


Atsakymas. sina = — ч 


5: 


5 


8 pavyzdys. Apskaičiuokime  sina-cosa, jeigu žinoma, Кай 


sina + cosa = V2 . 


Sprendimas. Iš lygybės 


Ё 2 > : 
(sina + со80) = sin? a +2sinacosa + cos? a 


гапдате, Каа 
| (sina + cosa)? - (sin? a + cos2 a) 
sina. cosa = ————————— O P v — — ——- , ty, 
2 
А (sina + cosa)? —1 
sina cosa =— a—.. 


2 


Į šią lygybę įrašę duotaja sina + cosa. reikšmę, gauname: 


(2) -1 

: = _2-1_l 2242 zi 

sina cosa = 2 ам uh Taigi 81000505 
Atsakymas. > 

9 pavyzdys. Žinoma, jog  sina+c0s4=m. Apskaišiuokime 


3 3 


810008 a. 


Sprendimas. Taikysime formulę a? «b? = (a^ b)(a ?-abeb? Ї 


Gauname: sin 


3 


. x. 2 . 
о + cos? a = (sina + cosa)(sin? a-sinacos + cos? ) 
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Į šią lygybę įrašę salygoje duotą sumos sina-cosa reikšmę ir 
pastebėję, kad antruosiuose skliaustuose esanti suma sin2 а + соѕ2а lygi 
1, gauname tokią lygybę sin Jacosa- m- (1-sinacosa). 

Belieka apskaičiuoti sandaugą sinacosa. Tokia sandauga atsiranda 
pakėlus abi reiškinio sina + cosa = т puses kvadratu: 


sin? a +2sinacosa - cos? a. = m? , 


2. 
1+2sinacosa = m?; iš čia sinacosa = 2 i. 
2 2 
in? Зул! 1-25. Lal 1-20. 1 |. 
Tada sin“ a + cos «=! 5 EL 2 23 
2-т3 41 m 2 
m = 3-m ). 


Atsakymas. 7m “р 


2.2. TRIGONOMETRINIU FUNKCIJU ARGUMENTU 
SUMOS BEI SKIRTUMO FORMULES 


Trigonometrinių funkcijų argumentų sumos bei skirtumo formulės yra 
šios: 
sin (о + B) = ѕіпасоѕ B + cosa sinB; 
sin (a - В) = sin асоѕ В — cosa sinB; 
cos (а + fj) = cosa.cos f -sina sinB; 


cos (a — B) = cosa.cos В + sin a sin ; 


warp- EEE, (а -p- 89 P 


-tga-tgp" 


ctga -ctgp-l. ET 
ctga *ctgp | «(2-0 


I-tgo-tgp " 
сіра -ctgB+1 


ctg(a +В) = ттлт 2 


Pateiksime šių formulių taikymo pavyzdžių. 
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1 pavyzdys. Apskaičiuokime reiškinių reikšmes: 
a) 51п97° соѕ37° – 5іп 37°с0597° , 
b) cos100? cos 40? +sin100*sin 40° , 
с) cos 72° соѕ 27° — соѕ117°5іп 72°, 
tg 33? + (012° 
1-18339-16:1297 
Sprendimas. 


d) 


a) sin97? cos37? — sin 37° cos97? = sin (97° — 37°) = sin 60° = 23 s 
b) cos100? cos 40? + ѕіп100°ѕіп 40° = cos (100? — 40°) = cos 60° = i 
€) cos 72? cos 27? – cos117?sin 72? = cos 72? cos 27° — 
-cos (90° + 27?)sin 72? = cos 72?cos 27? + sin 27°ѕіп 72° = 
= cos(72? - 27?) = соѕ45° = = 
tg 33? + tg12° 
1- tg33?  tg12? 


Atsakymas. а) 2. b) i с) к d) 1. 


d) = tg(33* +129) = tg45? - 1. 


2 pavyzdys. Apskaičiuokime: а) cos15°; b) 511752, c) соѕ75°. 
Sprendimas. a) Pastebékime, kad соѕ15° = cos(60? – 45°). Pritaike 
formulę cos(a - В) = cosacosB + ѕіпоѕіпВ, kai «=60° ir р = 45°, 
gauname 
cos15* = cos60?cos45? + sin60?sin45? = 


TEE алар 


b) Pastebėkime, kad ѕіп75° = sin(30* + 45°). Pritaikę formulę 


sin(a + В) =sina cos + cosasinf, kai а = 30° ir В = 45°, gauname 


sin 75° = sin30? cos45? + cos30?sin45? = 
„1.42 33.52 2 01448) 


232 3 


с) Kadangi cos75? = cos(30? + 45°), tai pritaikę formulę 
cos(a + B) = cosa cos -sinasinp, kai a = 30° ir В = 45°, 
gauname 
соѕ75° = cos(30? + 45?) = cos30?cos45? — sin 30°sin 45° = 


Atsakymas. э) 32.45); b) 321445); c) 3248-1). 


3 pavyzdys. Apskaičiuokime reiškinio sin(a+ X) reikšmę, kai 


sina =-2 irae J 
BE: "S 
Sprendimas. Pritaikę formulę 
sin (a + В) = ѕіпасоѕ В + cosa sinB, gauname: 


sina +Z) =sinacos Č + соѕаѕіп L a3 ina x32 osa: 
4 4 4 2 2 


Iš formulės sin? а + cos? 0-1 randame 


ЗИРӘ тя 08 TE i-e 525 
cosa =+vVl-Ssin а = +,/1 ( 3) zl 25 = 25 550 


Kadangi kampas a уга trečiame ketvirtyje, о šiame ketvirtyje 
cosa « 0, tai kvadratinę šaknį paimame su minuso ženklu, t.y. 


cosa = — 
5 


Kadangi sąlygoje duota, kad sina = 4 , tai gauname: 


we] фөөсфөне ЭН) 
--342-442 742 
Е 10 727107 
Atsakymas. Ae, 


4 pavyzdys. Apskaičiuokime reiškinio cos(a +) reikšmę, kai 


TM. -3 ix x 
sina = 73> cosp == ir 2 <a <, 0<В<2- 


Sprendimas. Pritaikome formulę cos (a + В) = соз @со$ -sin asing. 
Į šią formulę istate sąlygoje duotas sina. ir cos reikšmes, gauname: 
cos(a +В) = 2cosa - Ssinp. (1) 
Reikia rasti cosa ir sinB reikšmes. 
Iš formulės ѕіп2 а cos? a =1 randame: 
cosa -1-sin?a; iš čia 
cosa = tVl-sin?a . 


Kadangi kampas а уга antrajame ketvirtyje, о šiame ketvirtyje 
cosa < 0, tai kvadratinę šaknį paimsime su minuso ženklu. Vadinasi, 


ИР гч лч sedie] is на Ж 
cosa = - N1-sin' a = – (|1 (-&) -- 169 115918 


Iš formulės sin? B + cos? B = 1 randame: sin? $ = 1— cos? f; iš čia 
sinp = +1 cos? . 


Kadangi kampas p yra pirmajame ketvirtyje, o šiame ketvirtyje 
sin > 0, tai kvadratinę šaknį paimsime su pliuso ženklu. Vadinasi, 
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Įstatę gautas reikšmes į (1) lygybę, apskaičiuojame reiškinio 
cos(a + B) reikšmę: 


„3.(-12) 5.4. 36 20 56 
cos(a +8)=4-( 13) D S 65 6 657 


4 pavyzdys. Apskaičiuokime «(198) kai tgp = i 


tga + tg kai 


Sprendimas. Pritaikę formulę tg(a.- p) = 1-tgatgp ° 


žinodami, kad 27 =l, 16 = i gauname 


x 3 
TE жылы Ж ы Жыш 
Tip 1-tgp 1-3. ! 

4 4 


Atsakymas. 7. 


5 pavyzdys. Suprastinkime reiškinius: 
a) sin 4acos 5a -sin 50с0540, 


tga + tg6a. 
1-tgatg6a ' 


T] 


d) sin Sacos 2a - cos Sasin 2a 
cos2acosa-sin2asina 7 


(то) со[а) 


b) 


4 4 
€) aw ume ee TS 
si [Z хас ( То 
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Sprendimas. 


a) sin 4acos 5a -sin Sacos 4a = sin(4a – 5a) = sin(-a) = -sina . 


іра +їрба — Е 
b) i eaka tg(a + ба) = 1670. 
с) со[а E) -sin(o -® ]= созасо + sinasin - 


- (sin a.cos  — sin Ecos а) = Leos a+ 33 in a- B in a+ — = 
6 6 2 2 2 2 


= cosq. 


sin Sacos2a -cosSasin2a  sin(5a-2a) _ sin3e _ 


d —— — —— = = . 
) cos2acosa-sin2asina  cos(2a +a)  cos3a сан 

e) Pasinaudoje formulémis 

sin(a + В) = sinacos + cosasinf ir 

cos(a + В) = cosacosf -sinasinp ir įvertinę tai, kad 

n T 
а х 5 (ка) (а) 
sme - cos = 7 s gauname —————9——————- = 


NT: x 
НО * со Та) 


(in "cosa + cos "sina - (соз созо - eos па) 


" 4 4 4 4 9 
SK л; т x 
(sin озо + cos зіпа) + [cos Z cosa - cos sina. 
42 


E 73 (cosa +sina - cosa + sina) _ 2sina | 


2 2 . X. 2cosa | 
7 (cosa +sina + cosa — sina) 


Atsakymas. a) -sina ; b) tg7a; c) cosa; d) (630; e) tga. 


2.3. REDUKCIJOS FORMULÉS 


Redukcijos formulémis vadiname formules, kurias taikydami 


trigonometrines funkcijas, turinčias argumenta = +a , neZ, 


pakeičiame argumento о. trigonometrinėmis funkcijomis. 
Pavyzdžiui, imkime n=1. Gauname argumentus 5ta ir zu. 


ir 2-4 trigonometrines funkcijas 


5+ a 
2; (1519 . т л 1 T 
sn [2 a). si [Ë ) со[# +a), eos (5 - а), «(2 +a), 


«(5 - 8) ; ee( 7 * а) ; с( = a) argumento a trigonometrinémis 


funkcijomis. Pritaikę šio skyriaus 2.2. skyrelio formules 


Pakeisime argumentų 


sin(a + В) = sina cos + cosasinp ir 


sin(a — В) = sina cos – cosa sin, 


gauname: 
< T zt m. s à 2 
sin 7+9 = ѕіп 7. cosa + cos», sino. = | : cosa + 0 : sina = cosa; 


. л Яр x. : 
si [3 == о) = 51:70050: 605: SI OE =] - cosa —0 - sina = cosa. 


Pritaikę šio skyriaus 2.2. skyrelio formules 
cos(a + В) = cosa cosp -sina sing , 
cos(a — В) = cosa cos + sina sinf , 
gauname: 
(х + о) = соз-у cosa -sin2 sino. =0-cosa-1-sina =-sina, 


т x ТОР” + š 
cos [5 _ a) = 005: cosa +зіп-7-5іпо = 0. cosa +1 - sina -sina. 


sin(ž +a) бб 
e(£ + a) = =—=-ctga, 
2 В ) -sina 
cos| = +o 
2 
fa 
" «(3 -a) ЖУ 
«(2-4|- (5 ) "sina “ошо, 
cos —— а 
2 
cos(ž+a) | 
л 2 -sina 
ов[2-+а)= = =-tga, 
sin(5 +o) соза 
2 
(2-а) : 
о 2-а| 2 = -tga 
2 Е ) соѕа 
912-9 


Panašiu būdu gaunamos ir kitos lentelėje pateiktos redukcijos 
formulės. 


5 
E" 
с 
з 
ш. 
ctg 


ва 
° 
Redukcijos formuliu isiminti nereikia. Geriau mokéti ju gavimo 
taisykle: 
1. Kai redukuojamosios trigonometrinés funkcijos argumentas lygus 
rta ir 2z-a, funkcijos pavadinimas nesikeičia; kai jis yra lygus 


5+9 ir 3 io, funkcijos pavadinimas keičiamas taip: sinusas — 
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kosinusu, kosinusas —sinusu, tangentas— kotangentu, kotangentas — 
tangentu. 


2. Prieš redukuota trigonometrinę funkciją reikia rašyti tą ženklą, kurį 
turi redukuojamoji funkcija atitinkame ketvirtyje, tariant, kad а yra 
pirmojo ketvirčio argumentas. 

Prisimename trigonometrinių funkcijų ženklus ketvirčiuose: 


y Jj У 


Ѕіпиѕо Коѕіпиѕо Tangentas іг kotangento 
Zenklai Zenklai Zenklai 


Atsižvelgę į tai, kad trigonometrinės funkcijos yra periodinės bei 
pasinaudoję redukcijos formulėmis, galime bet kurio kampo 


trigonometrines funkcijas išreikšti pirmojo ketvirčio kampų 05053 
trigonometrinėmis funkcijomis. 


Išspręskime keletą pavyzdžių. 


1 pavyzdys. Išreikškime sin1330?, sinl655?, sin1970?, соѕ820°, 
с0813009, cos1785* pirmojo ketvirčio kampų trigonometrinémis 
funkcijomis. 

Sprendimas. Sprendžiant šį uždavinį reikia žinoti, kad 
trigonometrinės funkcijos yra periodinės. Mažiausias teigiamas funkcijų 
sinx, cosx periodas lygus 21, arba 360°. 

Vadinasi, sin(360?- n-- a) = sina, 

cos(360? - n « a) = cosa. ; čia ne Z. 

Pasinaudojus šiomis formulėmis bet kurio kampo, didesnio už 360“, 
sinusas (kosinusas) gali būti išreikštas kampo 0° <о < 360° sinusu 


402 


(kosinusu). Po to, pasinaudoję redukcijos formulėmis, gauto kampo 
0° <a < 360° sinusa (kosinusą) nesunkiai išreikšime pirmojo ketvirčio 
kampo (0° < ñ < 90°) sinusu (kosinusu). 
Taigi pirmiausia išskirkime duotųjų trigonometrinių funkcijų periodą. 
Padaliję 1330 iš 360 su liekana gauname: 1330? = 360° - 3 + 250°. 
Analogiškai randame, kad 1655? = 360° -4+215°, 
1970? =360*-5+170*, 820° = 360° -2 +100°, 
соѕ1300° = 360° -3+ 220°, соѕ1785° = 360? -4+ 345°. 
Taigi 
sin1330? = sin250? = sin(180? + 70?) = - sin70?, arba 
sin1330? = sin250? = sin(270? — 20°) = —cos20°. 
sin1655? = sin215? = sin(180? + 35?) = -sin35°, arba 
sin1655? = sin215? = sin(270? — 55?) = —cos55°. 
sin1970? = sin170? = sin(180? —10°)=sin10°, arba 
sin1970? = sin170? = sin(90? + 80°) = соѕ80°. 
соѕ820° = cos100? = cos(180? — 80°) = - cos80? . 
cos820? = cos100? = cos(90? + 10°) = -sin10". 
c0s1300? = cos 220° = cos(180? + 40°) = – соѕ40°, arba 
соѕ1300° = cos220? = cos(270? — 50°) = —sin50°. 
cos1785° = cos345? = cos(360? — 15°) = cos15?, arba 
cos1785* = cos345? = соѕ(270° + 75°) = sin75?. 


2 pavyzdys. Apskaičiuokime duotuju reiškinių reikšmes: 
a) 51п(—840°); b) sin1215°; €) 8 174029, 


4) (22) е) «(-22) f) si[ 1992), 


g) cos(-600?) ; h) cos1410? ; i) соѕ1920° ; 


j co (222); k) cos[- 9.1); 1) cos[5 72). 


Sprendimas. a) Pirmiausia išskirkime trigonometrinės funkcijos sin x 
periodą. Padaliję 840 iš 360 su liekana gauname: 
840° = 360° - 2 +120°. 
Kadangi funkcija ѕіпх уга nelygine, tai 
sin(- 840°) = —sin840°. 
Taigi sin(—840°) = —sin840° = —sin120° = —sin(90° + 30°) = 
` 
27 
Galėjome skaičiuoti ir taip: 


= —cos30° =- 


sin(—840?) = —sin840° = —sin120° = —sin(180° — 60°) = 
Уз 


=-sin60 m. 


b) Pirmiausia iSskirkime trigonometrinės funkcijos sinx periodą. 
Padaliję 1215 iš 360 su liekana gauname: 


1215? = 360? -3 +135°. 


Taigi sin1215? = sin135? = sin (90° + 45°) = cos45* = 3, 
Galėjome skaičiuoti ir taip: 


sin1215? = sin135? = sin(180? — 45?) = 51п45° = 2. 
c) Kadangi 1740? = 360° .4 + 300°, tai, įvertinę funkcijos sinx 
periodiškumą, gauname, kad 
sin1740? = sin300? = sin(270? + 30°) = —cos30? = = Я 
Galéjome skaičiuoti ir taip: 


sin1740? = sin300? = sin(360? — 60°) = —sin60? = sa 


d) Pirmiausia išskirkime funkcijos sinx periodą. Išskirti periodą 2л 


iš 21 galima taip. Padaliję 29 iš 6 su liekana gauname: 29- 6-44 5. 


"UNT A x 

Taigi STE хт=4т+ст=2 Qx) «(x 2). 
K Аа sa - 1 

Tada (29) sin [z+ £]- sinc =. 


e) Kadangi sinusas – nelyginė funkcija, tai 


Išskirkime periodą 2x iš 25 Padaliję 31 iš 4 su liekana 


4 
gauname: 31=4-7+3. 
Taigi 
31 4.743 


3. 31) Зл 
Pyme am Ted 6n (1427-32-24 (1427). 


sin(- 228) 5 «сезе -sin(«22)- -sin(s«(a-1])- 


ган: Бай [BAE 


f) Išskirkime trigonometrinės funkcijos sinx periodą 2m iš E 


Padalije 160 i$ 3 su liekana gauname: 


16023-5341. 
Taigi 
160. _ 3.5341. 


asia we A 5 
3 3 к=53л++л=52л +[л+®)=26 (2) х» | 


3 


Todėl 21 e E 
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g) Kadangi kosinusas — lyginė funkcija, tai cos(—600?) = cos600°. 


Pirmiausia išskirkime periodą 360? iš 6009. Padaliję 600 iš 360 su 
liekana gauname: 600° = 360? -1+ 240°. 


Taigi cos(—600?) = соѕ600° = cos240? = cos(270? – 30°) = 
Mp L 
= sin30?- Y 
Galėjome skaičiuoti ir taip: 
cos(— 600?) = cos600? = cos 240° = cos(180? + 60°) = — соѕ60° = L. 
h) Kadangi 1410? = 360? - 3 + 3305, 


tai, įvertinę funkcijos cosx 
periodiškumą, gauname, kad 


cos1410? = cos330? = соѕ(360° — 30°) = cos 30° = i ‚ arba 


cos1410° = cos 330° = cos(270? + 60°) = sin60° = as. я 


і) Kadangi 1920° = 360° :5 +120° , 


tai, įvertinę funkcijos cos x 
periodiškumą, gauname, kad 


соѕ1920° = cos120? = cos(90? + 30°) = -sin30? = 2 ‚ arba 


с051920° = соз120° = cos(180° — 60°) = —cos60° = —. 
j) Išskirkime trigonometrinės funkcijos cosx periodą 2л iš 3 x. 


Padaliję 37 iš 4 su liekana gauname: 37-4-9-1. 


гэх 37... 45921. цэ Y 4. x 
Taigi Aa к=9л+® =8л+[л+®)=4 (л)+(х+ j. 


4 


Todėl cosa сок) -- eos 


1 2" 


К) Kadangi kosinusas — lyginé funkcija, tai eos(- 94) = eos( 22 z) n 
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Pirmiausia išskirkime trigonometrinės funkcijos cosx periodą 2л iš 
100 


37 Padaliję 100 iš 3 su liekana gauname: 100 23-33 +1. 


..100 3.3341 л л 
Taigi E хиих х-Зэк-2-3254х-2)- 


-16-Qx) «(n 2). 


Todėl eos (192) z cos(x + i) ш-0085--- ! 


3 3 22 
I) Išskirkime trigonometrinės funkcijos cosx periodą 2л iš str. 
Kadangi 513-215, tai, padalije 31 i$ 6 su liekana, gauname: 
3126-541. 
ose. 3b. 007991. — ло x). 
Taigi 5%" 6 аман п=5л+# 40+ (к) 
zi. i 
z2 Qx) (+2). 
а LA 3l Y. x| | л. 3 
Todėl eos (5r) = eos 6 л)=со[х+Е]= cos S 


4 3 

pirmojo ketvirčio kampų trigonometrinėmis funkcijomis. 
Sprendimas. Sprendžiant $ 
trigonometrinės funkcijos tgx 


3 pavyzdys. Išreikškime tg1370?, ctg(1750?), «| 5z), а(х) 


uždavinį reikia žinoti, kad 
ir ctgx уга periodinės. Mažiausias 
teigiamas funkciju tgx ir ctgx periodas lygus x, arba 180?. Vadinasi, 
tg(180?-n--a)- іра, ctg(180°-n+a)=ctga; čia ne Z. 

Pirmiausia išskirkime trigonometrinių funkcijų periodą. Padaliję 
1370 iš 180 ir 1750 iš 180 su liekana gauname: 

1370? =180°.7+110°, 1750? =180*-9+1307. 


Taigi tg1370? = tg110? = tg(90° + 20°) = —ctg20?, arba 


Padalije 690 iš 180 su liekana gauname 
tg1370? = tg110? = tg(180° — 70°) = — tg 70?. 690° =180°-3+150°. 
ctg1750? = ctg130? = сїр(90° + 40°) = – tg40?, arba Taigi tg690? = tg150? = tg(90? + 60°) = — ctg60? E „arba 
ctg1750? = ctg130? = ctg(180? — 50°) = -ctg507 5 
55 186909 = tg150? = tg(180? - 30°) = – (030° = - —. 
Išskirkime periodą л iš 27. Padaliję 55 iš 4 su liekana gauname 3 
55 >4+1343. b) Kadangi tangentas — nelyginė funkcija, tai 
" s, 243363 at tg(-1560°) = -tg15607. 
m m 4 CEU M Išskirkime trigonometrinés funkcijos tgx perioda (1809). 
Todėl P 5х). тш 3л n z- Е. аба Padaliję 1560 iš 180 su liekana gauname: 
: 15609 - 180? 8.1209. 
"EA 3 -н(16 +2)- ag? Taigi tg(- 15609) = —1р1560° = —tg120° = — tg(90° + 30°) = 
83 з-(-08309)--(-43)-43. 
Išskirkime periodą л iš 3 л. Padaliję 83 iš 3 su liekana gauname: Сане нан Vc tape 
83-3-27-2. tg(—1560°) = —tg1560° = —tg120° = —tg(180° — 60°) = 
Taigi ӨМ х 8, х= 27х+ Ses, =—(-1860°)= -(-43)- 3. 
3 3 3 
83 2r Эр 
Todėl ов) - сш = ete х) = авдаг arba 


с) Išskirkime trigonometrinės funkcijos tgx periodą x iš —x 


Үс Padalije 41 i$ 3 su liekana gauname: 
ац 223|- ctg— 3 -ee( I Ee 


41-3-13-2. 
Taigi des E ke 
4 pavyzdys. Raskime duotųjų reiškinių reikšmes: BE Е 8 
° сү. Al ). 
a) 866009: b) 6(-1560): о (1) Todėl w(35s)- oÍ A - w(s-)-- 3-45. 
d) ctg1380?; е) ctg(-2115?); f) ct [167 л). Galėjome skaičiuoti ir taip: 
Sprendimas. a) Pirmiausia išskirkime trigonometrinės funkcijos tgx «| х 7) ü «| 241 2 «(38 : 2) -dg- exu. 
perioda (180?). 
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d) Pirmiausia išskirkime trigonometrinės funkcijos ctgx periodą 
(180°). Padaliję 1380 iš 180 su liekana gauname: 
1380? 2180? -7 4120? . 


Taigi ctg1380? = ctg120? = ctg(90? + 30°) = — tg30? = „22 А 
Galéjome skaičiuoti ir taip: 
B P jo „m ID m 45 
ctg1380? = ctg120? = ctg(180? — 60°) = —ctg60° = S 


e) Kadangi kotangentas — nelyginé funkcija, tai 
ctg(- 2115?) = -ctg21157. 
Pirmiausia išskirkime trigonometrinės funkcijos ctgx periodą 
(1809). Padaliję 2115 iš 180 su liekana gauname 
2115° =180°.11+135°. 
Taigi ctg(-2115?)- —сїр2115° = - ctg135? = —с1р(90° + 45°) = 
з--(-18459)--(-1)-1. 
Galėjome skaičiuoti ir taip: 
ctg(- 2115?) = - ctg2115? = - ctg135? = - ctg(180? – 45°) = 
= -(-ctg45?) = - (-1) - 1. 


f) Pirmiausia išskirkime trigonometrinės funkcijos ctgx periodą л iš 
167 


T Padaliję 167 iš 6 su liekana gauname: 
167=6-274+5. 
;. 167 .6:2785 __ 5 
Taigi kė 6 л=27т+=т. 


Todėl ав s) = (51) = ов[х = z) = -cg- --43. 


Galéjome skaičiuoti ir taip: 
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ew ( 572.) - ae( 5) us[Z+2) --4 33. 


5 pavyzdys. Raskime reiškinių reikšmes: 


b) T cos 38 


2811 (NA 4802: шээг 
a) 2sin135? — соѕ480° ; 3 E 


е 1 1 
с) sin[arcsin+ + arecos[- +). 
Sprendimas. 
a) 2sin135? — cos480? = 2sin (180° — 45°) - cos(360? + 120°) = 
№ _ 
2 


БА хаан 


= 2sin45? — cos120? = 2. cos(90? + 309) = V2 — (—sin30°) = 


b) Pritaikę redukcijos formules 
tg(n+a)=tga ir cos(21-a)- cosa, 


apskaičiuojame duotojo reiškinio reikšmę: 


4 5x — Цэ ox X 4E 
танан) cos[2x К] =! 005-) = 
a_l _g_1_ 25-1 
=Š 2-3 p s < 
[айат L ш241х-211-412--25 4 
c) sin(aresin + arccos(- 5] si |Z «(x ЕС 3 je 
sin T -sin( +F) = cos d 
= 6 Ө $ 9 
Atsakymas. a) ыы, b) EP c) i 


6 pavyzdys. Trigonometrinių funkcijų reikšmes išreikškime intervalo 


3 п т № 
л : - г Ё 22 COS 47 = COS = = 
(0; 45°) arba (o: 3) kampų trigonometrinių funkcijų reikšmėmis. 
: [3 
a) sin320°; cos820°; tg930°; ctg460°; 3 sin [3 л) ч | 
I . , «| d 25 = =-=], 
b) -sin(L4x); cos(3,27); tg(11,47); сїш(22,9). 4 cos(a) 3 x: 
Sprendimas. a) sin320? = sin(360? — 40°) = —sin40°; 3 1 1 
tg| 2л |= == ei, 
соѕ820° = cos(360° - 2 + 100°) = cos100? = cos(90? + 10°) = -sin10° ; I e(37) (5) -1 
4 
tg930° = tg(180° - 5+ 30°) = tg30°; : 
: : LA 7 
ctg460? = ctg(180° - 2 + 100°) = ctg100? = ctg(90? + 10°) = – tg10?. sin[£=z) = sin(x - z) =$ї с =>, 
b) –ѕіп(1, 4л) = -sin(L51 —0,1x) = –(–со0,1л) = соѕ0,1л; (2л) = cos(x = z) = 0057 = R 
cos(3,2x) = cos(21 + 1,21) = соѕ1, 2л = соѕ(л+ 0,21) = –соѕ0,2л; | 
tg(11,47)= tg(1 1n +0,4л) = 150,47 = tg(0,5 — 0,1x) =ctg0,17; (ža) 5 2- = ea а(х) 2-48 
ctg(22,9n) = с10 (227+ 0,9л) = ctg(0,9x) = ctg(1 — 0,11) = –сір0,1л. -7 
Atsakymas. a) —sin40?; —sinl0?; 183029, —tg10°; b) cos(0,11); | | 2 | (2 | : | i) 43 
іп – л | = -sin| 2x|- —-sin| r- | = –5іп =-->, 
—cos(0,21); ctg(0,1x); -ctg(0,In). 3 3 3 3 2 
(37) mon] оня) = 7m: 
cos| - л | = cos| 21] = cos| 1 - = |= –-с05= = -—., 
7 pavyzdys. Apskaičiuokime trigonometrinių funkcijų reikšmes іг 3 3 3 3 2 
užpildykime lentelę. 43 
3 5 2 «(-24|--4--4, а(-24)-33, 
їл >т - л | 210° | 315° | -225° zi 3 3 
4 6 3 2 


sin210? = sin(180°  30*) = —sin30° = L. 


cos210° = cos(180? + 30°) = —cos30° = -8, 


72 48 
tg21092 —À—- M, ctg2109- J3, 
g Ed g 

2 
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sin315? = sin(270? + 45?) = —cos45? = ша Я 
cos315° = cos(270? + 45?) = sin45° = x > 
183159--1, ctg315?- - 


sin(- 2259) = -sin225? = –ѕіп(180° + 45°) = -(-sin45*) = 
J2 


= 51п45° = E 
cos(- 225?) = cos225? = cos(180? + 45°) = —cos45° = E š 


tg(—225°)=-1, ctg(-225°)=-1. 
Atsakymas. 


S GEHE SEE 


Naudodamiesi redukcijos formulėmis nc tik skaičiuojame trigono- 
metrinių funkcijų reikšmes, bet ir pertvarkome reiškinius. 


8 pavyzdys. Suprastinkime reiškinius: 
4) sin(-a): ctg(- a) 


cos (360° — а) - tg(180? +a)’ 


b) 1-cos(r +a)-sin( 4 0), 
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ар) еа) 
tg +e): eig (a- 5) 
=) 


——t (a-m)-si [28 o (а) 
sin(x—a) 4 2 2 : 


Sprendimas. a) Kadangi sina іг ctga yra nelyginės funkcijos, tai 
joms galioja lygybės 
sin(-a)--sina ir ctg(-a)=-ctga, 
be to taikysime redukcijos formules: 


с) 


d) 


cos (360° – а) = cosa. ir 1р (180° + a) = tga. 
Suprastiname reiškinį: 


4 sa 
sin(-a)- ctg(-a) -sina - (-ctga) _ sno па р 
jo o ` E 
с05(3609-0)-18(1800-0) . cosa-tgo cosa ла 
cosa 
29099 eo 
"sia оо 


b) l- cos(r +a)-sin( ^7.) -1- eos) (-c0s0)-= 


-1-cos!'a = sin? a. 


sin? СЭ -5) 2 ЭР” 
с08 a-*sina ]l | 


нана) шшш — 
tg 4-0 ctg = 3 ctg'a tga 1 
435 
2 


сагай ir 


c) 


d) Kadangi cos(a- 1) = es(-(£- 8) = co [£ -a) =sina, 


sin(x-a)-sina , 


tg(a- 2) = tg(-(x-a)) = -tg(x-a) = -(-tga) - tga, 


. (37 3x . š 
sin 55--0 |=-соз@, cos — +e |=sina, tai 


T 
cos(a - z) 
2 . (Зл Зл A 
(те) tg(a- ms (77. Joos( 5. a) = 
sina 


sina 
cosa 


^ sina 


* ga - (-cosa)-sina =1+ 


-(—coso.) : sina = 
-1-sin?a = cos? a. 
Atsakymas. а) ctga ; b)sin? a ; c)1; d) cos? a. 


9 pavyzdys. Įrodykime tapatybę 
sin(180°+a) cos(540* - a) 1 
зїї(270°+ о) * cos(90° +a) -I соза ` 
Sprendimas. Pertvarkysime 5105 lygybés kairiaja puse: 


sin(180?--a) cos(360°+(180°-a)) -sina , cos(180?— a) 
———— S <Ñ + = 
sin(270° +a) 


-sina – 1 -cosa -(1+5іпа) | 


|. Sina +l Шэн 
С соѕо (1+ ѕіпа) cosa“ 
Tapatybė įrodyta. 


10 pavyzdys. Pertvarkykime reiškinius: 
a) cos 2> x+ p) : 


Sprendimas. a) Išskirsime trigonometrinės funkcijos cosx periodą 


b) tg(687* +В). 


2n. Padaliję 93 iš 7 su liekana gauname: 


93=7-13+2. 
Taigi SueB- LM үк+В=13л+2л+р=6-(2л)у+л+2т+р. 


Taigi eos (Zn t B) = cos(x + E * p) : 


Tegu Ža +В = о. Pritaikę redukcijos formulę со5(7-0:))--С080, 


galutinai gauname: 
93 _ 2 _ = Е 2 
cos 7B = cos цал цал | = cos(r + a) = -cosa = —cos runi : 


b) Pirmiausia išskirkime trigonometrinės funkcijos 
(1802). Padaliję 687 iš 180 su liekana gauname: 
687? =3-180*+147". Taigi 


tgx periodą 


tg(687? + В) = tg(147? + B) = tg(90? + 57° + B) = tg(90* + (57° + B))= 
=-ctg(57 + p). 


Atsakymas. a) cos( n + | = -ex[7 + p) : 


b) tg(687° +B) =-ctg(57°+ B). 


Užrašysime paprastą taisyklę, kuri nurodo, kaip teisingai užrašyti 
redukcijos formules. 


Jei redukuojate kampo ata trigonometrinę funkciją ir n yra 


lyginis skaičius, funkcijos nekeiskite; jei nelyginis — sinusą keiskite 
kosinusu, kosinusa — sinusu, tangentą — kotangentu, kotangenta — tangentu. 

Prieš naująją funkciją parašykite tą ženklą (pliuso arba minuso), kurį 
turi pradinė (redukuojamoji) funkcija tame ketvirtyje, į kurį patektų kampas 
n io, jeigu būtų 0<a<5. 
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Si taisyklé tinka ir laipsniais iSreikStiems kampams. Tik dydi Ž 


reikia pakeisti į 90°. 


11 pavyzdys. Parašykime kampo Эко trigonometrinių funkcijų 
redukcijos formules. 

Sprendimas. Mūsų atveju п=11 yra nelyginis skaičius, todėl 
trigonometrinės funkcijos pavadinimą teks keisti: sinusą keisime kosinusu, 


kosinusą — sinusu, tangentą – kotangentu,  kotangentą – tangentu. Kad 


teisingai užrašytume kampo D ra redukcijos formules, turime 


nustatyti, kuriam ketvirčiui šis kampas priklauso, kai 0«o«7. 


Pirmiausia i$ kampo 28 išskirsime 


Л 


5 kartotinj. Sis 


kampą, didžiausią 4- 


kampas lygus L Nusibraižę vienetinį 


apskritimą matome, kad taškas 5,(1:0), 


Jį pasukus kampu ER, grįžta į pradinę 


padėtį ( 2 pav.). 

12x 
E 
funkcijų sinx ir cosx, tiek trigonometrinių funkcijų tgx ir ctgx 


15 tikruju, juk kampas lygus бл, о бл yra tiek trigonometrinių 


periodas. Ant vienetinio apskritimo atidėkime taškus Р, Р, 


2 2 
Puy ir Py. 
2 2 
Kai 0<a<ž, tai iš 2 paveikslo matome, kad kampas DT ea yra 
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antrojo ketvirčio kampas. Šiame ketvirtyje sinusas teigiamas, o kosinusas, 
tangentas ir kotangentas neigiami. 
Taigi redukcijos formulės atrodys taip: 


7 Ё: 1 (58 | 

sin| ——-4a|-2cosa, tg| — +a |--ctga, 
2 2 
13x : 131 

cos 9 --sina, ctg zte --tga. 


La 


12 pavyzdys. Parašykime kampo 2 


a trigonometrinių funkcijų 
redukcijos formules. 

Sprendimas. Šiuo atveju n-11 yra nelyginis skaičius, todėl 
funkcijos pavadinimą teks keisti: sinusa keisime kosinusu, kosinusą — 
sinusu, tangentą — kotangentu, kotangentą — tangentu. Nustatysime, kuriam 
ketvirčiui priklauso kampas DE a, kai 0<a<5. Iš kampo НЕ 
= 
2 
Nusibraižę vienetinį apskritimą ir 


kartotinį. Šis kampas lygus 5. 


išskiriame kampą, didžiausią 4- 


jame atidėję taškus Р, Р, 

E 2 

Pior ir Piiz : 
2 2 

yra trečiojo ketvirčio kampas (3 pav.). 


matome, kad = -a 


Рол 
. . . . . 2 

Šiame ketvirtyje ѕіпиѕаѕ ir 
kosinusas neigiami, o tangentas ir 
kotangentas teigiami. Taigi redukcijos 
formulės atrodys taip: 


3 pav. 


sin HE ou = -с050, t Hs a = сіра 
2 = , g 2 юм 8 , 


13 pavyzdys. Parašykime kampo 10087. a trigonometrinių funkcijų 


redukcijos formules. 

Sprendimas. Mūsų atveju n =1003 yra nelyginis skaičius, todėl 
funkcijas vėl teks keisti: sinusa keisime kosinusu, kosinusą – sinusu, 
tangentą — kotangentu, kotangenta — tangentu. 


10031 


Nustatysime, kuriame ketvirtyje yra kampas 
10031 
2 


: л 
‚ kai 0«4«5- 


Iš kampo išskyrę didžiausią 4-5 kartotinį, у 


1000r | AE 
ty. kampa — = ir ant vienetinio 


apskritimo atidėję taškus Рол > 
2 
Р оох > Pigs > Роозх > Matome, 
2 2 2 
10031 
2 
ketvirtojo ketvirčio kampas (4 pav.). 4 pav. 


kad 


+a, kai 0<a<5, yra 


Ketvirtame ketvirtyje kosinusas yra teigiamas, o sinusas, tangentas ir 
kotangentas neigiami. Taigi redukcijos formulės yra tokios: 


sin( T +a)=-cosa, «| мон +0)- -ctga, 


10031 : 10031 
cos — *a J-sina., св —, ta |= (ва. 


14 pavyzdys. Parašykime kampo шэн trigonometrinių funkcijų 
redukcijos formules. 
Sprendimas. Ant vienetinio apskritimo — paZymékime taškus 


Ра» Раск, Pggg ЧЕ Раҳ (5 pav.). Matome, Кай шэн уга 


2 2 2 2 


ketvirtojo ketvirčio kampas, kai 0o “л 


Šiame ketvirtyje kosinusas уга 
teigiamas, о  sinusas, tangentas ir 
kotangentas neigiami. 

Kadangi п=87 уга nelyginis 
skaičius, tai funkcijos pavadinimą teks 
keisti. 

Taigi redukcijos formulės atrodys taip: 


„(871 871 
sin ta --cosa, tg 39 --ctga, 


871 I 871 
cos +9 -sina, ctg mis --tga. 


15 pavyzdys. Para$ykime kampo 5z-a trigonometrinių funkcijų 
redukcijos formules. 


Sprendimas. Pastebėkime, Кай 5r -a = Dra š 
Šiuo atveju n=10 yra lyginis skaičius, todėl funkcijų keisti nereikės. 


Nustatysime, kuriam ketvirčiui priklauso kampas Pra, kai 0<a<5. 


Iš kampo = išskiriame didžiausią 


kampo 4 kartotinį. jis lygus 5. 


Ant vienetinio apskritimo atidėję taškus 


81 9л Ox lln 
ГЭЖ гж ЗАГ сахлын 


D 


tome, kad 2 


a yra antrojo ketvirčio 


kampas. 
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Šiame ketvirtyje sinusas teigiamas, о kosinusas, tangentas ir 
kotangentas neigiami. Taigi redukcijos formulės atrodys taip: 
sin(51-a)-sina, tg(51-a)--tga, 


cos(51-a)- -cosa, ctg(51-a)- -ctga. 


зох 


16 pavyzdys. Para$ykime Катро 2 


+a trigonometrinių funkcijų 


redukcijos formules. 
Sprendimas. Mūsų atveju n=50 yra lyginis skaičius, todėl funkcijų 


nereikės keisti. Nustatysime, kuriame ketvirtyje yra kampas 3 ea , kai 


0«a«. Didžiausias 45 kartotinis, neviršijantis kampo 30-28, уга 
481 
E 

Ant vienetinio apskritimo atidėję 


taškus Pag, , Pon, Pson df Paix 


2 2 2 2 
(7 pav.), matome, kad шин Ка! 
0<a<5 , yra trečiojo ketvirčio kampas. 


Šiame ketvirtyje sinusas ir kosinusas 
neigiami, o tangentas ir kotangentas 
teigiami. 


Taigi redukcijos formulės atrodys taip: 


. ( 50x k x 
sin 5 + =-sina, 008)-2-40 |--cosa, 
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2.4. DVIGUBOJO ARGUMENTO TRIGONOMETRINIU 
FUNKCIJU FORMULES. TRIGONOMETRINIU 
FUNKCIJU LAIPSNIO ZEMINIMO FORMULES 


Kai В=а, tai 
cos (a + B) = cos (a. + а) = cos2a., 
sin (a + B) = ѕіп20 ir  (0-40)-1820. 
Pasinaudoję kampų sumos ir skirtumo formulėmis (žr. 2.2 skyrelį) 


galime išvesti formules, vadinamas dvigubo argumento trigonometrinėmis 
formulėmis. 


Iš formulės sin (a + В) =sinacos B +sinBcosa., kai В = а, gauname: 
sin(a + а) = ѕіп20 =sinacosa +sin cos a = 2sin acosa., 

Iš formulės cos (о. + B) = cos acos B-sina sing, kai В = а, gauname: 
cos (a + а) = cos 20 = cosa cosa -sin asin a = cos? a = sin? a. 


: _ tga «tg 
I$ formulés ecu. ий" 
tga+tga — 2tga 
l-tgatga  1-tgla 
Taigi, visiems a teisingos lygybės: 


kai В = a, gauname: 


tg(e +o) = tg2a = 


cos2a = cos? а - sin? а. 


2tga 


sin2a = 2sina cosa , 
x 


Jei а ETT, neZ, tai tg2a.— 


1- teža | 

Pasinaudoję formule cos2a -cos!'a-sin?a, galime išvesti kitas 
formules. 

Jei į šią formulę vietoje cos? о. įrašysime 1—sin2 o, gausime: 


cos2a = 1-sin^a - sina 21- 2sin? a , iš čia 


spere ERR] о 


Jei įrašysime vietoje sin? a = 1 – cos? а, gausime: 


cos2a = cos? a - (1— cos? a) = cos? а - 1 cos? a = 2cos? a - 1; 


(1) ir (2) formule vadiname laipsnio Zeminimo formulémis. Jos 
padeda sinŽa ir cos?a pakeisti reiškiniais, į kuriuos įeina dvigubo 


argumento kosinuso pirmasis laipsnis. 


Kartais tenka skaičiuoti ir pusės duotojo kampo trigonometrinių 
funkcijų reikšmes, ty. žinant kampo a trigonometrinių funkcijų 


reikšmes, reikia apskaičiuoti kampo > trigonometrinių funkcijų 


reikšmes. Užrašysime šias formules: 


за а 
2sin' 5. =1-соѕа, 2с05? 7 =1+соѕа. 


1 pavyzdys. Apskaičiuokime reiškinio reikšmę: 


: о о 2 Л -2 T 
a) 2sin 75?cos 75°, b) cos i2 sin 127 
217 
c) 1-со8120”, d —3-, 
l-tg Z 
8 
Sprendimas. 


a) 2sin 75?cos 75? = sin (2. 75°) = sin 150° = sin (180° – 30°) = 
2 бус 1 
=sin30° = 2” 
Pritaikėme dvigubo kampo formulę  sin2a = 2sinacosa іг 
redukcijos formulę ѕіп (180° – а) =ѕіпа (150° kampas yra antrajame 
ketvirtyje, todėl sina > 0). 


„Ж. un UA reped S ы 
b) cos 12 sin 12 cos[2 5) eos c 2 


Pritaikėme formule соѕ 20 = cos? a - sin? а. 


ý 2 
e) 1-соз120° = 2sin! 120. 2sin? 60° = 263 = 2.3= L5. 


Pritaikéme formule 2sin? a = 1- cos 2a . 


21g. 
d) --5:-4(-5) =l. 


tp 2. 

1- tg 8 
Pritaikėme formulę tg2a = E e . 
1-18 а. 


Atsakymas. a) i: b) = €) L5; d) I. 


2 pavyzdys. Apskaičiuokime ѕіп 20, kai 


оваз. ir Zea<n 

41 2 ` 
Sprendimas. Iš formulės sina «cosa = 1 randame 
sina -1-cos?a.; iš čia sina = £V1- cos! a . Kadangi kampas а yra 


antrame ketvirtyje, o šiame ketvirtyje sina > 0, tai kvadratinę šaknį 
paimame su pliuso ženklu. Vadinasi, 


k aaa 81 40 
чаа--|-4) = 1681 4l. 


Pritaikę formulę sin2a = 2sinacosa, galutinai gauname: 


ш2а-2-40(.9ү. 720 
sin2a=2 41 [ 2" 1681” 
720 
Atsaky. * 71681 
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3 pavyzdys. Suprastinkime reiskinius: 


2 
а) cos2a -cos с, d) sin 1999519" 


e) 1+2sin? S +cosa, 


I+cos? а —sin? e +sin2a 
1- cos! a «sina «sin2a ` 


b) sin^a-cos'a, 
sin2a «cosa 
1+2sina 
Sprendimas. 


. 2 - 
a) cos 2a — cos? a = (cos? a-sin? a)- cos? a --sin!a. 


b) sint a — cos! a = (sin? a) - (cos? a). = 
= (sin? a — cos? a fsin? a + cos? о) = sin? a — cos? a = - (cos? a - sin? a)- 
--cos2a. 

Pritaikėme algebrine formulę а> – Б? = (а – Б)(а + Б) ir trigono- 


metrines formules cos? a —sin? a = соѕ 20 ir sin? а + cos?a =1. 


sin2a-cosa  2sinacosa-cosa  cosa(2sina +1) 
c) —————————————————— A TEC ooo IN 
1+2sina 1+2sina 1+2sina 


l a l. 
d) sin 15c0s 18 = sin Z cos $) = sin [2-5] = 352. 


Pritaikėme formulę 2sinacosa =sin2a. 


е) 1«2sin? 9-+сова = (1+ cosa) + 2sin? € > = = 2005 S 2sint == 


СЕ s +811 :9)- 21252. 


Pritaikéme formules 1--cosa = 2cos? - ir sin? rx cos? > =1. 


14 cos? a-sin’ a +sin2a КЕ sin a) cos? о +5іп20 _ 


1— cos! а + sin" а + sin2a E t cos! a)+sinža +sin2a | 
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. cos? а + cos? а sin 2a _ 2cos? a + 2sin acosa _ 
sin? a +ѕіп2а +sin24. — 25іп2 о +2sinacosa | 


. 2соѕо (соѕо +sina) cosa 
" 2sina(sina +cosa) sine 


-ctga. 
Atsakymas. a) -sin°a ; b) —cos2a ; c) cosa; d) яа, е) 2; 
f) ctga. 


sina 
l+cosa ` 


4 pavyzdys. |rodykime tapatybę t5 = 


Sprendimas. Duotosios lygybės dešinės pusės vardiklį pertvarkykime, 


taikydami formulę cos? o = 90820. o skaitiklį — taikydami dvigubo 
kampo sinuso formulę. 


а.а оз 
2sinccos- sinc 


Tada mM me) Žž =>. 
цан 2cos? Л cosS 
Tapatybė įrodyta. 
5 pavyzdys. Apskaičiuokime sin 4+ соѕ“ о, kai duota cos2a = 5 Я 


2 
Sprendimas. Pasinaudoję  lygybémis ѕіп*о = (sin 2 a) ir 


2 
cos * o. = (cos? a) ir taikydami laipsnio Zeminimo (1) ir (2) formules, 


gauname: 

"E 4. fue 3.2 2 12 fl-cos2a 2 (1ксо520 e. 
Sin ` a. + cos a - (sin a) + (cos a) (eem * = J = 
..1-2cos? 20 +с05220 ` 14 2с052 2a + cos? 2a. 
snn Žr o 
_l-2cos?2a+cos?2a+l1+2cos?2a+cos?2a _2+2cos?2a 
—— 1 ——— 1-3 


2 2 1+ 5) 
.l*cos^2a _I+cos 2e _ $37] _ 97 
E 4 i 2 7 2 16 

97 


Atsakymas. 1697 


— cos2a +sin2a 
6 pavyzdys. |rodykime tapatybe тене. ga. 


Įrodymas. Pritaikę formules 1—cos2a = 2sin?a, 14cos2a = 2cos? a, 
sin2a =2sinacosa, pertvarkykime kairiąją duotosios lygybės pusę: 


1-cos2a-sin2a  2sin?a+2sinacosa _ 2sina(sina + соѕа) | 
1+со520 +5іп20 ?2cos?a+2sinacosąa — 2c0sa(cosa + sina.) 


sina. = 
= сова È 
Tapatybė įrodyta. 


2.5. TRIGONOMETRINIŲ FUNKCIJŲ SUMOS IR 
SKIRTUMO FORMULES 
Išvesime dar keletą trigonometrinių formulių. Sudėję kairiąsias ir 
dešiniąsias lygybių 
sin (x + y) = sin xcos y + cos xsin y, (1) 
sin (x — y) = sin xcos y — cos xsin y Q) 
puses, gauname lygybę sin (x + y) + sin (x — y) = 2sin xcos y. (3) 
Pazymékime x *y-a, х-у-ф. Tada 


UE Roda 


(3) lygybę galime parašyti taip: 
a+B a-B 
gc 


Atėmę kairiąsias ir dešiniąsias (1) ir (2) lygybių puses, gauname 


sina + sin В = 2sin 


-В„=+ЁВ 
о бозо 


Panašiai iš formulių cos (х + y) = cos xcos y — sin xsin у, 
cos(x — y) = cos xcos y + ѕіп хѕіпу gautume formules, išreiškiančias 


š Р 0 
sina —sin = 2sin 


sumas cosa + cos sandaugomis. 
Visiems a ir B teisingos formulės: 


+В -p 
2 


a- „B 


sina + 5іп В = 2sin cos €. 


> 


B 


2 
cos 3 P. 

2^ 

a- 


sina —sin В = 2sin ——— 


cosa + cosp = NES 2 В " 


cosa — cos B = -2sin ® Psi LB. 


sin 88? — sin32? 


1 pavyzdys. Apskaičiuokime reiškinio Tos 73 - cos] 7* reikšmę. 

. 8897-32 | 8802-3229 
Р. РР ЭИА 510. 88° – 510329 — ?sin 2 COS 2 
4 ` cos73?-cosl7? | 35g 73°+17° sin 73°—17° i 

—-2sin —— ——sin ———— 
2 2 
1 

_ 2sin28°cos60° — cos60° 2 1 X42 _ уз 
7 -2sin4S?sin28?  sin45? ./ fJ: 4.2 2 

E 
Atsakymas. E. 


2 pavyzdys. Išreikškime sandauga: 


a) sin 80? +sin 20°; b) cos 109897! 


с) cos48? — со512°; d) соѕ0, Зл – ѕіп0, бл. 
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Sprendimas. a) sin80? + sin 20? = 2sin 80562080 —20^ = 


2 2 
= 2sin 50°со$ 30° = 2sin 5.55, = З зіп 50°. 
SS “Ж. м 
b) созт 560850 - 2cos 10. 20 (5.10.20 = 20531057. 


48^ +129 . 489-120 _ 
2 2 7 
=-—2sin30°sin18° = —2- -sin18° = —sin18°. 


с) cos48? — cos12? = —2sin 


d) соѕ0, Зл – ѕіп0, бл = соѕ0, Зл - ѕіп(0, 57 + 0,1л) = 


0,37+0,1л . 0,31 - 0,17 
= 7. M m mm 


= cos 0, Зл — cos 0, In = -2sin > 
0,4л . 0,21 
sin 


=-2sin 2 2 


= -2sin 0,2z sin, Ix ; 


čia pritaikėme redukcijos formule ѕіп (0, 5л+ о) = cosa ir formulę 


op. a-B 


cosa —cosB = -2sin — "sin 2 
Atsakymas. а) “З sin 50° , b) 20053705 -Æ €) -sinl18?, 
d) –25іп0, 275іп0,1л. 
3 pavyzdys. Suprastinkime reiškinius: 
sin4a + sin2a sina + sin3a + sin Sa 
а) —— 5; b) — F. 
cosa – соѕ 50 cosa + соѕ 3а + соѕ 50 


Sprendimas. 
a) Trupmenos skaitiklyje esančiam reiškiniui pritaikę formulę 


BB 


sina «sin В = 2sin 


27 
o vardiklyje esančiam reiškiniui — formulę 
cosa – cosp = —2sin 27 Psin i , gausime: 
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2sin 


. sin3a(2cos2a +1) 830 
7 cosJa(2cos2a +1) cos3a 


. 40 +20 40-20 
281 cos ——— — 


sin4a +sin2a _ 2 2-2 
cosa —-cos5a. . 4454. a-5a 
—2sin sin 
2 2 
2sin3acosa cosa cosa cosa 1 


© -2sin3asin(-2a) 5 -(-sin2a) 5820 2sinacosa 25іпо ; 


čia pritaikėme formule ѕіп 20 = 2sina cosa. ir atsižvelgėme į tai, kad 


sinuso funkcija yra nelyginė: sin(-2a)= -sin 20. 


sina--sin3a--sinSa — (sina +sin5a)+sin3a — 
cosa +cos3a +cos5a (cosa +cos5a)+cos3a | 
a+5a „2750 жаз 

з. Ov 179  2sin3acos(-2a)«sin3a _ 


a+5a а-а 7 2с0530с05(- 2а) +соѕЗа | 
595—9 + cos3a. 


=tg3a; čia atsižvelgėme į tai, kad 


kosinuso funkcija yra lyginė: cos(-a)= cosa . 


Atsakymas. a) b) tg3a. 


I. 
2sina ' 
4 pavyzdys. Išreikškime sandauga: 

a) 1-sin2a ; b) 1+2cosa; с) sin3a - cosa ; 
d) sin2a + cos4a -sin6a; е) sinx 4 cos2x - sin3x ; 


f) sina +sin 3a + sin 7a +sin 50. 
Sprendimas. a) |-sin2a = sin -sin 2@= 


Ї оос То 


О арад sia os ИРЕ, 7 
- 2sin cos =2si [2 а|ю( Z+ J. 


2 2 


Reiškiniui co (1 а) ваіте pritaikyti redukcijos formule ir 


pakeisti trigonometrinės funkcijos pavadinimą cosa = sin (Z- а). 


Tada galutinai gausime: 


i Ssni E- iL -22sinl E— a]. sinl 2- 
I-sin2a = 2sin(7 a)cos(ž +a) 2si [2 a) ШЕ | 


>а 


21 
= sinl £ -a lsinl * — € a 12 2sin[ о lsinl о 2 2sin?| Z= 
Е аа (5 4 а) 2si [Z аа а) 2sin 4 а). 


b) 1+ 2соѕа = 24 +ова)= (cos + соѕа) = 


Tia Zsa 
¿92 3 3 = x na 
-2-2с08 2 cos 2 e = ess( ) 


е 
2 
g. 
2 
чы 
Л 
3 
° 
N 
R 
II 
n. 
5 
w 
R 
2, 
5 

У е" 

ин 
à 

Мм 
| 


3a-[£- ) x. 
= 2sin ja = 2sin (2a - Z )eos(a 23 
2 2 4 4) 


Norėdami pakeisti trigonometrinės funkcijos pavadinimą, pritaikėme 


redukcijos formulę cosa = si [2 = а) А 


d) sin2a + соз 4a – sin 6a = (sin 20 – ѕіпба) + cos 4a = 
2a — ба - 2a+6a 
2 2 
= —2sin 2acos 4a + cos 4a = cos 4a (1 - 2sin 2a) = 


= 2sin 


+cos4o = 2sin(-2a)cos4a +cos4a = 


= 2cos4a( $ —sin 2a) = 2cos4o [sin Z - sin 2а) = 


2-20 K 2а 
= 2cos4a - 2sin 6 5 6 


Е inl To Ж. 
=4cos4osin[ Ë а) (5 +a). 


e) sinx + cos2x – ѕіпЗх = cos2x - (sin3x - sinx) = 


= с052х – 251п хсоѕ52х = 


= с052х- 2si 382 oost tE 


= 20823(5 - sin) = 2cos2x|sinZ -sinx) = 


т x 
6-5 675 
cos 


= 2cos2x- 2sin 2 2 


= =4cos2xsin( 5 — 3 Joos[ £ += 2 j. 


f) Sugrupave sumos narius taip, kad gautume vienodu kampu, taikome 


+Ë 0-р . 
2 cos j . Gauname: 


°. . 4 + Ф 
811054 sumos formule sina +sin = 2sin 


+7 -7 
а: gs Ou UH a 


(sina +sin 70) + (sin3a + ѕіп 50) = 2sin 2 > 


42sin 


в ЖӨН M^ = 25іп 4a - cos(-3a) + 2sin 40 cos(-«) = 


= 2sin 4a cos 3a + 2sin 4a cosa = 2sin 4a - (cos 3a + cosa); 


čia pasinaudojome lygybémis cos(-3a)-cos3a, cos(-a)- cosa, 
nes kosinusas yra lyginé funkcija. 


Pasinaudoję formule cosa + cosp = 2cos E 5 8 cos € 5 8 „ reiškinį 
соѕ За + cosa. pertvarkome į sandaugą: 
С0830. + cosa. = 2 cos TIS o, 378. 2cos2a:cosa. Tada 


25іп 4a - (cos3a + cosa) = 2sin 4a.- 2cos2a.: cosa. = 4sin 4a cos2a cosa. 
‚ (т 
Atsakymas. a) 2sin d а); b) 4сов[ + Е ©); 


с) 2sin[(2a- E )os[a +); d) 4cos4asin( 5- a)cos( $+ a); 


xi. 4 
e) 4c0s2xsin( -$ 3jes(* х): f) 4sin 4a cos2a cosa. 
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2.6. TRIGONOMETRINIŲ FUNKCIJŲ SANDAUGOS 
KEITIMO SUMA FORMULES 


Norint trigonometrinių funkcijų sandaugą pakeisti suma taikome šias 
formules: 


sina cos = L (sin (a+B)+sin(a — В)), 
cosa.cos f = + (cos (o +В) cos (a — В)), 
sinasinp = ios (о – B)- cos(a + В)). 


1 pavyzdys. Sandauga pakeiskime suma ir apskaičiuokime jos 
reikšmę: a) sin 45?sin15?, b) 837930 соз 7930”. 


Sprendimas. a) sin 45°sin15° = jos (45° —159?) - cos (45? +15°)) = 


1 " ^ MAG 1) 43-1 
= 5 (00530 — cos 60 d) 


b) 81137930 сов 7°30' = J (sin (37930 + 7°30') + ѕіп(37°30' – 7°307)) = 


doces rents uates МО ы 
= 3 Gin45 * sin30 | 2 ЗЭ i 
Atsakymas. а) S b) шиг 


2 pavyzdys. Sandauga 2cosasin3asin2a pakeiskime suma. 
Sprendimas. 


Qsin3acosa)sin2a = 2 „Lin Ga +a)+sin(3a -a))sin 2a = 
= (sin 4a + sin 20)ѕіп 20 = sin 4a sin 2a + sin? 20 = 


2 Ž(cos(4a -2a)- cos(4a +20)) ^ sin? 20 = 


= 3 (cos2a.— cos6a) + sin? 2a.. (1) 


418 


Vietoje sin? 2a įstatome išraišką 1- cos? 20, nes 
sin? а -1-cos'a, o ši formulė galioja bet kokiam kampui. 


Pertvarkome reiškinį 1— cos? 2a: 


1-cos? 2a = ie -2cos? 2a)= 30 —(1+c0s4a))= 50 -00840)- 


еа . 
== 790540; 


čia pritaikėme formulę 2с052 а =1+соѕ20, nes ji teisinga bet 
kokiam kampui, t.y. 2cos? 2a = l + cos 4a . 


Taigi sin 22а = 1.-1оо54а . Įstatę šią išraišką į (1) lygybę vietoje 


sin?2a gauname: 
2cosasin3asin2a = ios 2а – cos6a.) * sin? 20 = 


mE! „1 ll 
= 500524 2005 60 + 200848. 


1 1 1 1 
Atsakymas. > 00820.- 790560 – 790540 + 2? 


3 pavyzdys. Suprastinkime reiškinį cos8a — 2sinlOasin2a . 
Sprendimas. cos8a – 2sin10asin2a = 
=cosĝa-2- + (cos(10a. -2a) - cos(10a.- 20)) = 


= cos8a — cos8a + со5120 = cos12a . 
Atsakymas. соѕ120. 


3 SKYRIUS. TRIGONOMETRINĖS LYGTYS 
3.1. PAPRASČIAUSIŲ TRIGONOMETRINIŲ LYGČIŲ 
SPRENDIMAS 
3.1.1. Lygtis sin х= а 
9 Išnagrinėsime lygtį sinx=a, čia x-neZinomasis, а – žinomas 
skaičius. Šios lygties sprendiniai — funkcijų у=а ir y=sinx grafikų 
(tiesės ir sinusoidės) sankirtos taškų abscisės (1 pav.). Pradžiai 
panagrinėkime atskirus šios lygties atvejus, kai |a|>1 (a>1 arba 


а<-1), а=1, а=0 ir a=-l. 


1. Каі |a|>1, ty. a»1 афа a<-l,tiesė y-a  nekerta 
sinusoidės, todėl lygtis sinx = а sprendinių neturi. 


2.Kai a=1, tiesė у=1 ir sinusoidė y=sinx turi be galo daug 
bendrų taškų; šių taškų abscisės yra x=5+21k , keZ. Šios nežino- 
mojo x reikšmės ir yra visi lygties sinx —1 sprendiniai. 

3. Kai a=0, tiesė y=0 ir sinusoidė y=sinx taip pat turi be galo 
daug bendrų taškų; šių taškų abscisės yra x=2k, keZ. Šios 
nežinomojo x reikšmės іг yra lygties sinx = 0 sprendiniai. 


4.Kai a=-l, tiesė y=-l іг sinusoidė y=sinx taip pat turi be 
galo daug bendrų taškų; šių taškų abscisės yra x=-+2nk, ke Z. 


Šios nežinomojo x reikšmės ir yra lygties sinx = –1 sprendiniai. 


a) sin(3x-2)=0, 


Taigi visi lygties sinx =1 sprendiniai užrašomi formule 


x=++2nk, ke Z; 


visi lygties sinx = —1 sprendiniai užrašomi formule 


x=-Ž+2ak, keZ; 


visi lygties sin x = 0 sprendiniai užrašomi formule 


1 pavyzdys. Išspręskime lygtis: a) sin(3x - z) 20 


4) sin(4x-2)- RE 


b) Hs 1-4 
+ 
*$ 


b) и(х+# )=-1; €) sin2x-1; 


Sprendimas. 


Kes = -— 
3x-47nk,keZ, = 2236, keZ, 
„r E 
3-3 enk,keZ, x ra 5 +21k,keZ, 
x Ak 2 2x 
x= t 467. х= 3 n kez. 
€) sin2x=1 d) sin(4x-£)- —— 
: 3 "n 
х= 54008,8, šiuo atveju а= 2. = 
2 42 
_ т -242 222402 _ 
z=7tak,keZ. R“ 42. 


Kadangi -V2 < -1, tai duotoji 
lygtis sprendinių neturi. 
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x nk 


| __2® . 
127 37 keZ; b) х-----21К, keZ; 


Atsakymas. а) х= — 3 


с) х= 2% xk, keZ ; d) Lygtis sprendinių neturi. 


2 pavyzdys. Raskime x reikšmes, su kuriomis /(x)=2, jei: 
a) /(х)- 2sin(Ž + x); b) /(x)=sin4x. 


Sprendimas. Sudarome lygtis ir jas išsprendžiame. 
a) 2sin(5++)=2 E 

sin($+x)=1, 

T ppa 

ytx=>+2nk, keZ, 

х=т+2лї, keZ, 

x 
xot. kez. 


b) sin4x=2, ši lygtis neturi sprendinių, nes 2»1, o lygtis 
sinx-a turi sprendinių tik tada, kai -1<a<1. Vadinasi, nėra tokių x 


reikšmių, su kuriomis /(х) = 2. 


Atsakymas. a) x= st 2nk, keZ ; b)tokiu x reikšmiu néra. 


e Išnagrinėkime lygtį sinx -a, kai |a|«1, a0. Iš 2 paveikslo 


matome, kad šios lygties sprendiniai išsidėstę skaičių tiesėje poromis. 


Pakanka surasti vieną sprendinių porą, pavyzdžiui, x, ir x,, tada 
kitas gausime pridėję prie x, ir x, po 21k, ke Z. 
Visi lygties sinx=a, Каі |a|<1, a>0 sprendiniai užrašomi 
lygybėmis 
x-x,*2nk, keZ ir х=х +210, keZ. 
Iš 2 paveikslo matyti, Кай х =л-х,, kai 0<а<1 ir 
x, =-(к+х,), kai -1«a«0. 
Taigi lygties sinx =a sprendinius galime užrašyti taip: 
kai 0«a «1, tai sprendiniai yra tokie: 
x=x *2nk, х= (n-x,)- 2k -x, - nQk +1), keZ; 


kai -1« a «0, tai lygties sprendiniai уга 
x=x,+21k, х--(тєх,)62а8--х,4л(2К-1), keZ. 


Lygties sprendiniams užrašyti patogu vietoj dviejų formulių naudotis 
viena, tinkančia ir neigiamoms, іг teigiamoms а (|а| 1) reikšmėms. 


Visi lygties sinx 2a, Каі |а| «1, sprendiniai užrašomi formule: 
x-(-l)x,*xk, keZ, 
čia x, yra lygties sinx=a sprendinys, priklausantis intervalui 
(-5 PE 4. Ly. x, = aresina. 


Naudodami arksinuso žymenį lygties sinx-a, kai |а|<1, 
sprendinius galime užrašyti taip: 


х-(-1/ arcsina xk , keZ. 


3 pavyzdys. Raskime lygties sprendinius: 
i цайж inl х 21-45: ни! | 
а) sin(2x42)-4; b) sin(x х т: c) 2sin(s к= 5. 


Sprendimas. 
x). in x5]. 1 
а) sin(2x+2)= 2? b) sin(x =)= "t 


2x++= (CD агсзіп e xk „keZ, x= (СЇ arcsinz xk, 


2x- C)! 52-26, keZ, kez, 
rod X 
х-(-1) агсѕіп—+ E. xk , 
абы S o EE iip. 6 
12246. 2. 2 keZ. 


с) -asin(x- 5)- 5 |62, 


(х) 23, 
4)^ 2? 
х-2-(-1 arcsin ЕА *nk, keZ. 
4 2 
Kadangi ЕЗ = =e tai lygties sprendinius galima užrašyti 
šitaip: 
es |ь® 
х-( y( kak, keZ, 
сор “ул х 
х-(-1) 3 ta rk, keZ. 
NE RES LL 
Atsakymas. a) x = (-1) art keZ, 
=(-1)' arcsin L + 5. =n x 
b) x=(-1) arcsn ++ xk, keZ, c) х= (-1) + tak, keZ. 


4 pavyzdys. Raskime tas т reikšmes, su kuriomis lygtis 
ѕіпх= 3+ m neturi sprendinių. 

Sprendimas. Lygtis sinx=a neturi sprendinių, kai a«-1 arba 
a>1. Vadinasi, lygtis sinx=3+m neturės sprendinių, kai 3+m<-l 
arba 3+m>1. 


Išsprendę šias nelygybes gauname, kad m<-4 arba m»-2. 
Vadinasi, duotoji lygtis neturi sprendinių, kai m є (– оо; – 4)0(-2; +оо). 

Atsakymas. me(-0;-4)U(-2;+0). 

3.1.2. Lygtis cos x =a 

€ Surasime tas x reikšmes, su kuriomis funkcija /(x)= cos x įgyja iš 
anksto nurodytą reikšmę a, t.y. panagrinėsime lygtį cosx - a, čia x- 
nežinomasis, a — žinomas skaičius. Šios lygties sprendiniai yra funkcijų 
y-a ir y=cosx grafikų (tiesės ir kosinusoidés) bendrų taškų abscisės 
(3 pav.). Pradžiai panagrinėkime atskirus šios lygties atvejus, kai |a|> I 
(a>1 афа а<-1), а=1, a--lira-0. 


y=a, а<-1 


3 рау. 

1. Каі |a|>1, ty. a»1 arba а<-1, tai tiesė у=а пекепа 
kosinusoidės, todėl lygtis cosx = а sprendinių neturi. 

2.Kai a=1, tiesė у=1 ir kosinusoidės susikirtimo taškų abscisės 
yra x-2nk, keZ. Šios nežinomojo x reikšmės іг yra lygties 
cosx - 1 sprendiniai. 

3.Kai a--]1, tiesė y--1 ir kosinusoidė kertasi taškuose, kurių 
abscisė yra x^x42nzk, keZ. Šios nežinomojo х reikšmės ir yra 
lygties cosx = –1 sprendiniai. 

4.Kai а-0, tiesė y -0 (Ox ašis) ir kosinusoidė kertasi taškuose 


su abscisėmis x=y+"k, keZ. Šios nežinomojo x reikšmės ir yra 


lygties cosx = 0 sprendiniai. 
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Taigi visi lygties cos x —1 sprendiniai užrašomi formule 2 pavyzdys. Raskime x reikšmes, su kuriomis /(х)=0, jei 


x=2rk, keZ; f(x)=cos3x. 


visi lygties cosx=—1 sprendiniai užrašomi formule Sprendimas. Sudarę lygtį cos3x=0, randame jos sprendinius: 


ii ke wayak, keZ, šius LT kez. 


visi lygties cosx=0 sprendiniai užrašomi formule 2 6 3 


p Vadinasi, kai LA keZ, funkcija /(5)-0. 
-Renk, 
nk 


Atsakymas. rct keZ. 
1 pavyzdys. Išspręskime lygtis: a) eos ( 2+ z) al; 
b) (2 E x) ЭСЭР” eos(2 2) sls d) вов4 43 3 pavyzdys. Raskime visas m reikšmes, su kuriomis lygtis 
4 ин , 3 =u, = * 
n di es (3. эх) -4-т turi sprendinių. 
'prendimas. 
” es (3E) - b) es (1-4) =i Sprendimas. Duotoji lygtis turi sprendinių, kai |4-т|<1. Ši 
2 6 nelygybė ekvivalenti dvigubai nelygybei -1<4-т<1, o pastaroji 
3567 278, keZ, 1 =1+21nk, keZ, ekvivalenti nelygybiu sistemai 
4-т<1, т>3, 
E --E+2k, keZ, -х= 37 +214, keZ, PANELS ea 
x Зл Taigi duotoji lygtis turi sprendinių, kai 3 < т < 5. 
x=->++41k, ke Z. x=-—+21k, ke Z. 
з 4 Atsakymas. m € [3; 5]. 
c) es (214-0. d) cos4x= 42. 
Kadangi šiuo atveju а= 42 € Panagrinékime lygtį cosx =a, Каі |a|«1, a0. Iš 4, 5 paveikslų 
л л 
28+ ЭЛ zh, Же2, ir a»1, tai duotoji lygtis matome, kad lygties cosx=a sprendiniai išsidėstę skaičių tiesėje 
demde st. kez sprendinių neturi. poromis. 
2 3 k , 
= LIE 
хоо (27 28» keZ. 


Atsakymas. a) х= +414, keZ; b) х--2 621, keZ; 


€) х= m 5k , keZ; d) lygtis sprendinių neturi. 
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y-a, -1«a«0 


Pakanka surasti vieną sprendinių porą, pavyzdžiui, x, ir x,, tada 


15 
kitas gausime pridéje prie x, ir x, po 2nk, keZ, ty. 
x-x,*2nk, keZ irx-x *2nk--x,*2mk, keZ. 
Patogu vietoj dvieju formuliu naudoti viena: 
xztx *2nk, keZ, 
čia x, yra lygties cosx = а sprendinys, priklausantis intervalui [0 ; х]. 
Naudodami arkkosinuso žymenį lygties cosx-a, Каі |a|«1, 
sprendinius galime užrašyti taip: 


x-tarccosa*2nk, keZ. 


4 pavyzdys. Išspręskime lygtis: 


a) 4cos3x -2; b) (ах) 35, с) cosx = V2. 
Sprendimas. 
a) 4cos3x 22 |:4, 
-l 
cos3x = 27 


3x= tarccos +274, keZ, 


3х=®т+2лЁ, keZ, 


b) vos[4x- Z) = EA 


Pritaikę lygties cosx=a sprendinių formulę gauname 
4x- = tarcos - 74 2nk, keZ. 


2 
Tas | 2) Уз л Sr 
ačiau arccos| —— |= л – arccos 2 = 1- = = 


2 2 6 6" 
todėl visi duotosios lygties sprendiniai užrašomi formule: 


4x- E= +31 5214, kez, 


Axc ЭЕ E хааг, keZ, 
5n n nk 
= дее 
x t54*24* 27 ke. 
с) cos x = V2. 
Kadangi 42 »1, tai duotoji lygtis neturi sprendinių. 
Ed DERE 
Atsakymas. a) x Ко? 3^" keZ; b)x *t24 24 3^ 


keZ; c) sprendinių nėra. 


5 pavyzdys. Nustatykime, su kuriomis т reikšmėmis lygtis 
cos x = m^ — 8 turi sprendinių. 

Sprendimas. Lygtis cosx=a turi sprendinius, kai -1<a<l. 
Vadinasi, lygtis соѕх = m? —8 turės sprendinių, kai -1< m°-8<1. Ši 
т? -8<1 5 


dviguba nelygybė ekvivalenti nelygybių sistemai | 2 
m^ -82-1. 


Sprendžiame šią nelygybiu sistemą: 
m -9«0, [(m-3)(m+3)<0, me[-3;3], 
m? -720; (т-47)т-47)20, тє(-о:-47 || 7; +e); 
-3 m Л 3 m 
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iščia me L3; -4Т| ЮУ, 3]. 
Atsakymas. Lygtis turi sprendinių, kai m € [-3; -47 Ju 7 : з]. 
3.1.3. Lygtis tgx = а 
Panagrinésime lygtį tgx=a, čia x- neZinomasis, о a — žinomas 
skaičius. Šios lygties sprendiniai yra funkcijų y -a ir y=tgx grafikų 
(tiesės ir tangentoidės) bendrų taškų abscisės (6 pav.). 


Matome, kad su bet kokiu skaičiumi a tangentoidė ir tiesė y = а turi 
be galo daug sankirtos taškų, jų abscisės yra lygties tgx = а sprendiniai. 
Ši lygtis kiekviename intervale ЕХ nk 25+ 2 , keZ turi po viena 
sprendinį. 

Pažymėję x, sprendinį, esantį intervale (-2:2), visus sprendinius 
galime užrašyti formule: x=x,+2k, keZ. 


Vartodami arktangento žymenį galime visus lygties tgx—a 
sprendinius užrašyti formule: x=arctga+nk, keZ. 


Lygtis tgx=a su bet kokiu a turi be galo daug sprendinių. Visi 
sprendiniai užrašomi formule 


[x=arciga +1k, ke Z. 
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1 pavyzdys. Išspręskime lygtis: 
a) tg6x-1; b) є(х-2)-2: с) 


Sprendimas. 


a) tg6x - 1, 


6x=arctgl+1k, keZ, 


бх= t enk, keZ, 


3 


-24(2-8|-26. 


b) «(х-2)-2, 


x-Ž-arcig2+nk, keZ, 


хэсржаг 2416, keZ. 


9 -24(5-5)-29 | сэ. 


X. Lp ENN 
GE 
E.Tacg(-43)e-nk, keZ. 
2 6 
Kadangi агад(-43)--ас43--1, tai lygties sprendinius 
užrašome taip: 
x nn 
E = ai, keZ, 
a Te 
NC 3*2. keZ, 
Ž=-Eiuk,keZ, 
2 
х=-— +21, ke Z. 
Atsakymas.a) xe, keZ;b) x= +arctg2+xk, keZ: 


©) х=-у+2лё, kez. 


3.1.4. Lygtis ctg x =a 


Surasime lygties ctgx=a, čia х- nežinomasis, o a — žinomas 
skaičius, sprendinius. 

Šios lygties ctgx=a sprendiniai yra funkcijų y=a ir y=ctgx 
grafikų tiesės ir kotangentoidės) sankirtos taškų abscisės (7 pav.). 


Matome, kad su bet kokiu a kotangentoidė ir tiesė y = a turi be galo 
daug susikirtimo taškų, jų abscisės yra lygties сів х = а sprendiniai. 
Ši lygtis kiekviename intervale (л; л+л), keZ turi po vieną 
sprendinį. 
Visus juos galima gauti iš sprendinio x,, priklausančio intervalui 
(0; х), pridedant po nk, keZ, ty. 
x=xX *nk, keZ. 
Vartodami arkkotangento žymenį galime visus lygties ctgx=a 
sprendinius užrašyti formule: 
x-arcctga* nk, keZ. 
Ф Lygtis ctgx=a su bet kokiu a turi be galo daug sprendinių. Visi 
sprendiniai užrašomi formule: 


x-arcctga* xk, ke Z. 


1 pavyzdys. Išspręskime lygtis: 
x 


а) aga = D. b) ee(x- 5-45; с) ctg x = -v7 . 
Sprendimas. 
a) ав2х-35, 


2x=arcctg + nk, keZ, 


2x=5+nk, keZ, 


х=®+ЛУ, keZ. 


b) ex 5)- -43, 
х-фрэасав(-43) zk, keZ. 


Kadangi arcctg(- 43)- n-arcctg 43-л-1- k „tai sprendinius 


6 6 
galime užrašyti taip: 
л Sr 
х-4Э “6 th. keZ, 
rakin iik, keZ 
4 6 | f 
131 
x= twk, ke Z 
с) ctgx--47 , 
x = arcctg (47) zk, keZ, 
х= п -arcctg V7 +1k, keZ. 
Atsakymas. а) x= RE, keZ; b) Tank, keZ; 


c) x 2n arcctg V7 +1k, keZ. 
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3.2. SUDÉTINGESNIU TRIGONOMETRINIU LYGCIU 
SPRENDIMAS 


3.2.1. Trigonometrinių lygčių sprendimas taikant 
redukcijos formules 


Spręsdami šiame skyrelyje pateiktas trigonometrines lygtis, turime 
mokėti trigonometrines funkcijas, turinčias argumentą Dix, neZ, 
pakeisti argumento x trigonometrinėmis funkcijomis. Tai galima padaryti 


naudojant taip vadinamas redukcijos formules. Argumentų S EN, 


rix, T +x ir 2л+ х redukcijos formulės pateiktos lentelėje: 


Argumentas 


[iE [£e | n хн ЕЕЕ 


Ls [ur | eer sme [cens [езх [сөн [cens 
[= | sm | sz [сех [езх [ст [зт [өю 


Redukcijos formulių įsiminti nereikia. Geriau mokėti taisyklę, kuri 


s 
> 
o 
E 
= 
з 
ш. 


nurodo, kaip reikia redukuoti argumentų 748 хіх, +. іг 
27+ х trigonometrines funkcijas. 

1. Kai redukuojamosios trigonometrinés funkcijos argumentas lygus 
rta ir 2z-a, funkcijos pavadinimas nesikeičia; kai jis yra lygus 
Zita ir H ta, funkcijos pavadinimas keičiamas taip: sinusas — 


2 
kosinusu, kosinusas — sinusu, tangentas — kotangentu, kotangentas — 


tangentu. 
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2. Prieš redukuotą trigonometrinę funkciją reikia rašyti tą ženklą, kurį 
turi redukuojamoji funkcija atitinkame ketvirtyje, tariant, kad а уга 
pirmojo ketvirčio argumentas. 


Prisiminkime trigonometrinių funkcijų ženklus ketvirčiuose (8 pav.). 


Išnagrinėkime keletą pavyzdžių. 


1 pavyzdys. Išspręskime lygtis: 
: 3л 43 
a) sin(x- x)-cos| —-x|=1; b) 2cos 3-6 eos - xe 


2 
Sprendimas. 

a) sin(s —2)-c0s[ 3t- x)=1, b) 2o ( 2. x eosa-.9 3. 
sinx +sinx=1, 2sinx- (coss) - 23, 
2sinx=1, 

1 43 
А 1 -sin2x- —, 
sinx--, 2 
ё 1 sis 
х-(-1) arcsinz- xk , 2 ° 
° 45 
bez, 2x- (arcsin -2 )+ xk, 
x= Stk, keZ. kez, 


2x=(-1)* (-3) + a, keZ, 


2x- (C) S enk, keZ, 


„(ут n nk 
x=(-1) 6+5 keZ. 
Atsakymas. a) x=(-) E kak, keZ; b) xc ms, keZ. 


2 pavyzdys. Raskime, su ku :omis x reikšmėmis funkcijos 
f(x) 2 tgx -2tg(x- x) reikšmė lygi V3. 
Sprendimas. Sudarome lygtį: 
tgx -2tg(x-x)- 43. 
Kadangi tg(x- х) = -tgx, tai gauname: 


їрх-216х-43, 3gx-43, leds iš čia 


3 
e erke ай, keZ. 
3 6 
Atsakymas. х= tak, keZ. 


3.2.2. Trigonometrinių lygčių sprendimas taikant kampų 
sumos ir skirtumo formules 


Prisiminkime trigonometrinių funkcijų kampų sumos ir skirtumo 
formules: 


sin (a + B) = sinacos + cosasinp, 
sin (a — В) = sin асоѕ В - cos asin B, 
cos(a + В) = cosacos B - sin їп р, 


cos (a — B) = cosacos B+ sinasin B. 


1 pavyzdys. Išspręskime lygtis: 


a) cosxcos2x=sinxsin2x- l, Б) sin2xcos3x =sin5x, 


c) cos 7.005 x sin Zsinx = 5, d) 0,5cos x - 0,54 3sin x = 0,543 . 


Sprendimas. 
a) cosxcos2x=sinxsin2x+1, 
cos xcos 2x-sinxsin2x=1, 


cos(x+2x)=1, 


cos3x=1, 
3x=2nk, keZ, 
х-21 , keZ. 


b) sin2xcos3x=sin5x, 
sin2xcos3x = sin(2x * 3x), 
sin2xcos3x = sin2xcos3x *sin3xcos2x, 
sin2xcos3x -sin2xcos3x -sin3xcos2x - 0, 
-sin3xcos2x - 0 |-(-1), 
sin3xcos2x = 0. 
Kadangi sandauga lygi 0, kai bent vienas dauginamasis lygus 0, tai 
lygties sin3xcos2x sprendinių aibė yra dviejų lygčių sin3x=0 ir 
cos2x =0 sprendinių aibių sąjunga. Išspręskime šias lygtis: 


sin3x = 0 cos2x - 0, 

3x=xk, keZ, 2x- Žr an, neZ, 
sa 3E. keZ gef nez 
7237 ` "4^2 : 


т ч. 
€) cos 370051 +sin зэл Х:05, 


со[®-х})= 05. 


Exc ®агссоз-у+2лЁ, keZ, 
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4-2 


b tu *3xk, keZ, 
mut X 
+5 +214, keZ, 
x 

x=+— 

itin, keZ. 


d) Duotąją lygtį galime užrašyti taip: esr - us x ЕА 


ЭС 


Pastebékime, kad 5 =sin O 59 2 = cos t. Tada gauname: 


6 
sin cos x - cos Čsin x = Ed 
6 6 Hox 
(х) 2 
6 2: ° 
тхе) асат 23. + zk, keZ, 


л | (wy X 
rą х-1(-1) y tak, keZ, 
-x=C)'3- 4 t zk, keZ, 


х= Су! aa. +лї, keZ. 


_ 27 A nk . I, TN 
Atsakymas. a) x= NE keZ; b) x= keZ; x44» 
neZ;c)x-t Z+5+21k, keZ; d)x-(- DE, үлд, keZ. 


3 6 


2 pavyzdys. Raskime lygties ѕіп4хсоѕ х = cos4xsinx sprendinius, 
priklausančius intervalui [0° ; 180°]. 
Sprendimas. 
sindxcosx =cos4xsinx, 


sin4xcosx-cos4xsinx=0, 
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sin(4x-x)=0, 
sin3x = 0, 
3x-mk, keZ, 


= keZ. 


Kadangi keZ, tai į gautą lygties sprendinių formulę "ECT įstatę 


3 
k-0,1,2,... galime rasti sprendinius, priklausančius nurodytam 
intervalui. 

Kai k=0, tai x2 E co, 0 e [09 ;180°]; 
kai k=1, tai х= Elm, 310° 180°]; 
kai k 2 2, tai „LZ 27 a [0°;180°]; 
kai k=3, tai х= Ela, хє [0° ;180°] 

п 2л 
Atsakymas. 0, 330 x. 


3.2.3. Trigonometrinių lygčių sprendimas taikant 
trigonometrinių funkcijų sumos ir skirtumo formules 


Prisiminkime trigonometrinių funkcijų sumos ir skirtumo keitimo 
sandauga formules: 


sina + іп В = 2sin ТР. zB cos BR 


EA 
Manai: Bin E 5 
cosa + cosp = 2cos "rh sa. 

= 2 B EP. 5-8 
cosa — соѕ В = - 2sin —— 2 27 


1 pavyzdys. Išspręskime lygtis: 

a) sin4x =sin2x; b) соѕх+соѕ3х = 4cos2x. 
Sprendimas. 
a) sin4x=sin2x, sin4x-sin2x=0. 


а-д «+В 
2 


Pritaikę formule sina – sin ñ = 2sin — d 


» gauname 


Ax-2x s 4x+2x — 
2 dur 


2sinxcos3x 20 |:2, 


2sin 


0, 


sinxcos3x = 0. 

Kadangi sandauga lygi nuliui, kai bent vienas dauginamasis lygus 
nuliui, tai lygties sinxcos3x=0 sprendinių aibė yra dviejų lygčių 
sinx=0 ir cos3x=0 sprendinių aibių sąjunga. Išspręskime šias dvi 
lygtis: 


sinx=0, cos3x- 0, 

x=nk, keZ, 3x=5+an, neZ, 
a UE 
шанг 1 3" nez 


b) cosx+cos3x=4cos2x, 


xtix os %23 
2 2 


2cos 2xcos(-x ) - 4cos2x. 


2cos = 4с052х, 


Kadangi kosinusas уга lyginé funkcija, tai teisinga lygybé 
cos(- x) = cos x. 
Vadinasi, 2cos2xcosx- 4cos2x - 0. 


Iškėlę bendrą dauginamąjį prieš skliaustus, gauname lygtį 
2cos2x(cos x -2)- 0, arba со82х(со8х-2)-0. 


cos2x- 0, cosx-2-0, 


2x=T ink. keZ, бабат: 


2 Si lygtis neturi sprendiniu, nes 
х=®+4ЛЁ kez. 2>1, o lygtis cosx-a turi 
4 2: * ЭР š 
sprendinius, kai -1<a<1. 
Atsakymas. а) x - nk, keZ; x2, ne Z; 
b) х=, keZ. 


2 pavyzdys. Raskime visas x reikšmes, su kuriomis teisinga lygybė 


f(x)=g(x), kai /(x)=1-sin5x ir a) (cos sin. 


Sprendimas. Remdamiesi lygybe f(x)=g(x), sudarome lygtį 


2 
i = 2 sin 
1-sinsx= (cos 2 sin 3 š 
Ieškomosios x reikšmės yra šios lygties sprendiniai. Išspręskime šią 
lygtį: 


2 
. = X ad 
1-sinSx = [сов sin) А 


l-sinS$x- 2X Jai x LOS in? X. 
sin$x = соз 5 -2sin2cos; *sin >, 
I-sin5x-1-sinx, 


1-sin5x-1+sinx=0, 


x—5x „х+5х Е 
2 2 


2sin(-2x)cos3x - 0, 
-2sin 2xcos3x = 0 |: (- 2), 


sin2xcos3x = 0. 


2sin 0, 
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Lygties sin2xcos3x = 0 sprendinių aibė yra dviejų lygčių sin2x =0 
ir cos3x = 0 sprendinių aibių sąjunga. Išspręskime šias dvi lygtis: 


sin2x=0, cos3x=0, 
2x=nk, keZ, 3x=5+nn, neZ, 
du kez + 4 gez 
2 ` “6 3.7 ` 
nk / T, Tn 
Atsakymas. хээт, keZ; хэлж 3^ ne Z. 


3.2.4. Trigonometrinių lygčių sprendimas skaidymo 
dauginamaisiais būdu 


Daugelį trigonometrinių lygčių galima išspręsti jų kairiąją pusę 
išskaidžius dauginamaisiais. 


1 pavyzdys. Išspręskime lygtis: 

a) sin? xcos x + cos? xsinx = 1 , b) cos! xsinx - sin! xcosx = i У 
d) 1-cos2x - sin x. 

Sprendimas. a) Iškėlę bendrą dauginamąjį prieš skliaustus, gauname lygtį: 


€) sin2x=sinx, 


: : 1 
sin x cos x (sin? x4 cos? х)- 4 


Kadangi ѕіп2 х+соѕ2 х=1, tai turime, kad  sinxcosx- i 
Padauginę abi šios lygties puses iš 2, gauname: 


: 1 
2sinxcosx-—, 


2 
sin2x- 
27 
2х-(-1) санд keZ, 


nk 


сл š Ci, Ik 
2x=(-1) rx keZ ir x-(-1) 2*3" 


kez. 
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. : Ї 
b) cos? xsin x-sin? xcosx = T 


2 


sin хсоз x(cos x —sin? |» 


2sin xcos x (cos? x-sin? x)- 


Kadangi 2sinxcosx=sin2x ir cos!x-sin?x-cos2x, tai gau- 
name: 


sin2xcos2- 2 |. 2. 


251п 2хс052х=1. 
Kadangi 2sin2xcos2x-sin(2-2x)-sin4x, tai gauname, kad 
sin4x-1; iš čia 


23 ETE EE 
4x=3+2ak, keZ ir хээр, 27 keZ. 


c) sin2x=sinx, 
251п х cosx-sinx=0, 
sin x(2cos x - 1) =0. 
Kadangi sandauga lygi nuliui, kai bent vienas dauginamasis lygus 
nuliui, tai lygties sinx(2sinx-1)=0 sprendinių aibė yra dviejų lygčių 


sinx=0 ir 2cosx-1- 0 sprendinių aibių sąjunga. Išspręskime šias dvi 


lygtis: 
sinx=0, 2cosx-1=0, 
x=nk, keZ, 2С08Х-1, 
ов 
2 


1 
x-itarcos, mn, neZ, 


x=+—+2xn, neZ. 


d) 1-cos2x -sinx. 


Pritaikę — formulę 1-cos2x = 2sin? x, gauname lygtį 


2sin? x -sin x = 0, arba sin x(2sinx -1)- 0. Sios lygties sprendiniu aibé 
yra dviejų lygčių sinx -0 ir 2sinx-1=0 sprendinių aibių sąjunga. 
Išspręskime šias dvi lygtis: 

sinx=0 2sinx-1=0, 

x=nk, keZ, sinx- 7, 


х-(4) aresin L + wn, ne Z, 


*= (1) + na, neZ. 
Atsakymas. 


xk k 
a) x C1 +5 Ш 


„keZ, b) х= 98-29 keZ; c) x2nk, keZ; 


х= +2лп, neZ; d) x-mk, keZ, х= Cl) бли, ne Z. 

2 pavyzdys. Raskime lygties (l+sinx)(tgx-1)=0 sprendinius, 
priklausančius intervalui (0; 2л). 

Sprendimas. Kadangi sandauga lygi nuliu, kai bent vienas 
dauginamasis lygus nuliui, tai lygties (1+sinx)(tgx-1)=0 sprendinių 
aibė yra dviejų lygčių 1 + ѕіпх = 0 ir tgx—1- 0 sprendinių aibių sąjunga. 
Išspręskime šias dvi lygtis: 


1+5іпх= 0 tgx-1=0, 
sinx=-l, tgx-l, 
хэ-28238, keZ. x-artgle nn- 2 +ли, neZ. 


Dabar rasime duotosios lygties sprendinius intervale (0; 27). 
Tai galima padaryti keliais būdais. 
1 būdas. Nagrinėjame sprendinius, užrašytus formule 


х=-2-+2л, кє2. 


i k= d geb е Е 20): 
Kai k=0, tai х= +210 27 z 00:21), 
T TEES: _ Зп Зл | 1 
kai 3-1, tai x= t ТЕУ є (0; 2л); 
Жа z 222221 7n Tm . 
kai k 22, tai х= abdo (X € (0; 27). 


Nagrinéjame sprendinius, užrašytus formule x= Хуян, neZ. 


4 
Kai n=0, tai хэл 0-4» т е@;2л); 
kai n=1, tai = Ergas 21, Эл e(0:22); 

kai n-2, tai х-2426-28, Эл (0:29). 


2 būdas. Nustatysime, su kuriomis sveikosiomis k reikšmėmis 
sprendiniai, užrašyti formulėmis х= S e2nk, keZ ir sa nn, 


пє 2, priklauso intervalui (0; 2x). Gauname dvi dvigubas nelygybes ir 
jas pertvarkome: 


0<- 7 +2nk «2n, О + ли «2n, 

л л т п.л л 

3 «tinh < +21, ер аш 
т 5л 1 T 7n 1 
9k “Эр Era E^ 

1 <k<3. PB 

4 4 4 4 


Dvigubą nelygybę +< k <š tenkina vienintelė sveikoji k reikšmė 


=l. Įstatę šią k reikšmę į sprendinių formulę х= – 3 8258, keZ, 
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gauname, kad  intervalui (0; 2л) Md vienas  sprendinys sinx—cosx=0 |: cosx «0, 


х=-®+2хт-.1= ELS Antrąją dvigubą nelygybę – — rds EA tenkina dvi sinx _ cosx _ 0 
2 2 2 : 4 k | cosx cosx | 
sveikosios n reikšmės 7-0 ir n=1. Įstatę ёс n reikšmes | antrąją Ç 1-0 
gx-1-0, 
sprendinių formule х= Et, neZ, gauname, kad intervalui (0; 2x) tgx - 1, 


priklauso du duotosios lygties sprendiniai x= 1 +1-0= т ir шанцай галдан 


x 5x T" N" "VE SN. CE х=-р+лп, ne Z. 
= T x-1= si Taigi duotoji lygtis iš viso turi tris sprendinius 2 
= Зл Taigi visi lygties 1—cos? х = sinxcosx sprendiniai nusakomi dviem 
— ir EL priklausanéius intervalui (0; 2x). 
formulėmis х= xk, keZ ir х= "in, пє7. 
п. Sn, M 4 
Atsakymas. =; —; —. : : 2 97 
4' 4 2 Dabar rasime lygties 1—cos^x-sinxcosx sprendinių skaičių 
3 pavyzdys. Nustatysime, keliuose taškuose susikerta funkcijų intervale (-л ; Зл). Tai galima padaryti keliais būdais. 
f(x)21-cos? x ir g(x)=sinxcosx grafikai, kai хє(-л; Зл). Rasime 1 būdas. Nagrinéjame sprendinius, užrašytus formule х= xk, keZ. 
Šių taškų abscises. Kai k=-l, tai х=-л, -ле(-л;3л); 


Sprendimas. Funkcijų f(x) ir g(x) grafikų sankirtos taškų abscises 


kai k=0, tai x0, 0є(-л; 3л); 
rasime išsprendę lygtį 1— cos? x = sin xcos x. 


kai k=1, tai х-л, лє(-л; 3л); 
kai k 22, tai х= 2л, 21e(-n;3n); 
kai k 23, tai х-3л, 3лє(-т:3л). 


Kadangi I — cos? x = sin? х, tai gauname lygtį 
sin? x - sin xcosx = 0, arba sin x(sin x —cosx) - 0. 
Kadangi sandauga lygi nuliui, kai bent vienas i$ dauginamuju lygus 


nuliui, tai norédami rasti visus lygties sin x(sin x—cosx)=0 sprendinius Nagrinéjame sprendinius, uzrašytus formule х= 17 тп, neZ. 
turime išspręsti dvi lygtis sinx = 0 ir sinx—cosx=0. Šių dviejų lygčių к Зл d 
A as 1 š А : : ба Кагп--1, tai х----л----, ---6(-т,:37), 
sprendinių aibių sąjunga ir bus lygties sin х(ѕіп х – соѕх) =0 sprendinių 4 4 4 
aibė. Lygties sinx = 0 visi sprendiniai užrašomi formule х= xk, keZ. kai n=0, tai x= Te (-л;3л) 
Norėdami išspręsti lygtį ѕіпх – соѕх= 0, abi jos puses padalykime iš 4 
cosx. Taip dalydami sprendinių neprarasime, nes tos nežinomojo x kai n=1, tai х=®+т=ЗГ, 38 є(-н:38): 
reikšmės, su kuriomis соѕх = 0, t.y. reikšmės x=5+ лп, neZ, nėra kai 1-2, tai x2 Rada 228, 3t e( x 


lygties sinx — cosx = 0 sprendiniai. Gauname: 
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Vadinasi, funkcijų f(x) ir g(x) grafikai susikerta 7 taškuose, kurių 


"7 Зл x 57 9т, 
abscisés yra зэрэ 0, Pe TT 2x, 4^ 


2 būdas. Nustatysime, su kuriomis sveikosiomis k reikšmėmis 
sprendiniai, užrašyti formule x=xk, keZ, priklauso intervalui 
(-л; Зл). Galime užrašyti dvigubą nelygybę —m<xk<3x, kurią 
padaliję iš x, gauname nelygybę -1<k<3. Šią nelygybę tenkina trys 
sveikosios k reikšmės: 0; 1; 2. 

Kai k=0, tai x=1-0=0; 

kai k=l, tai х-л-1-г7, 

kai k 22, tai x2 1-2-2z. 

Taigi gavome tris duotosios lygties sprendinius 0; л ir 2m, 


priklausančius intervalui (—7x;3x). Toliau nagrinėjame sprendinius, 
užrašytus formule х=тр+лп, ne 2. 
Nustatysime, su kuriomis sveikosiomis k reikšmėmis sprendiniai, 


užrašyti formule x = 3 жлп, neZ, priklauso intervalu (—7;3z). 
Sudarę dvigubą nelygybę —x < 1 *xn«3m ir ja padaliję iš л, gauname 
nelygybe -1« Lan <3. 


Pertvarkykime šią nelygybę: 


L 1 I! 1 
"becas, 


1 3 
-1р5л«24. 


Nelygybe -11 <п<23 tenkina keturios sveikosios п reikšmės: 
-1; 0; 1; 2. 
Зл. 


= i 5 Žas (211 == 2 
Kai n--1, tai x +С!) ru 


T А л 25. 
kai п= 0, tai x= pude 


kai п=1, tai х= Lega; 
kai nc3, ti soia Dec 
m (4 (04^ 
ЭР : : : T Зп mx Sm.: 
Taigi gavome keturis duotosios lygties sprendinius D eq ir 
9л : НЭР : 
7 priklausančius intervalui (—7; Зл). 
Gavome, kad duotuju funkciju f(x) ir g(x) grafikai susikerta 7 
: да Jn, , m, | 9%, . 9n 
taškuose, kurių abscisés yra E 0; 47 т; 1 2n; 1 
Atsakymas. Funkcijų f(x) ir g(x) grafikai susikerta 7 taškuose, 
: 24 JE. ды Ju. aan ӘЛ, ‚ 9x 
Кипц abscisés уга =T 0; 17 т; 4^ 21; 7: 


4 pavyzdys. Duota lygtis sin? x « sin^ 2x - 1. 

а) Išspręskime šią lygtį. 

b) Raskime mažiausią teigiamą jos sprendinį. 
Sprendimas. a) Taikysime formules 2sin? х -1-cos2x ir 

2sin? 2x = 1- cos 4x. Gauname: 

зїп? х+ іп? 2x=1|-2, 

2sin? х+ 2sin? 2x - 2, 

1-cos2x *1—-cos4x -2, 

cos2x + с054х=0. 


Pritaikę formulę cosa + cos ñ = 2cos шаа ЭЭС ар , gauname 


2 2 


2х+4х s 2x-4x — 
2 32 = 


2cos3xcosx=0; iš čia 


2cos 


0, 
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cos3x- 0 cosx=0 


sE sz 
Зх= +18, keZ, х „trn, nez 
x= m. keZ. 
b) Iš gautų atsakymų matome, kad mažiausias teigiamas sprendinys yra + 
T, nk . I с л 
Atsakymas. а) х= = + 3" keZ; x=x+mn, ne Z; b) 6 


3.2.5. Trigonometrinių lygčių sprendimas neZinomojo 
keitimo metodu 


Sprendžiant trigonometrines lygtis kartais pavyksta pereiti prie vienos 
to paties argumento trigonometrinės funkcijos, kurią patogu pažymėti 
nauju kintamuoju. 

1 pavyzdys. Išspręskite lygtis: 

a) 4cosŽx+4sinx-1=0, b) 2sin? x «3cosx 2 0, 
с) tgx -3ctgx - 5, d) соѕ2х+5іпх= 0. 


Sprendimas. а) Pasinaudoję formule cos ? x -1—sin? x, gauname 


lygti, kurioje yra tik viena funkcija sinx: 
4(1-sin? x) + 4sinx -1- 0. 
Pertvarke šią lygtį, gauname tokią trigonometrinę lygtį: 
4sin? x -4sinx -3 - 0. 
Įveskime naują nežinomąjį z: sinx=z. Gauname kvadratinę lygtį 
nežinomojo z atžvilgiu: 


4у2-4у-3-0. 


š > sa 1 
Sios lygties sprendiniai уга z, === 


š 3 e А 
2 "22 => Taigi gauname dvi 


paprasčiausias trigonometrines lygtis sixx-— ir sinx- 3. Antroji 
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lygtis sprendinių neturi, nes turi būti |sinx|<1. Vadinasi, lieka išspręsti 


pirmąją lygtį sinx = L Jos visi sprendiniai užrašomi formule 
x- (1) acsin-3) + zk, ke Z. 
Kadangi arcsin i = —arcsin lect tai 
2 2 4 
х=(-) C enk, keZ. 


b) Sprendžiame lygtį 2sin? x = 3cosx. 
Kadangi sin? x = 1— cos? х, tai duotąją lygtį pertvarkome taip: 
21 — cos? х)» 3cosx - 0, 
2-2с08 x « 3cos x = 0. 
Pažymėję соѕх = а, gauname kvadratinę lygtį 
2-2a! «3a - 0. Šios lygties sprendiniai уга: 
a =2ira, - 
Kai a=2, tai cosx=2. Lygtis cosx=2 sprendinių neturi, nes 


funkcija y = cosx gali įgyti reikšmes tiktai iš intervalo [-1; 1]. 


Kai а=-5, tai cosx-- Lygties соѕх= 2. sprendiniai 


yra х= sarccos[- 5) + 2ak, keZ. 
: 1 1 2n em . 
Kadangi arccos -7 = garcea эрэг, tai visi lygties 


cosx = d sprendiniai užrašomi formule 


= 12421, keZ. 


с) tgx * 4ctgx - 5. 


Pastebėkime, kad х + лт, meZ ir x Žin keZ. 


Pasinaudoję formule tgx-ctgx=1 išreiškiame ctg x= хо ir 
pertvarkome lygtį taip: 
tgx+3- rr =5. 
Padauginę šią lygtį iš tgx £0 (čia x+nk, keZ), gauname lygtį 
tg?x - 5tgx «4-0. 
Pažymėję tgx=a, gauname kvadratinę lygtį a? -5a+4=0. Šios 
lygties sprendiniai yra a, =1 ir a, = 4. 
Kai a=1, tai tgx=1 ir 
x=arctgl+1k, keZ, ty. х=р+лї, ke Z. 
Kai a=4, tai tgx=4 ir x=arctg4+xk, ke Z. 
d) cos2x+sinx=0. 
Pasinaudoję formule cos 2х = cos? x —sin2 х pertvarkome lygtį taip: 
cos? x-sin? x+sinx=0. 
Pasinaudoję formule sin? х + cos? x = I išreiškiame cos? x = l- sin? x 
ir pertvarkome lygti taip: 
1-sin? x - sin? x  sinx - 0, 
1-2sin? x+sinx - 0. 
Pažymėję sinx = а gauname kvadratinę lygtį 1- 2a? «a - 0. 


Šios lygties sprendiniai: a, =1 ir a, --5. 


Kai а=1, tai ѕіпх=1, todél х-2 8238, keZ, 


5 LE ЭГ = S z 
kai а= >, tai sinx = z> todėl 


х=(-1)' arcsin(- 5) xn. neZ, iščia 


x=)" enn, neZ. 


Atsakymas. 
a) x- (C^! E ak, keZ; b) <= ай, keZ, x=2nk, 


5+ — ш, keZ; d) х= +216, keZ; 


keZ; с) x=arcrtg——— 


х=(-10) Белл, neZ. 


2 pavyzdys. Duota lygtis (cos? x+2cosxW4- x? =0. 
a) Nustatysime nežinomojo x leistinuju reikšmių aibę. 
b) Išspręsime lygtį. 
Sprendimas. a)Nežinomojo x leistinųjų reikšmių aibę rasime 
išsprendę nelygybę 4- x? 20. Ši nelygybė ekvivalenti nelygybei 
(2-x)(2+x)20, 
kurią išsprendę intervalų metodu randame, kad xe[-2;2]. 


b) Kad  surastume visus lygties (cos? x+ 2cosx) v4 -x =0 
sprendinius, turime išspręsti dvi lygtis 
cos? x+2cosx=0 ir 4- x? - 0. 
Pažymėję cosx = а, iš pirmosios lygties gauname kvadratinę lygtį 
а? +2a=0. Šios lygties sprendiniai yra a, =0, ir a, =-2. 
Kai a=0, tai cosx=0, todėl x=5+nk, keZ. 
Su a=-2 lygtis cosx--2 sprendinių neturi, nes funkcija 
f(x)=cosx įgyja reikšmes tik iš intervalo [-1;1]. 
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Taigi visi lygties cos? х+ 2соѕх= 0 sprendiniai nusakomi formule 


x=%+"k, ke Z. 


Antrosios lygties 4 —x? =0, sprendiniai yra х =2 ir x, =—2. 
Ne visi lygties cos? x «2cosx - 0 sprendiniai х= 5+ xk, keZ 
patenka į leistinų reikšmių aibę [-2; 2]. 


Randame šios lygties sprendinius, patenkančius į intervalą [-2; 2]. 


i ke-i mi as Ža Ta S ГУЕ. ТЕА 
Kai k= l, tai х=5 A 576 157 ir z El 2:2]. 
Kai k=0, tai x=+*157 ir Že[-2:2]. 

Atsakymas. a) [-2;2]; b) -2, ‚зз v 2: 


3 pavyzdys. а) Įrodysime, kad 2cos2x – cos? x = 1-3sin? х. 

b) Išspręsime lygtį 2cos2x – cos? x = 2sinx, kai хє(09:3609|. 

Sprendimas. 

a) Pertvarkome tapatybės kairiąją pusę 2cos2x — cos? x. Kadangi 
cos2x = cos? x-sin? х, tai pertvarkę reiškinį gauname 

2(cos? x — sin? x)- cos? x = 2cos? x - 2sin? x — cos? x = cos? x — 2sin? x. 

Pasinaudoję formule sin? x + cos? x = 1 išreiškiame cos? x = l- sin? x 

їг pertvarkome reiškinį 
cos? x - 2sin? x = 1- sin? x - 2sin? x = 1— 3sin? x. 

Įrodėme, kad kairioji tapatybės pusė lygi dešiniajai pusei. 

b) Duotosios lygties kairiąją pusę pakeitę reiškiniu 1-3sin? x 
gauname lygtį 1 —3sin? x = 2sin x. 


Pažymėję sinx =a, gauname kvadratinę lygtį 1-3а? -2а=0, 
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1 


kurios sprendiniai уга: а =>, ir a, = –1. 


„tai ѕіпх = todėl x- CI arosin най, keZ. 


3° 
1 1 
Kai а= A 
a a 3^ 


[mL 


Kai a--1, tai sinx=-1, todėl x=-Ž+2mn, neZ. 


Randame lygties sprendinius, priklausančius intervalui (09: 360°]. 
Nagrinėjame sprendinius, užrašytus formule 

х-(-1) arcsinz-exk , keZ. 
Kai 3-0, tai 

х-(-1) arcsinz + л.0- arcsin ir arcsin e [0° ;360°]; 
Ка! k=1, tai 


x=(-1)' arcsin +л-1= -arcsinz + л іг n- arcsin + e [09;360°]. 


Nagrinéjame sprendinius, užrašytus formule х= => +2nn, neZ. 


iasi ti х--5426:1-25 Е ДИС УТА 

Kai п=1, tai х= 5 +21 1= "5 e[0°;360°]. 
Atsakymas. b) arcsin} z-arcsinl 38 
š 3^ 3” 2 


3.2.6. Homogeninės lygtys sinx ir cosx atžvilgiu 

Nagrinėsime lygtį 

asinx+bcosx =0;čia a, b- realieji skaičiai. (1) 

Ši lygtis vadinama pirmos eilės homogenine lygtimi sinx ir cosx 
atžvilgiu. Jai būdinga tai, kad kiekvieno dėmens sinuso (arba kosinuso) 
laipsnio rodiklis yra vienodas ir lygus vienetui. Pirmos eilės homogeninė 
lygtis sprendžiama abi jos puses dalijant iš cosx #0. Dalyti galima, nes 
tos nežinomojo x reikšmės, su kuriomis cosx=0, t.y. reikšmės 


T 
2 
sprendinių neprarasime. 


x==+1k, keZ, nėra lygties asinx+bcosx = 0 sprendiniai ir todėl 


Abi (1) lygties puses padaliję iš cosx + 0, gauname lygtį 


atgx+b=0, arba tgx= 2. 
Šios lygties sprendiniai užrašomi formule 
x-arce| 2 лк, кє Z. 


га 
1 pavyzdys. Išspręskime lygtį 8sinx – 7cosx = 0. 
Sprendimas. Kadangi cosx 0, tai, abi duotosios lygties puses 
padaliję iš cosx, gauname lygtį 
8tgx- 7-0. 


Ši lygtis ekvivalenti lygčiai tgx = v kurios visi sprendiniai užrašomi 


formule x= асв + nk, keZ. 
Atsakymas. x = arctg + nk, keZ. 


2 pavyzdys. Nustatysime, su kuriomis x reikšmėmis funkcijų 
f(x) = 25іп2х ir g(x)=-4cos2x reikšmės yra lygios. 
Sprendimas. Kadangi funkcijų f(x) ir g(x) reikšmės turi būti 
lygios, tai, pasinaudoję lygybe /(x)= g(x), sudarysime lygtį 
2sin2x = - 4cos2x. 
Šią lygtį pertvarke gauname pirmos eilės homogeninę lygtį sin2x ir 
cos2x atžvilgiu: 
ѕіп2х+ 2с052х =0. 
Kadangi соѕ2х x0, tai, abi šios lygties puses padaliję iš соѕ2х, 
gauname lygtį tg2x+2=0, arba tg2x=-2. 


Išspręskime šią lygtį: 
tg2x=-2, 
2x-arctg(-2)« nk, keZ, 
2x=-arctg2+1k, keZ, 


——— n3 keZ. 


2 zc 
Taigi funkcijų f(x) ir g(x) reikšmės yra lygios, kai argumentas х 
įgyja reikšmes, nusakomas lygybe 


x--lacg2 7, Кє2. 
1 nk 
Atsakymas. х= - 781082+—-, keZ. 
Dabar nagrinėsime lygtį 
asin? x+ bsinxcosx+ccos? x=0; (2) 


Čia а, b, c — realieji skaičiai. 

Ši lygtis vadinama antros eilės homogenine lygtimi sinx ir cosx 
atžvilgiu. 

Jai būdinga tai, kad kiekvieno démens sinusų ir kosinusų laipsnių 
rodiklių suma yra vienoda ir lygi dviems. 


Antros eilės homogeninė lygtis sprendžiama abi jos puses dalijant iš 
cos? x 0. 


Dalyti i$ cos? x galima, nes tos nežinomojo x reikšmės, su kuriomis 
соѕх = 0, t.y. reikšmės x = 5+ nk, keZ, nėra (2) lygties sprendiniai 
ir todėl lygties sprendinių neprarasime. 

Taigi laikydami, kad cosx+#0, abi (2) lygties puses padalykime iš 
cosŽx+0. Gauname lygti atg 25+ btgx*c-0, kuri sprendžiama 
taikant keitinį tgx = y. 
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3 pavyzdys. Išspręskime lygtį 2sin? x – 55іпхсоѕх+ 30052 x 20. 
Sprendimas. Duotoji lygtis yra antros eilés homogeniné lygtis sinx ir 
cosx atžvilgiu. Laikydami со5Х20 ir abi duotosios lygties puses 
padaliję iš cos? x = 0, gauname lygtį 
21g?x -5tgx «3-0. 
Pakeitę tgx = y, gauname kvadratinę lygtį 2y? -5y+3=0, kurios 


sprendiniai уга y,=1 ir y, =3. 
Kai у= 1, tai gauname paprasčiausią trigonometrinę lygtį tgx = 1, 


kurios visi sprendiniai nusakomi formule x=arctgl+1k, keZ. 


Kadangi aretgl= 7, tai аг адыг ke Z. 


Kai у= š , tai gauname paprasčiausią trigonometrine lygtį tgx = š 5 
kurios visi sprendiniai užrašomi formule 


x-artg enn, пє2. 


Atsakymas. х= ү+лЁ ,keZ; x=arctg3+ xn, ne Z. 
+ Lygtis asin 2 x  bsinxcosx - ccos? х= d ‚ 4+0 nėrahomogeninė, 
tačiau ją galima lengvai pertvarkyti į antros eilės homogeninę lygtį 
parašius d=d-1=d(sin?x+00s7 x). 

4 pavyzdys. Išspręskime lygtį 10sin ? x 1 Ssinxcosx 4 cos? x =3. 

Sprendimas. Pastebéje, kad 3-3-1- 3(sin ? x cos? x) „ lygti 
pertvarkome taip: 

105іп 2 x + 5sinxcosx cos2 x = 3(sin ? x cos? x) à 


105іп 2 x + 55іп хсоѕх + cos? x -3sin? x -3cos? х= 0, 


7sin? x + 5sinxcosx - 2cos? х= 0. 
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Ši lygtis yra antros eilės homogeniné lygtis. Kadangi соѕх #0, tai 
abi šios lygties puses padaliję iš cos EA gauname lygtį 
7tg?x 4 5tgx-2- 0. 
Pakeitę tgx = y, gauname kvadratinę lygtį Ту? +5y-2=0, kurios 
sprendiniai yra y, 2-1 ir y, =š. 


Kai у=-1, tai gauname paprasčiausią trigonometrinę lygtį 
{рх = —1. Jos visi sprendiniai užrašomi formule 


x=arctg(-1)+1k, keZ. 


Kadangi агсір(–1) = – агсір1 = = „ tai galutinai gauname tokius 
sprendinius x = -7+ nk, keZ. 


, 


ajn 


Kai y= Ё , tai gauname paprasčiausią trigonometrinę lygtį tgx = 
kurios visi sprendiniai užrašomi formule x = асв + nn, пє Z. 


Atsakymas. х= ал, keZ; x=arctgŽ+ nn, neZ. 


5 pavyzdys. Raskime visas х reikšmes, su kuriomis reiškinio 
3sin? x – 2sin 2x + 5cos? x reikšmė lygi 2? 
Sprendimas. Sudarome lygtį 
3sin? x - 2sin 2x + 5cos? x - 2. 
Pritaikę formulę sin2x = 2sin xcosx gauname lygtį 
3sin? x - 4sin xcos x + 5cos? x = 2. 
Ši lygtis nėra homogeninė, tačiau ją galima lengvai pertvarkyti į 
homogeninę lygtį. 
Kadangi 2=2-1=2- (sin? x+C08x ). tai lygtį užrašome taip: 


3sin? x — 4sin xcos x + 5cos? x = 2(sin? x- cos? x). 
Sutrauke panašius narius, gauname 
sin? x - 4sinxcos x + 3cos? x = 0. 
Kadangi cosx z 0, tai, abi šios lygties puses padaliję iš cos? x, 
gauname lygti 
tg!x - 4tgx 3-0. 
Pažymėję tgx=a, gauname kvadratinę lygtį a? -4a+3=0, kurios 
sprendiniai yra a, =3 ir a, =1. 
Kai a=3, tai tgx=3, todėl x=arctg3+2k, keZ. 


Kai a=1, tai tgx=1, todėl x=arctgltnn=Ž+ an, neZ. 


Atsakymas. х = arctg3- nk, keZ; x-4emn, neZ. 


Й 


+ Norime atkreipti skaitytojų dėmesį | vieną dažnai pasitaikančią klaidą. 

Dažnai lygtis bsinxcosx + ccos? х= 0 (3) sprendžiama taip pat, kaip ir 

antros eilés homogenine lygtis (2), t.y. abi jos puses dalijant i$. cos 1x. 
Tačiau dabar abiejų (3) lygties pusių dalyti iš cos? x negalima, nes, 


jei tartume, kad cosx z 0, tai prarastume sprendinius, nusakomus formule 


x=5+ak, keZ. 


Iš tikrųjų, tos nežinomojo x reikšmės, su kuriomis cosx=0, t.y. 
minėtos reikšmės, su kuriomis cosx=0, t.y. minėtos reikšmės 
X= 23 nk, keZ, 
yra (3) lygties sprendiniai. (3) lygtį sprendžiame skaidymo daugi- 
namaisiais metodu: 
bsinxcosx- ccos? х= 0 > 


cosx(bsinx-* ccosx) = 0, 


cosx = 0 arba Ьѕіпх + ссоѕх 20 |: cosx e 0 
x=5+nk, kez btgx+c=0, 
— 
t8x=-7> 
x-arte[- 5) nn. ne Z, 
c 
xc--amtgremn, ne Z. 
Taigi (3) lygties visi sprendiniai uzrašomi dviem formulémis 
x=5+nk, keZ ir х= асв +лп, ne Z. 


6 pavyzdys. Išspręskime lygtį sinxcosx—cos2 х= 0. 

Sprendimas. Kairėje lygties pusėje iškėlę bendrą dauginamąjį cosx 
prieš skliaustus, gauname lygtį cosx(sinx – cosx) = 0. 

Šios lygties sprendinių aibė yra dviejų lygčių соѕх=0 ir 
sinx — cosx = sprendinių aibių sąjunga. 

Lygties cosx = 0 sprendiniai užrašomi formule x = > nk, keZ. 


Lygtis sinx-cosx=0 yra pirmos eilės homogeninė lygtis. 
Laikydami, kad соѕх + 0, abi šios lygties puses padalykime iš cosx. 
Gauname lygtį tgx -1-0, arba tgx=1. 

Šios paprasčiausios trigonometrinės lygties sprendiniai užrašomi 
formule x -arctgl - xn, ne Z. 


nr 


Kadangi arct ist. tai х=—+лп, neZ. 
B 8150 


A 


Taigi duotosios lygties sprendiniai yra 


x=Žtak, keZ ir х=ү+лп, ne Z. 


Atsakymas. х= +16, keZ; х= T tnn, ne Z. 


439 


4 SKYRIUS. TRIGONOMETRINĖS NELYGYBĖS 
Nelygybės, kurių kintamasis yra po trigonometrinių funkcijų ženklu, 
vadinamos trigonometrinėmis nelygybėmis. 


Paprasčiausios trigonometrinės nelygybės (sinx>a, sinx<a, 
cosx>a, cosx<a, tgx»a, tgx«a, ctgx»a, сірх<а, a- 
skaičius) dažniausiai sprendžiamos naudojantis atitinkamų 
trigonometrinių funkcijų grafikais arba vienetiniu apskritimu. 


4.1. NELYGYBIŲ sinx>a, sinx<a SPRENDIMAS 
I pavyzdys. Išspręskime nelygybes: 


a) sins È, b) sinx<<, 
€) sin «7, d) si(2x-2)2 2. 


Sprendimas. a) sin x > < , 


1 būdas. Vienoje koordinačių plokštumoje nubraiZome funkcijų 


y=sinx ir y- 3 grafikus (1 pav.). 


Nelygybés sprendiniai — tai Ox ašies intervalų, kuriuose sinusoidė 
yra aukščiau tiesės y = 3 , skaičiai. 
Atkarpoje (0,27| duotaja nelygybę tenkina visos kintamojo х 


п. 27 
5 


reikšmės iš intervalo (5 ; 25) Tokių intervalų уга be galo daug. Jie visi 
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gaunami pridedant prie intervalo (1:2) rėžių po 21k (mažiausias 


teigiamas sinuso periodas yra 2 ). 


Taigi nelygybės sinx > a sprendinių aibė yra visų intervalų 


e eani). keZ, sajunga. 


2büdas. Nelygybe galima 
išspręsti ir nebraižant sinusoidés. 
Nubraižykime koordinačių siste- 
moje vienetinį apskritimą su centru 
koordinačių pradžios taške ir tiesę 


y= 32 (2 pav.). 


Pažymėkime apskritimo їг šios 
tiesės susikirtimo taškus B ir C. 


Iš brėžinio matyti, kad kampų, didesnių už 240В= =, bet 


Rm, sinusai yra didesni už 3 Taigi 


mažesnių už ZAOC -x— 2 


(5-2) уга vienas 15 nelygybés sinx> 23 sprendinių intervalų. Prie 


šio intervalo rėžių pridéje po 21k, keZ, gauname visą sprendinių aibę: 


хє[Ж+эле;2®+эль), ke Z. 


А 1 
b) sinx <. 
1. būdas. Vienoje koordinačių plokštumoje nubraižome funkcijų 


y-sinx ir у= grafikus (3 pav.). 


Nelygybės sprendiniai — tai Ox ašies intervalų, kuriuose sinusoidė 


yra žemiau tiesės y = P skaičiai. Tokių intervalų yra be galo daug. Jie 
visi gaunami pridedant prie intervalo (2-2) rėžių ро 2xk. Taigi 
nelygybés sinx « i sprendinių aibė visų intervalų 
(28 25 Идэх) keZ, sąjunga. 
2būdas. Nubraižykime  koordi- 
načių sistemoje vienetinį apskritimą su 
centru koordinačių pradžios taške ir 


tiesę »-i (4 pav.). 


Pažymėkime apskritimo ir šios 
tiesės susikirtimo taškus B ir C. 

Jei pasuktume spindulį O4 kampu 
x, tenkinančiu nelygybę x, «x «x, 


tai gautume, kad sin x < i 


Kadangi х-л-2-328, x =2лт+® 


E 
6 


, tai visi skaičiai iš 


yra nelygybės sinx< 2 


intervalo (х, sx J: t.y. intervalo (208 5 7 


sprendiniai. 


.. ОЛЕ, 031 : T 1 ЭЭ 
Taigi, УЕ" уга vienas nelygybés sinx <> sprendinių inter- 


valas. Kitus gauname prie šio intervalo rėžių pridėję po 253, кє Z. 
Vadinasi, visų sprendinių aibė yra intervalų 
( Sr 131 


gink E 2k), keZ sąjunga. 


с) sinx «—., 
3 


„Міепоје koordinačių plokštumoje braižome funkcijų y=sinx ir 


y= d grafikus (5 pav.). 


Nelygybés sprendiniai — tai Ox ašies intervalų, kuriuose sinusoidé 
yra žemiau tiesės у = -5 , Skaičiai. 

Atkarpoje [0; 27] duotąją nelygybę tenkina visos kintamojo x 
reikšmės iš intervalo (E) ty. atkarpoje [0;2z] nelygybės 
sprendiniai yra x € (2 ; 3! Tokių intervalų уга be galo daug. Jie visi 
gaunami pridedant prie intervalo (Z: 13 rėžių po 276. Taigi 
nelygybės sinx< d sprendinių aibė yra visų intervalų 

7n lix 


(enn ann. neZ, sąjunga. 


441 


d) (25-5) 2-22. 
Pažymėkime 2x-5=t. Tada duotoji nelygybė turės pavidalą 


sinr- 32. Vienoje koordinačių plokštumoje nubraižome funkcijų 


y=sint ir y--22 grafikus (6 pav.). 


6 pav. 


Nelygybės T Ox ašies intervalų, kuriuose sinusoidé 


yra aukščiau tiesės y = — , Skaičiai. 


xd 


Atkarpoje |-5-2| duotosios nelygybės sprendinių aibė yra 


intervalas — «is, о visi sprendiniai gaunami pridedant prie 


intervalo Ё2А rėžių po 2mk. Taigi nelygybės sin; > 2 
sprendinių aibė yra 


CR: 
EX 1 ZI keZ, ty. 
„r <;<37 
4+216515 1 +27k, keZ. 
| šią dvigubą nelygybę įrašome [= 2x- ir gauname 
-®+2лё<2х-®<Э®+2л®, keZ, 


4 
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лол 5л m 
Tytgtžikslzs 71712, keZ, 


makes ouk pex, ds 


12 12 
аркалай, keZ,ty. 
24 24 
172 
ЗЕ 27 Drei]. keZ. 
Atsakymas. 
a (Zak: ean]. kez; b| ээж: DE east). keZ; 
ө(2ээх К, Ht sank), keZ; [+= ш | keZ. 


2 pavyzdys. Raskime nelygybės sin2x 21 sprendinius. 
Sprendimas. Pažymime 2x=t, tada duotoji nelygybė turės pavidalą 
sint 21. Vienoje koordinačių plokštumoje nubraižome funkcijų y =sin/ 


ir y=1 grafikus (7 pav.). 


Nelygybė 511 sprendinių neturi, bet duotoji nelygybė yra 


sint 21, todėl nustatome lygties ѕіпг =1 sprendinius, t.y. t= 5421, 


keZ. Iščia 2x= +214, keZ ir tada x= ^e xk, keZ. 


Atsakymas. х=р+лї, keZ. 


3 pavyzdys. Išspręskime nelygybes: a) sinx «2, b) sinx »2. 
Sprendimas. a) sinx «2. NubraiZome funkcijų y -sinx ir у= 2 
grafikus (8 pav.). 


8 pav. 


Šios nelygybės sprendiniai yra visi skaičiai, t.y. xe R. 
b) Ši nelygybė sprendinių neturi (8 pav.). 
Atsakymas. a) xe R, b) 0. 


4 pavyzdys. Išspręsime nelygybę sinx+cos2x>1. 
Sprendimas. Kadangi соѕ2х =1- 25іп> х, tai duotąją nelygybę 
galime užrašyti taip: 
sin x(1- 2sin x) > 0. 
Pažymėkime sin x =/. Tada paskutinioji nelygybė taip atrodys 
t(1- 20)» 0. 


Išsprendę šią nelygybę intervalų metodu, gauname 0 < t < E A 


Vadinasi, duotosios nelygybės ѕіпх + соѕ2х > 1 sprendiniai уга tos 


nežinomojo x reikšmės, kurios tenkina dvigubą nelygybę 0 < sin x < i 


Atkarpoje HS dvigubos nelygybės O<sinx<-, o kartu ir 


duotosios nelygybės, sprendiniai yra 


0<х<2, ЭЛ сел (9 рау.). 


9 рау. 


Atsižvelgę į funkcijos у =ѕіпх periodiškumą, randame duotosios 
nelygybės sprendinius visoje skaičių tiesėje: 


2nk «x «€ 2nk, ŠT лк ex ex e2nk, kur keZ. 


Atsakymas. (Seaman. (эле; 24 204), keZ. 


4.2. NELYGYBIŲ cosx>a, cosx <a SPRENDIMAS 


1 pavyzdys. Išspręskime nelygybes: 


42. 43. 
a) соѕх> —; €) cosx » -——; 

2 2 

1. r x). b 
b) 005х<=; d) (1 3E 7” 


Sprendimas. a) cos x > = : 


1 būdas. Vienoje koordinačių plokštumoje nubraižome funkcijų 


y-cosx ir y= 2 grafikus (10 pav.). 
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Nelygybės sprendiniai — tai Ox ašies intervalų, kuriuose kosinusoidé 


yra aukščiau tiesės y = a skaičiai. Tokių intervalų yra be galo daug. 


Jie visi gaunami pridedant prie intervalo (52) rėžių ро 2nk. Taigi 


nelygybės cos x > 23 sprendiniu aibé уга visu intervalu 


(-3-248:14246), keZ, sąjunga. 


2 būdas. Nubraižykime koordinačių sistemoje vienetinį apskritimą su 
centru koordinačių pradžios taške ir tiesę x = RE (11 pav.). 

Pažymėkime apskritimo ir šios tiesės 
susikirtimo taškus B ir C. 


Šiuos taškus sujunkime su apskritimo 
centru ir  pažymėkime atitinkamus 
posūkio kampus: 


EUN = = 2: 
Z40B- 5, ZAOC 4 


Iš brėžinio matome, kad posūkio 
kampų, kurių didumai х tenkina 11 pav. 


л 


nelygybe i 


kosinusai уга didesni uz S. Taigi visi intervalo (2:5) skaičiai yra 
nelygybės cos x > 2 sprendiniai. 
Visą sprendinių aibę gausime sujungę visus intervalus 


т 21 
(-1-246:2-258), keZ. 


1 
b) cosx< 3. 


1 būdas. Vienoje koordinačių plokštumoje nubraižome funkcijų 


y-cosx ir y -3 grafikus (12 pav.). 


12 pav. 
Nelygybės sprendiniai — tai Ox ašies intervalų, kuriuose kosinusoidė 


yra žemiau tiesės y= 13 , Skaičiai. Tokių intervalų yra be galo daug. Ле 
2 Б 


visi gaunami pridedant prie intervalo (5:55) rėžių po 2nk. Taigi 


nelygybės cos x < E sprendinių aibė yra visų intervalų 


x ‚5т \ А 
(їзэн: 3 ховс) keZ, sąjunga. 


2 būdas. Nubraižykime koordinačių 
sistemoje vienetinį apskritimą su centru 
koordinačių pradžios taške ir tiesę x=} 
(13 pav.). Pažymėkime apskritimo ir 


tiesės susikirtimo taškus x, = = 


3° 
3л л 5 

саг ЫГ зах | агра 

дэ2а-2-38, 


Iš brėžinio matome, kad posūkio kampų, kurių didumai x tenkina 


nelygybę s < x< 3, kosinusai yra mažesni už i Taigi, visi intervalo 


(55) skaičiai yra nelygybės cosx< T sprendiniai. Visą sprendinių 


aibę gausime sujungę visus intervalus 


л ‚5л 
ЕД 3 хэлд), keZ. 


Уз 
€) cosx> ME 


Vienoje koordinačių plokštumoje nubraiZome funkcijų y=cosx ir 


у= E grafikus (14 pav.). 


14 pav. 

Nelygybės sprendiniai — tai Ox ašies intervalų, kuriuose kosinusoidė 
КРЛ ЧЕЛ 

yra aukščiau tiesės у= E aD skaičiai. Tokių intervalų yra be galo daug. 


Jie visi gaunami pridedant prie intervalo [- S 23 rėžių ро 25К. 


ГАР? 
Taigi nelygybės cos x > — sprendiniu aibé yra visu intervalu 


(Een 582). keZ, sąjunga. 


л 1 
d ASA 
) cos[ 6 z) 2 
Pažymėkime гэн хал Tada duotoji nelygybé turés pavidala 
cost 5-3. Vienoje koordinačių plokštumoje nubraižome funkcijų 


y-cost ir у--1 grafikus (15 pav.). 


Nelygybés cost 4 sprendinių aibė yra intervalas л << х. о 


n pe TW ЭЭ” 27 4л m 
visi sprendiniai gaunami pridedant prie intervalo > rėžių po 
2nk. Taigi nelygybės sprendinių aibė yra 


TE лка 29 +2wk, bé. 


Į šią dvigubą nelygybę įrašę í= » gauname 


LO 
6 2 


S keZ; iščia 


СЕЗЕ keZ, 
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-JT anke xs-nednk, kez. 


Atsakymas. 


3 (- E226; 24214), ker: b| Zerk: Erk), kez: 
4 4 3 3 
o (ez; Senat. keZ; a)|- enint. ke Z. 


4.3. NELYGYBIU tgx»a, tgx«a SPRENDIMAS 


Nelygybiu tgx>a arba tgx«a (taip pat ir tgx «a, tgx2a) 
sprendinių aibes nesunku surasti nubraižius funkcijos y = tgx grafiką. 


1 pavyzdys. Išspręskime nelygybes: a) tgx< З; b) tgx x2; 
€) -tg2x «1, 
d) 23 35. 
Sprendimas. 
a) tgx < 45. 
Vienoje koordi- 
načių plokštumoje 
nubraižome funkcijos 


y=tgx ir у-43 


grafikus (16 pav.). 
Nelygybės sprendiniai — tai skaičiai, atidėti Ox ašyje, kuriuose 
atitinkantys tangentoidės taškai yra žemiau tiesės y = 45. Sprendinių aibę 


sudaro be galo daug intervalų, kurie gaunami iš intervalo (53) 
pridėjus prie jo rėžių periodo л kartotinius. Taigi, nelygybės sprendinių 
aibė yra visų intervalų 


(eene. keZ, sąjunga. 
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b) Išspręskime nelygybę tgx<2. 
Vienoje koordinačių plokštumoje nu- 
braižome funkcijų y=tgx ir y=2 
grafikus intervale (232 (17 pav.). Ne- 
lygybės tgx «2 sprendiniai yra skaičiai, 
atidėti Ох ašyje, kuriuos atitinkantys 
tangentoidės taškai yra žemiau tiesės у = 2 
arba ant jos. Sprendinių aibę sudaro be galo 
daug intervalų, kurie gaunami iš intervalo 


2* 17 pav. 
gento periodo x kartotinius. Taigi duotosios nelygybės sprendinių aibė 


[ Ziamę2] pridėjus prie jo rėžių tan- 


yra visų intervalų -Z nk:arctg2+ nk „ keZ, sąjunga. 
2 [4 


с) Pertvarkę nelygybę gauname 
tg2x2-1.  Pazymékime 2х=1. 
Tada duotoji nelygybé turés pavidala 
tg! 2-1. Vienoje koordinačių plokš- 
tumoje nubraižome funkcijų 

y=tgt ir y--1 
grafikus intervale (-5:£) (18 pav.). 

Nelygybés sprendiniai — tai skai- 
čiai, atidėti Ox ašyje, kuriuos atitin- 
kantys tangentoidės taškai yra aukščiau 
tiesės у--1. 18 pav. 


Sprendinių aibę sudaro be galo daug intervalų, kurie gaunami iš 
л 


intervalo ED pridėjus prie jo rėžių periodo m kartotinius. Taigi, 


nelygybės sprendinių aibė yra visų intervalų 


Е eut). keZ, sąjunga, t. y. 


trie nk, keZ. 
Į šią dvigubą nelygybę įrašę г = 2х, gauname 


-q 2х<9+л, keZ, iš čia 


2 
п nk п nk 
-8 77209352 7727 Кє2, ty. 
x, nk. л 
el Eye keZ. 


d) Pažymėję 15 t, gauname nelygybę tg: > 2. Vienoje koordinačių 
plokštumoje nubraižome funkcijų y=tgt ir y=2 grafikus intervale 


L.X 
(-5 r) (19 pav.). 
Nelygybės tgżt>2 sprendinių 


aibė yra intervalas arctg2 </ < 5 „0 

visi sprendiniai gaunami pridedant prie 

intervalo (arctg2 š 3 rėžių po nk. 

Taigi, nelygybės sprendinių aibė yra 

arctg2 € xk << + nk, keZ. 

| šią dvigubą nelygybę įrašę t= = , gauname 
arctg2 + xk ptu. keZ, iščia 
3arctg2+3xk «хєзрөэй , keZ arba 


xe(sarcte2 + 38; $+ 3ak), ke Z. 


19 pav. 


Atsakymas. 
а) (enis ent, keZ; b) (ornare 2 ene. keZ; 
л nk n nk | 237 Y 
c) ЁТ-223 keZ; d) (facte 2- 353: 2 жэл), keZ. 
4.4. NELYGYBIU ctgx>a, ctgx «a SPRENDIMAS 


1 pavyzdys. Raskime nelygybiu sprendinius: 


а) ctgx < b) ctgx «2; 


УЗ. 
3" 
€) eg; 2l; d) ete(2x 5)» -45. 
Sprendimas. a) Vienoje koordinačių plokš- 
tumoje nubraižome funkcijų y-ctgx іг 


УЗ 
3 


Nelygybės sprendiniai — tai Ox ašies inter- 
valų, kuriuose kotangentoidė yra žemiau tiesės 


y= grafikus intervale (0; x) (20 pav.). 


p, skaičiai. Tokių intervalų yra be galo 
daug. Jie visi gaunami pridedant prie intervalo 
ЕЭ rėžių po nk. Taigi nelygybės 


sprendinių aibė yra visų intervalų 


3 
b) Vienoje koordinačių plokštumoje nu- 
braižome funkcijų y=ctgx ir y=2 grafikus 
intervale (0; x) (21 pav.). Nelygybés ctgx«2 
sprendiniai — tai Ox ašies intervalu, kuriuose 
kotangentoidé yra žemiau tiesės y — 2, skaičiai. 
Tokių intervalų уга be galo daug. Intervale 


[аякла лк), keZ, sąjunga. 
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(0;x) duotosios nelygybės sprendinių aibė yra intervalas 
(arcctg2; x). Visi nelygybės sprendiniai gaunami pridedant prie intervalo 
(arcctg2; л) rėžių po лк. Taigi nelygybės sprendinių aibė yra visų 
intervalų (arcctg2-- xk; x nk), keZ, sąjunga. 

с) Pažymėję $7 t, gauname nelygybę ctgt 21. Vienoje koordinačių 
plokštumoje nubraižome funkcijų y=ctg/ ir y=1 grafikus intervale 
(0; х) (22 pav.). Nelygybės ctgt 21 sprendiniai — tai Ox ašies intervalų, 
kuriuose kotangentoidė yra aukščiau tiesės y=1, skaičiai. Tokių intervalų 
yra be galo daug. Jie visi gaunami pridedant prie intervalo (o: i) rėžių 
ро nk. Taigi nelygybės ctg/ 21 sprendinių aibė yra visų intervalų 

(oi ena keZ, sąjunga, ty. nk ers Талд, keZ. 


Į šią dvigubą nelygybę įrašę t= EX gauname: 
хіт 
mk<> <+ +k, ke Z, 
2-а«єхє241-44) keZ, 


24 « x 55 2nk, keZ. 
Taigi duotosios nelygybės sprendinių 


aibę sudaro intervalų (E 28], 


k e Z sajunga. 22 pav. 


d) Pažymėję 2x+ 2 -1, gauname nelygybę сірг > – 43. 

Vienoje koordinačių plokštumoje пибгаг те funkcijų y-ctgí ir 
y--43 grafikus intervale (0; x) (23 pav.). 

Nelygybės сір г > -43 sprendiniai — tai Ox ašies intervalu, 
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kuriuose kotangentoidė yra aukščiau tiesės у--43 , Skaičiai. Tokių 
intervalų yra be galo daug. Jie visi gaunami pridedant prie intervalo 


(0:2) rėžių po xk. 
Taigi nelygybės sprendinių aibė yra visų intervalų 


(ол: Sena. keZ, sąjunga, t.y. 


xk «t алк, keZ. 


Į šią dvigubą nelygybę įrašę t= 2554 , gauname 


nk 2x E 25 ад, keZ. 


Pertvarkę šią nelygybę gauname: 


x 5л л Ё 
4+9 <2х<26-- 4+8, keZ, 


E LT keZ, 


4 12 
x nk Tn nk qox X 
E эн t keZ; iščia 
л nk 7л mk 
CBE. keZ. 23 pav. 


Atsakymas. а) [P+ aki nana), ke Z; b) (arcctg2 nk; x n), 


E о, E 
ker: (2e. keZ: 9| ХӨЛ, 2) Кей, 


IV DALIS. 


1 SKYRIUS. RIBA IR TOLYDUMAS 
1.1. SEKOS RIBA 


Užrašykime kelis sekos a, =1 -2 narius: 


1 
=; 0; =; ess 
жм уз , 


2. 
47 


|° 


Seka (a,) yra didėjanti. Kad ir kokius didelius skaičius п imtume, 
sekos a, nariai vis tiek bus mažesni už 1, ty. а, «1. 

Be to, kai л reikšmės yra didelės, sekos (a,) nariai vis mažiau 
skiriasi nuo 1. Raskime, pavyzdžiui, su kokiais л skirtumas tarp 1 ir a, 
yra mažesnis už 0,001, t.y. kada |1—a, | «0,001. 


Kadangi а, <1, tai 1-а, >0. Pakanka nustatyti, kada teisinga 


nelygybė 1— a, « 0,001. 
Spresdami gauname: 


1-2) ою, 
п 
2 « 001, n» 2000. 


Taigi visi sekos nariai aj, > 002 > 2599; >- +- 


kaip viena tükstantaja. 


skiriasi nuo 1 mažiau 


Sakome, kad sekos (a,) nariai artėja prie 1, o šis skaičius yra sekos 


(a, ) riba. Simboliškai rašome: lim a, -1. 


1 pavyzdys. Įsitikinkime, kad sekos b, = er riba lygi 0. 


Sprendimas. Iš tikrųjų: 


CX -o|- <0 kai п»9, 
n+l 


b, -0|=——<0,01, kai n>99; 
# п+1 


b, -0|- —1—<0,001, kai n>999 irtt. 
5 n+l 
Taigi sekos nariai, didėjant n, artėja prie nulio: 


limb, =0. 


по 


Apibrėžimas. Ѕакоте, kad skaičius а yra sekos (a,) riba, jeigu, 
pradedant nuo tam tikro nario, kurio numerį paZymésime л,, visi sekos 
nariai tenkina nelygybę la-a, «0I (п> п); pradedant nuo tam tikro 


«0,01 
(n 2 nj) ir t.t. — kad ir koks didelis būtų skaičius m, pradedant nuo tam 


nario su numeriu ”,, visi sekos nariai tenkina nelygybę |а-а, 


tikro nario su numeriu ”,, visi sekos nariai tenkina nelygybę 


jaa, 


«107 (n2 n, ). Skaičių a vadiname sekos (a,) riba ir rašome 


lima =a. 


п» 


2 pavyzdys. |rodykime, Кай sekos a, =1+ c D riba yra lygi 1. 
n 


Sprendimas. 


С 1 


|a,-1|= E «оо, kai п>10; 
n n 


a, -1|- «0,000001, kai  » 1000 irtt. 
n 


Vadinasi, nariai, kurių numeris viršija 1000, skiriasi nuo vieneto 
mažiau kaip viena milijonine. 


Tada іт а, =1. 
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1.2. FUNKCIJOS RIBINÉS REIKSMÉS 
Tegu duota funkcija /(x)-0,5x43. Ка 


f(x)=0,5x7+3 argumento x reikšmės artėja prie 2, tai funkcijos 


funkcijos 


f(x) reikšmės artėja prie 5. 

Artėti prie 2 galima įvairiais būdais. Pavyzdžiui, galime imti x 
reikšmes vis artimesnes ir artimesnes skaičiui 2. Pasirenkame keletą 
artimų skaičiui 2 kintamojo x reikšmių, apskaičiuojame atitinkamas 
funkcijos f(x) reikšmes ir pažiūrime, kiek jos skiriasi nuo skaičiaus 5. 


Су quer [is (15 T2] зог [э [35 ] 


|f (x)-5| |0,05955|0,0398|0,01995 jo] 0,02005 | 0,0402 | 0,06045 


Patyrinėję šią lentelę galime padaryti, pavyzdžiui, tokią išvadą: 
norėdami, kad funkcijos /(х)-0,5х7-3 reikšmės skirtųsi nuo 5 mažiau 
kaip 0,05, t.y., kad būtų teisinga nelygybė |/(x)-5|<0,05, galime imti 


x reikšmes iš intervalo (198;2,02). Šis intervalas yra simetriškas 2 
atžvilgiu. Pažymėję 6=0,02, jį galime užrašyti taip: (2-6;2+6). 
Visus šio intervalo skaičius galime nusakyti nelygybe |x - 2|« à. 
Suraskime visas teigiamas x reikšmes, su kuriomis teisinga nelygybė 
|/()-5|« 0001. 
Vadinasi, |0,5х? -3— 5| < 0,001, 
05|x* - 4| «0001, 
|x? -4|<0,002, 
-0,002 < х? -4 < 0,002 , 
3,998 < x? < 4,002 . Iš čia 1,998 < x < 2,001. 
Ѕакоте, kad skaičius 5 уга funkcijos f(x)=0,5x?+3 ribinė 
reikšmė (arba tiesiog riba), kai x artėja prie 2 ir simboliškai rašome: 
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kai x2, tai /(х)-»5 arba lim f(x)=5. 


Jeigu kintamajam x artėjant prie a, funkcijos /(x) reikšmės artėja 
prie A, tai simboliškai rašome: 


kai xa, tai /(х)-»4 arba lim /(х) = A. 


Skaičių 4 vadiname ribine funkcijos f(x) reikšme, kai x artėja 
prie a (arba tiesiog funkcijos riba, kai x—a ). 
Kai funkcijos f(x), g(x) apibrėžtos toje pat aibėje, tai toje aibėje 


galime nagrinėti funkcijas f(x) + g(x), f(x) g(x), m. 
Suformuluojame teiginius apie Siu funkciju ribas. 
Sakykime, kad Каі x—a, tai f(x)o 4, р(х) > B. Tada, kai 
xoa: 


1) у(х) + g(x)2 A+ B; 
2) f(x): (х) > А.В, 


16) A 


3) jei B0, tai ; 
)) gx) B 


1 pavyzdys. Apskaičiuokime lim к“ +x + 8). 


x-2 
Sprendimas. Zinome, kad lim х= -2. Pasinaudoje antraja ribu 
savybe, gausime: 
lim x° = lim (x- x)= lim x- lim х-(-2)-(-2)-4, 


lim x* = lim 


x- lim x? =4-4=16. 
x-2 >-2 x-2 


Pasinaudoje pirmaja ribu savybe, gausime: 


lim (x* +x? +8)= lim x° + lim x* +8=16+4+8=28. 


Atsakymas. 28. 


x'—5x«4 

х-1 ` 

Sprendimas. Jeigu bandytume skaičiuoti ribą tiesiog įstatydami | 
reiškinį x = 1, mums nepasisektų. 


2 pavyzdys. Apskaičiuokime lim 


Iš tikrųjų lim (x-1)20, todėl trečiosios ribų savybės taikyti 
negalime. Išskaidome reiškinio skaitiklį dauginamaisiais: 
х!-5х44-(х-1)х-4). 


Taigi 
2 - 
lim 23*+4 ji im ETD 9 im (+-4)=-3. 
x1 Жо tint xl 
Atsakymas. -3. 
-3х-2 . : 
3 pavyzdys. Raskime funkcijos f (9- É m ribą, kai x2. 


Nubraižykime funkcijos grafiką. 
Sprendimas. 


т 1-2. lim (x - 1)-1. 


x 
Braižome К J) 
grafiką (1 pav.). 


Atsakymas. |. 
4 pavyzdys. Apskaičiuokime lim EE. 
х--247-х-3 


Sprendimas. Kai х--2 ir skaitiklis, ir vardiklis virsta nuliumi. 


Skaitiklį ir vardiklį padauginkime iš /7- x +3 ir gausime: 
е CE NR т (2) (47-7 x +3) 
im = ———— N 
кэ-241-Х-3 хэ- "2 (JT -x - 3(-x«3) 


| (х+2)(У7-х +3) (x+2)(J7- x+3)_ 
lim = lim 
х--2 (л) < хә-2 1=x—9 
a COO x43) (x2) (47- x+3)_ 
2 -х-2 < x+2 
=- lim (v7- x+3)= -(49 +3)=- 
Atsakymas. -6. 


sinx 
x 


1.3. RIBA lim 
x30 


Funkcija f(x) = M apibrėžta su visais x # 0 ir yra lyginė, t.y. 


fC3)-f(3. ^ 


NubréZkime vienetinj apskritima, 

pazymékime jo centra O ir nu- 21) 
brėžkime centrinį x radianu kampą — LÀ 
ZAOM . Iš taško M į spindulį ОА 


nuleiskime statmenį MB. Lankas 


AM turi x radianų, t.y. x - AM. 2 pav. 
„MB MB. sinx _ MB. 
WM oH I МЗ» “ж TAM 
. . Sinx MB 
V. =— 
adinasi, AM 


Iš brėžinio matome, kad kuo x reikšmė mažesnė, tuo mažiau skiriasi 
lanko АМ ir atkarpos MB ilgiai. 


sinx 


+ MB : 
р y. — А 
arome prielaida, kad UAM >l, ty. = -» 1, kai x— 0 


Taigi lim SX - 
x30 


sinax | 


Pravartu pastebėti, kad su visais a = 0, lim 
x30 ах 
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1 pavyzdys. Apskaičiuokime lim smx 


хх cos? x «tgx- 
Sprendimas. Funkcija /(х) = smy yra tolydi taške х-л, 
cos“ x+tgx 
todėl lim ЗХ = f(g)e — P =L =0. 
хэл cos? x+tgx cos? + tg 0 
Atsakymas. 0 
sin4x 3 pav. 
2 Apskaičiuoki li 
рушу pe Rae 27 sin7x' Funkcijų /,(х) ir f, (x) grafikai yra „sutrūkę“ taške 0, o funkcijos (x) — ne. 
ѕіп4х ) „|. Sin4x Sakoma, kad funkcija f(x) yra tolydi taške x=0, o funkcijos /,(x) 
ш4х ,. |4 4х 4x 4 
Sprendimas. lim im ст? igi e di onu t ECT ir f,(x)-trükios šiame taške. Palyginkime nagrinėtų funkcijų reikšmes 
4 7x r0 7x taške x = 0 su šių funkcijų ribinėmis reikšmėmis, kai х-»0 (4 pav.). 
Ats; T. 
манай, УА v f) УА >= GQ) 
sin5x 
lim Я 
3 pavyzdys. Apskaičiuokime lim ETET 
sin5x 
sinSx | |, {5 5x ч. 
Sprendimas. lim? e = lim Sin3x «Tim 3 sir соѕ3х |= 
cos3x 3x 
lim sinSx 
5 x50 5x Р 5 1 5 
== 2123-41-34, 0)-0 0)-1 0)-1 
3v Sin3x ` іт cos3x=5 71-35 40) AO | f0) " 
lim E Atsakymas. š. lim f(x) - 0 lim f,(x) = 0 lim f (+) neegzistuoja 
х li = f (0 li 0 
1.4. TOLYDZIOS FUNKCIJOS tim A97 AO) A 
Nubraižykime funkcijų Taigi esminė tolydžios taške x = 0 funkcijos /,(х) ypatybė, skirianti 
3 : 3 . 
=? =)х ,Каїх#0, -]x , kai x«0, ja nuo trūkių taške x=0 funkcij ir a tokia: kai x—>0 
i Ae kai x20; n kai x20 A ERE GEH л a hsnas 
абан Q quic). tai f(x) /,(0); kitaip tariant, lim f (х) = (0). 
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Apibrėžimas. Tarkime, kad funkcija f(x) yra apibrėžta intervale 
(a;b) ir x, yra šio intervalo skaičius. Sakoma, kad funkcija f(x) yra 
tolydi taške хо, jeigu jos ribinė reikšmė, kai х-»х,, sutampa su 


funkcijos reikšme šiame taške, t.y. lim /(х) = f). 
x» 


Pavyzdžiui, funkcija f (х)= Ух yra tolydi taške 16, nes 
lim Vx =4 ir f (16)- M16 - 4. 


Jeigu funkcija f(x) yra tolydi kiekviename intervalo (а; Б) taške, tai 
sakome, kad ji yra tolydi šiame intervale. 

Tolydi funkcija yra tokia, kurios grafiką galima nubrėžti neatitraukiant 
pieštuko nuo popieriaus lapo. 

Pavyzdžiui, funkcijų /(х)-х, /f(x)ex!, f(x)=x'-5x+6 
grafikus galima nubraižyti neatitraukiant pieštuko nuo popieriaus lapo ir 
todėl šios funkcijos yra tolydžios; 


braižant funkcijų /(x)= 2, 1(х)- 2 (х) = 217 grafikus 
x 
bütina atitraukti pieštuka nuo popieriaus lapo ir todël šios funkcijos (šiuo 
atveju taške 0) nėra tolydžios. 


2 
1 pavyzdys. Įrodykime, kad funkcija f (х) = L yra tolydi taške —2 


2-x 
ir nėra tolydi taške 2. 
Įrodymas. Apskaičiuokime funkcijos f(x) reikšmę taške x=-2 ir 
ribinę reikšmę, kai x — -2. Gauname: 


fen ELE as. 


sx e2x o X(X-2). dq _ 
M“ Е uem 


Matome, kad lim f (x) = f(-2)-2. Vadinasi, funkcija f(x) taške 


-2 yra tolydi. Apskaičiuokime funkcijos ribinę reikšmę, Ка! x 2: 


xé-c2xy-.0 Х(Х-2). no. ТКТ ? 
in 1553 A me АШ 


Tačiau funkcijos f(x) reikšmė taške 2 iš viso neegzistuoja, nes 
taške 2 funkcija yra neapibrėžta (Iš tikrųjų, kai x=2, trupmenos 
х? -2x 

2 


vardiklis lygus nuliui, o dalyba iš nulio negalima). Vadinasi, 


funkcija f(x) taške 2 nėra tolydi. 


x«l 


2 pavyzdys. Ištirkime funkcijos f (x) = tolydumą. 


2 
xX- 
Nubraižykime jos grafiką. 


Sprendimas. Kadangi x? -1+0, tai х#1 ir х#-1. 
Vadinasi, funkcijos f(x) apibrėžimo sritis yra 
D,=(-0;-DU(-LDU(l; +e). 


Funkcija f(x) уга tolydi 
visoje apibrėžimo srityje D,, o 
trūki taškuose x=-l ir x=1. 

Nubraižome funkcijos f(x) 


grafiką (5 pav.). 
5 pav. 


x!-9 


3 pavyzdys. Nubraižykime funkcijos f (х) = grafiką ir įsitikin- 


x-3 


kime, kad taške 3 ši funkcija nėra tolydi. 
Sprendimas. Funkcijos f(x) apibrėžimo 
sritis yra D, =(-0;3)U(3;+00). Taske 3 
funkcija f(x) yra neapibrėžta. Funkcijos 
f(x) grafikas pavaizduotas 6 paveiksle. Iš 


2 
grafiko matome, kad lim =” -6, ty. kai 
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x3, tai /(х) 6. Funkcijos f(x) reikšmė taške 3 iš viso neeg- 
zistuoja, nes šiame taške funkcija yra neapibrėžta. Vadinasi, taške 3 funk- 
cija f(x) nėra tolydi. Taškas x=3 yra funkcijos f(x) trūkio taškas. 


2x+1, kai x<0, 
x! «1, kai x>0 


4 pavyzdys. Nubraižykime funkcijos /(х) = | 


grafiką їг įsitikinkime, kad ji yra tolydi taške х-0. 


Sprendimas. Nubraižome funkcijos f(x) 
grafiką (7 pav.). Taškas x = 0 ypatingas tuo, 
kad į kairę ir į dešinę nuo šio taško funkcija 
apibrėžiama skirtingomis formulėmis. Tačiau 
funkcijos grafikas „nenutrūksta“ taške x=0 


ir todėl funkcija f(x) yra tolydi taške x=0. 


x+3, kai x>0, 


5 pavyzdys. Duota funkcija f(x) = таг, Кайс. 
Raskime funkcijos f(x) trükio taška ir apskai- 


čiuokime funkcijos reikšmę šiame taške. 

Sprendimas. Braižome duotosios funk- 
cijos f(x) grafiką (8 pav.). 

Funkcija f(x) trūki taške x=0, nes 
kai x—0, funkcijos f(x) riba šiame 
taške neegzistuoja (matome iš funkcijos 
f(x) grafiko). Funkcijos f(x) reikšmė 
taške x=0 lygi: 8 pav. 

£(0)=0-1=-1, ty. f(0)=-1. 


х-1, kai x €-1, 


6 pavyzdys. Nubraižykime funkcijos / (х) = ( D kaysi 


grafiką. Nurodykime tašką, kuriame ši funkcija nėra tolydi ir apskaičiuo- 
kime funkcijos reikšmę tame taške. 
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Sprendimas. Funkcijos f(x) grafikas 
pavaizduotas 9 paveiksle. Iš grafiko matome, 
kad taškas -1 yra funkcijos f(x) trūkio 
taškas, t.y. šiame taške funkcija f(x) nėra 
tolydi. Funkcijos f(x) reikšmė taške -1 


lygi /(-1)--1-1--2, 


9 pav. 
7 pavyzdys. Parinkime skaičių m taip, kad funkcija 


х+1, kai х<1, 
fer kai x »1 

Nubraižykime funkcijos f(x) grafiką. 
Sprendimas. Funkcija 


x+], kai xxl, 
ft)- н kai x>1 
х #1 tolydi, o taške x=1 bus tolydi, 
kai x+1=mx+3, ty. 1+1= т:1+3; 
iš čia т= –1. 


būtų tolydi realiųjų skaičių aibėje. 


taškuose 


Braižome funkcijos /(x) grafiką (10 pav.). 


8 pavyzdys. Parinkime skaičių k taip, kad funkcija f(x) būtų tolydi 


4x+k, kaix<0, 
5-х, kai x » 0. 


Nubraižykime funkcijos f(x) grafiką. 


realiųjų skaičių aibėje: /(x)= 


Sprendimas. Funkcija 
4x+k, kaix<0, 
£t9- 5-х, kai x > 0 
х #0 tolydi, o taške х= 0 bus tolydi, 
kai 4x+k=5-x, ty. 
4-0+k=5-0; iščia k=5. 


Braižome funkcijos /(x) grafiką (11 pav.). 


taškuose 


V DALIS. FUNKCIJOS ISVESTINÉ IR JOS 
TAIKYMAI 


1 SKYRIUS. FUNKCIJOS ISVESTINÉS SAMPRATA 
1.1. ARGUMENTO POKYTIS IR FUNKCIJOS POKYTIS 


Tarkime, kad funkcija f(x) yra apibrėžta kokiame nors intervale 
(а; Б) ir x, yra šio intervalo skaičius. Iš intervalo (а; Б) pasirinkime 
kitą nepriklausomojo kintamojo reikšmę x, nesutampančią su skaičiumi 
ху. Šių reikšmių skirtumas x-x, vadinamas nepriklausomojo 
kintamojo, arba argumento, pokyčiu ir žymimas Ax (tariame delta x ). 

Taigi Ax- x-x,, X= x +Ax. 

Sakoma, kad nepriklausomojo kintamojo pradinė reikšmė x, įgijo 
pokytį Ax. 

Suradę skirtumą tarp funkcijos reikšmių f(x, Ax) ir /(x,) 
surasime, kiek pasikeitė funkcijos reikšmė, kai argumentas pasikeitė nuo 
x, Iki x=x,+ Ax. 

Apibrėžimas. Skirtumas f, Ax)- f(x.) vadinamas funkcijos 
f(x) reikšmių pokyčiu taške x, , atitinkančiu kintamojo x pokytį Ax 
ir žymimas simboliu A f(x,). Taigi A/(x,)= J (x, + Ax)- fho). 

Dažnai dydis Af(x,) tiesiog vadinamas funkcijos pokyčiu taške x, 
(1 pav.). 


1 pavyzdys. Apskaičiuokime funkcijos /(х) = х2 +2х-4 reikšmių 
pokytį taške x, = 2, kai argumento x pokytis уга Ax=05. 

Sprendimas. Randame funkcijos f(x) reikšmių pokytį A f(x), 
atitinkantį argumento x pokytį Ax: 

А/(х)= f(x, + Ax)- /(х„)= + Ах)? «2(x, 4 Ax)-4-x - 

-2x +4=x} 42x, Ax « (Ax)? +2x, 42Ax-A- x] -2x,+4= 

=2хАх+2Ах+ (^x). 


Tada А/(2)-2-2-05-2-0,5-(05) - 325. 
Taigi Л /(2) = 325. 
Buvo galima skaičiuoti paprasčiau: 
A/(2)= /(2+05)- /(2)= /(2,5)- /(2)= 
-2,5?42.25-4-2?!-2.2«44-325. 


2 pavyzdys. Apskaičiuokime funkcijos f (x) = "E -2 reikšmių pokytį 
taške x, =3, kai Ax=01. 
Sprendimas. Atlikę paprastus skaičiavimus, gauname: 
Af6)=/6+01)-/6)= /6- /G)= 3 3-2-3:342 -005. 
Atsakymas. 0,05 . 
1.2. FUNKCIJOS IŠVESTINĖS APIBRĖŽIMAS. 


FUNKCIJOS IŠVESTINĖS RADIMAS REMIANTIS 
JOS APIBRĖŽIMU 


Funkcijos ir jos argumento pokyčių santykis išreiškia vidutinį 
funkcijos kitimo greitį atkarpoje [x ix, + Ax], kai Ax> 0, афа 
atkarpoje | х, + Ax; x, |, kai Ax«0: 

A ^ f(x.) fis +Ах)- f(x.) 


v 
ci Ax Ax 
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Apibrėžimas. Funkcijos f(x) išvestine taške x, vadiname funkcijos 
pokyčio Af (x,)= 1 (x, +Ax)- f (5) ir nepriklausomojo kintamojo 
pokyčio Ax santykio ribą, kai Ax — 0 . Funkcijos f(x) išvestinę taške 
x, Zymime f): 


fe.) lim, 
Kitaip sakant, funkcijos f(x) išvestinė yra vidutinio funkcijos kitimo 


greičio riba, kai nepriklausomojo kintamojo pokytis artėja prie nulio 
(Ax — 0) . Ji dažnai vadinama funkcijos kitimo greičiu taške x,. 


Af(x,) 
Ax ` 


Išvestinė, apskaičiuota su bet kuria kintamojo хє (а; Б) reikšme, 
bendruoju atveju yra kintamojo x funkcija, todėl žymima f'(x). Jei 
funkcija f(x) turi išvestinę taške x, tai ji vadinama diferencijuojama 
tame taške. Funkcijos f(x) išvestinės radimas vadinamas funkcijos 
diferencijavimu. Norėdami rasti funkcijos f(x) išvestinę taške x, 
turime atlikti tokius veiksmus: 

1) argumentui x suteikti pokytį Ax ir apskaičiuoti funkcijos pokytį 

лу) = f(x*Ax)- f(x); 
2) apskaičiuoti funkcijos ir argumento pokyčių santykį 


Ах) /(х+Ах)- 10). 
Ax Ax 


3) apskaičiuoti šio santykio ribą, kai Ax — 0: 


f (х) = Jim — АЛ. - lim Гезал. 


1 pavyzdys. Rasime funkcijos /(х) = 3х2 -2х+5 išvestinę remda- 
miesi išvestinės apibrėžimu. 

Sprendimas. Rasime funkcijos f(x)=3x7-2x+5 pokytį А/(Х), 
atitinkantį argumento pokytį Ax. 
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Turime: 
Af(x)= f(x+ Ax)- f(x)=3(x+ Ax)! -2(x+Ax)+5-3x7+2x-5= 
-6xAx43(Ax)! -2Ax. 


Tada 


2 
Af. бхАх-3(Ах) -2Ax ERAS. 


Ax 


Ieškomoji išvestinė 
2 A 5 ПЕР И 
f (x)= Np = lim (6x+3Ax 2)= 


= lim 6x+ lim. ЗАх- Jim 2=6x-2. 
Ax—0 


Atsakymas . /(х)-6х-2. 


2 pavyzdys. Rasime funkcijos /(х) = J2x-1 išvestinę remdamiesi 
išvestinės apibrėžimu ir šios išvestinės reikšmę taške x, = 4. 
Sprendimas. Taikydami išvestinės apibrėžimą rašome: 
P= jų LO jp +A) ЛО) _ 


дар Ах 


u Ml -J2x*1  J2x+2Ax+1-J2x+1 
Е Ах Е Ах i 


Pokyčių santykį pertvarkome taip: 


ui -42х-41 _ 


m -2х+1)(/2х+2Ах+1+/2х+1) _ 
Ах- 2х+2Ах+1+2х +1) 


_\/2х+2Ах+1 "LET 2х+2Ах+1-2х-1 E 


Ах- J2x+2Ax+1+/2x+1 Ax У2х-2Ах-142х-1 


s= A а 
J2x+2Ax+1+/2x+1 


Kai Ax — 0, tai 2x+2Ax+1—> 2х+1, 


J2x+2Ax+1 > J2x+1 


Vadinasi, 
-42 : 
/'(х)= lim J2(x Ax)*1- 2x1 =i 2 _ 
Ax—0 Ax Ax20 42x -2Ax c1 +V2x+1 
A 2 =. I 
2,2х41 42x41. 
1 1 1 
Tada /'(4) = === ===. 
fue 42.4431 49 3 


Atsakymas. f'(x)= 
3 pavyzdys. Rasime funkcijos / (9-2 išvestine remdamiesi 


išvestinės apibrėžimu. Apskaičiuosime šios funkcijos išvestinės reikšmę 
taške х, =1. 


Sprendimas. Taikydami funkcijos išvestinės apibrėžimą rašome: 


xX+Ax х 
r= jim А/О) ээ ) = lim tA) f(x) = lim АЫ x+l _ 
(х + Ах)(х + 1) - x(x t Ax 1) Ax 
edm (х+ Ах +1)(х +1) lim (х+Ах+1)(х +1) ü 
Ax Ax Ax Ax 
rr Ae Dod 


Kai Ax —0, tai xk Ax*l x41. 


Ec am 4. р. 
Ga Ir "Осор 4 025. 


Atsakymas. f'(x)= 7) = 0,25. 


Vadinasi, f'(x)= 


1 
(x41)? 


1.3. GEOMETRINÉ FUNKCIJOS IŠVESTINĖS PRASMĖ. 
FUNKCIJOS GRAFIKO LIESTINĖS TAŠKE LYGTIS 


1.3.1. Kreivės liestinės sąvoka 


Pirmiausia apibrėžkime kreivės liestinės kuriame nors jos taške 
sąvoką. Sakykime, koordinačių plokštumoje nubrėžta kreivė ir norime 
surasti jos liestinę taške M ,. Kreivėje pažymėkime du taškus М, ir M 
ir nubrėžkime tiesę ММ. Šią tiesę vadinsime kreivės liestine (2 pav.). 

Kai taškas M kreive artėja prie 
taško M,, kirstinė MM sukasi 
apie tašką M, ir artėja prie tam tikros 
ribinės padėties, t.y. tiesės 7. Tiesė £ 
vadinama kreivės liestine taške M. 
Ši ribinė tiesė turi būti ta pati- 
nesvarbu iš kurios pusės taškas M 
artėja prie M,. 2 pav. 


Apibrėžimas. Kreivės liestine taške M, vadiname tiesę, prie kurios 
artėja tiesė, einanti per kreivės taškus M, ir M, kai M artėja prie M. 

Kai kuriuose taškuose kreivė gali neturėti liestinės. 

Pavyzdžiui, kreivė, sudaryta iš dviejų susikertančių taške O(0;0) 
apskritimų lankų, šiame taške liestinės neturi (3 pav.). 

Iš tikrųjų, jei taškas M artėja 
prie taško 0(0:0) iš dešinės- 
kirstiné ОМ artėja prie tiesės 
x=0; jei iš kairės- prie tiesės 
y-0.Jeigu kreivė šiame taške 
turėtų liestinę, tai abiem atvejais 
kirstinė OM artėtų prie tos. pačios 
ribinės tiesės. 
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1.3.2. Išvestinės geometrinė prasmė 


Tarkime, koordinačių plokštumoje nubraižytas funkcijos /(x) grafi- 
kas. Jame pažymėkime du taškus M (x, $ yo) ir мік, +Ax; yo + Ay) ir 


nubrėžkime funkcijos f(x) grafiko kirstinę M ,M (4 pav.). 


Sios kirstinés krypties 
koeficientas 
Af í: o) 
k, = tgo - Ax , 


čia  — kampas, kurį 
sudaro kirstinė ММ su 
Ox ašimi. 

Kai Ax > 0, taškas M funkcijos f(x) grafiku artėja prie M,, о 
kirstinė M „M - prie liestinės £. Jei kirstiné MM artės prie ribinės 
tiesės 2, tai kampo Фф didumas artés prie tam tikros ribinės reikšmės 
Фо, Ly. 9 Ф. Kadangi tangentas yra tolydi funkcija, tai 

tgo tgo,. Todėl 
АЛБА) 
Ах 


lim -tgo, arba /(х,)-160, = k. 


Ах-д 


Vadinasi, taške х, diferencijuojamos funkcijos f(x) grafikas turi 
liestine, kurios krypties koeficientas yra f (x). 

Taigi, jei funkcija f(x) taške x, turi išvestinę, tai šios funkcijos 
grafikas tame taške turi liestinę, kurios krypties koeficientas lygus 
f (к). Šis teiginys išreiškia išvestinės geometrinę prasmę. 


Dabar galime apibrėžti funkcijos f(x) grafiko liestinę. 
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Apibrėžimas. Funkcijos f(x) grafiko liestine taške M sb if (x) 


vadinama per ta taška einanti tiesé, kurios krypties koeficientas lygus 
funkcijos išvestinės reikšmei taške x,. 


1 pavyzdys. Raskime kampą, kurį su Ох ašimi sudaro funkcijos 
f(x) = x? - i -7x+6 grafiko liestinė, nubrėžta per tašką М(2; – 4). 

Sprendimas. Iš uždavinio sąlygos matome, kad funkcijos f(x) 
grafiko liestinė nubrėžta per tašką M, kurio abscisė x,=2. Remsimės 
tokiu teiginiu: tangentas kampo «,, kurį su Ox ašimi sudaro šios 
funkcijos grafiko liestinė, nubrėžta per tašką , kurio abscisė yra x,, yra 
lygus funkcijos f(x) išvestinės reikšmei taške хо, ty. 

1g 9, = f(x). 

Taigi pirmiausia randame funkcijos /(x) išvestinę ir jos reikšmę 

taške x, = 2: 


, 


/'(х) = (e - 2 -7х+6) = 3х? -2х-7, 
(0) = f (2)=3-27-2-2-7=1. 
Tada tangentas kampo ф,, kurį sudaro funkcijos f(x) grafiko liestinė 
taške x, =2, yra lygus funkcijos f(x) išvestinės reikšmei taške x,, ty. 
tgo, = f (2)=1; iš čia 
Фо = агсір1 = 45°. 
Atsakymas. 45°. 


2 pavyzdys. Per kurį funkcijos /(х) = -®- -1 grafiko tašką nubrėžta 
liestinė su abscisių ašimi sudaro: a) 45? kampą; b) 135? kampą. 
Sprendimas. Randame funkcijos f(x) išvestinę: 
/'@)=-х. 
Liestinés krypties koeficientas k = f '(х„)= tgo,. 


Kadangi a)atveju ф„=45°, tai tgo,-tg45?-1, о b)atveju 
Фо -135? ir tgo, = tg135? = –1. Taigi reikia rasti tašką x,, kuriame: 
а) atveju f'l о Б) atveju f6&)- 2. Turime: 
a) atveju: -x, 21, х„=-1, /(х„)= 1(-1)--15. 
b) atveju: -x, 2-1, х„=1, /(х„)= /(1)=-15 А 
Vadinasi, per funkcijos f(x) grafiko tašką (-1;-1,5) nubrėžta 
liestinė su Ox ašimi sudaro 45° kampą, о рег tašką (1;-1,5) nubrėžta 
liestinė su Ox ašimi sudaro 135? kampą. 
Atsakymas. a) (-1:-1,5), b) (1; -L5). 


3 pavyzdys. Raskime funkcijos f (x) = x? epe -x-3 grafiko taškų, 
per kuriuos nubrėžtos liestinės su Ox ašimi sudaro 135? kampą, abscises. 
Sprendimas. Randame funkcijos f(x) išvestinę: /'(x) = 3x? « x- 1. 
Kadangi f'(x,)- tgo, - 18135? --1 іг /'(x,)- 3x1 x, -1, 
tai sprendžiame lygtį 
3x +x,-1=-I, афа 3х2 +x,=0; 
1 


iš čia x 0, хо = 3 


. Taigi ieškomosios abscisės yra 0 ir EI 


Atsakymas. Lo. 


1.3.3. Liestinės lygtis 
Išveskime funkcijos f(x) grafiko liestinės, nubrėžtos per tašką 
(xi f). lygti (5 pav.). 


Kadangi liestiné yra tiesė, tai jos lygtis yra y=kx+b. Rasime 
koeficientų k ir b reikšmes. Kaip žinome, k = f (x,). todėl liestinės 


lygtis yra у= 7(к,)+ь. (1) 

Kadangi liestinė eina per tašką 
(s; f (o). tai šio taško koor- 
dinatės turi tenkinti liestinės lygtį. 
Taigi f(x,)- f'k) x +b. О) 

Iš (1) lygybės atéme (2) lygybę, 
gauname: y- f(x)» f) - x,). 


5 pav. 
Iš šios lygybės galutinai gauname funkcijos f(x) grafiko liestinés, 
nubrėžtos per tašką (x, s f (x,) lygti: 


у= fe) f) - x,). (3) 


1 pavyzdys. Parašykime funkcijos /(x)=x)-2x2?2+1 grafiko 
liestinės, nubrėžtos per tašką, kurio abscisė x, = 2, lygtį. 

Sprendimas. Randame funkcijos f(x) išvestinę: /'(x) = 3x? - 4x. 

Apskaičiuosime funkcijos f(x) ir jos išvestinės f'(x) reikšmes 
taške x, -2: 

/(х,)=/@)=2*-2-29°+1=1, fP(x)2 /0)23:2? - 4:224. 


Įrašę tuos skaičius į (3) formule, gauname duotosios funkcijos 
liestinės lygtį taške, kurio abscisé x,=2: 


y=1+4(x-2), arba y=4x-7. 

Atsakymas. у-4х-7. 

2 pavyzdys. Parašykime funkcijos /(х) = x? -2x+3 grafiko liestinės, 
nubrėžtos per šio grafiko ir ordinačių ašies Oy susikirtimo tašką, lygtį. 

Sprendimas. Randame funkcijos f(x) išvestinę: f(x) -2x-2. 

Reikia parašyti lygtį liestinės, nubrėžtos per tašką, kurio abscisė 
x, =0, oordinatė /(х,)= /(0)=07-2-0+3=3, ty. per tašką (0;3). 

Rasime funkcijos f(x) išvestinės reikšmę taške x, = 0: 
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705)-700)-2-0-2--2, /(0)--2. 
Taigi х,-0, /(х,)-0(0)-3 ir /(5,)- /(0)--2. 
Todėl funkcijos f(x) grafiko liestinés taške (0; 3) lygtis yra tokia: 
y=3+(-2)-(x-0), ty. у-3-2х. 
Atsakymas. y -3-2x. 
3 pavyzdys. Parašykime funkcijos /(х) = х2 -2х+3 grafiko 
liestinės, lygiagrečios tiesei y=4x-3, lygtį. 
Sprendimas. Randame fünkcijos f(x) išvestinę: /(х)-2х-2. 
Pirmiausia reikia nustatyti taško (x, sf (4) ‚ per kurį nubrėžta 
liestinė būtų lygiagreti tiesei у-4х-3, abscisę х,. Kadangi tiesė 
y-4x-3 ir ieškomoji liestinė yra lygiagrečios, tai jų krypties 
koeficientai turi būti lygūs. Duotosios tiesės krypties koeficientas lygus 4, 
o ieškomosios liestinės krypties koeficientas lygus funkcijos f(x) 
išvestinės reikšmei taške ху, Ly. reikšmei /"(x,)- 2x, -2. 
Gauname lygtį 2x, -2=4. Ја išsprendę randame, kad x, =3. Tada 
70(4)-70)-3"-2-3-3-6. 
Įrašę reikšmes x, -3, /(х,)-10(3)-6 ir /(х,)-4 i liestinės ben- 
draja lygtį (3), gauname, kad ieškomoji liestinės lygtis yra 
y=6+4(x-3), ty. у=4х-6. 
Atsakymas. y = 4х- 6. 


4 pavyzdys. Raskime tokius funkcijos /(х) = х -х+2 grafiko 
taškus, per kuriuos nubrėžtos šio grafiko liestinės būtų lygiagrečios tiesei 
у=2х-5. 


Sprendimas. Prisiminkime, kad tiesės y -k,xb, ir у= ,х+6, 
yra lygiagrečios, kai jų krypčių koeficientai yra lygūs, Ly. k =k,. 
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Tiesės у-2х-5 krypties koeficientas k=2. Rasime duotosios 
funkcijos f(x) grafiko taškų, per kuriuos nubrėžtos šio grafiko liestinės 
būtų lygiagrečios tiesei у-2х-5, abscises. 

Funkcijos /(х) = х -х+2 grafiko liestinių krypčių koeficientus 
nusako šios funkcijos išvestinė, nes funkcijos y= f(x) grafiko liestinės 


y=kx+b, einančios per tašką (х, 2 »,). krypties koeficientas k lygus 


funkcijos išvestinei tame taške, t.y. k = f (5) 


Raskime f'(x): /(5)-(х7-х42)-3х2-1. Raskime tas 
argumento x reikšmes, su kuriomis funkcijos išvestinės reikšmė lygi 
duotosios tiesės y=2x-5 krypties koeficientui (k=2). Sudarykime 
lygtį 3х2 -1=2. Šios lygties sprendiniai уга x, =-1 ir x, =l. 

Vadinasi, yra du funkcijos /(x) grafiko taškai, per kuriuos nubrėžtos 
liestinės yra lygiagrečios tiesei у-2хХ-5. 

Šių taškų abscises jau suradome: x --1 ir x=1. 

Belieka apskaičiuoti šių taškų ordinates y: 

kai х= –1, tai f(-1)=(-1)'-(-1)+2=-1+1+2=2; 

kai x=1, tai /(1) 21 - 12222. 

Taigi suradome du funkcijos /(х)=х*—х+2 grafiko taškus 
(-1;2) ir (I;2), per kuriuos nubrėžtos šio grafiko liestinės yra 
lygiagrečios tiesei y = 2x-5. 

Atsakymas. (-1,2), (1;2). 

5 pavyzdys. Įrodykime, kad funkcijos /(x)=x'-4x grafiko 


liestinės, nubrėžtos taškuose, kurių abscisės x, =0 ir x, = ra yra viena 


kitai statmenos. 
Sprendimas. Prisiminkime, kad statmenų tiesių y=k,-x+b, ir 


y=k,-x+6, krypčių koeficientų sandauga lygi -1, ty. k -k, =-1. 


Vadinasi, turime rasti funkcijos /(х) = х2 – 4х grafiko liestinių, einančių 
per taškus, kurių abscisės yra х= 0 іг х= z , krypčių koeficientus. 

Pirmiausia randame funkcijos f(x) išvestinę: 

/'(х) =(х? -4х) =2x-4. 

Kadangi funkcijos у = f(x) grafiko liestinés y = kx-- b, einančios 
per tašką (x, В TAP krypties koeficientas k lygus funkcijos išvestinei 
tame taške (k =f '(х,)) , tai rasime duotosios funkcijos išvestinės 


17. 


=: 
(0)-2:0-4--4, f[11).2.17 474-1 
f0)=2.0-4=-4, r(Z)-2-.-4- 17-44. 


Vadinasi, funkcijos f(x) grafiko liestinės nubrėžtos per tašką x = 0, 


reikšmes taškuose x=0 ir х= 


krypties koeficientas lygus —4, ty. k,=-4, liestinės, nubrėžtos per 


tašką х = Ч, krypties koeficientas lygus T ty. k,= 1 
Apskaičiuojame rastų krypties koeficientų sandaugą: 
1 
k,-k, AS 


Kadangi sandauga lygi —1, tai tos liestinės yra statmenos. 
6 pavyzdys. Su kuria parametro a reikšme tiesė y=ax+4 yra 


funkcijos y = ES grafiko liestinė? 


Xo 


Sprendimas. Sakykime, kad lietimosi taškas уга (3) 


Parašome liestinės, einančios per šį tašką, lygtį: 


10 10 10 20 
2-—.—dÀx-x,) ty y-2—x-—. 
х, 20 3 y. y x х, 


Gautoji lygtis turi sutapti su tiesės у= ах+4 lygtimi, todėl 


Has ir Чый, Iš šių lygybių randame: x, = –5, PN 
х, Х, 5 


Atsakymas. а- i > 


7 pavyzdys. Parašykime funkcijų /(х)= x? +4x+8 ir 
g(x) x! +8x+4 grafikų bendros liestinės lygtį. 

Sprendimas. Tegu funkcijos f(x) grafiko ir ieškomosios liestinės 
lietimosi taško abscisė yra и, o funkcijos g(x) grafiko ir minėtos 


liestinės lietimosi taško abscisė yra v. Tada funkcijos /(x) grafiko 
liestinės, nubrėžtos per tašką, kurio abscisė lygi u, lygtis yra 


у= fu): (x-u)+ f(u), (4) 
o funkcijos g(x) grafiko liestinės, nubrėžtos per tašką, kurio abscisé 
lygi v, lygtis уга у= f'(v) (x- v) Л(у). (5) 


Kadangi f'(x) 22x44, g'(x)=2x+8, tai 
f'(u) = 2и+4, o g'(v)=2v+8, beto, 
f(u) 2? +4и+8, o g(v) v! «8v 4. 
Surašę f'(u), g'(v), f(u) ir g(v) reikšmes į (4) ir (5) lygybes, 
galutinai gauname, kad funkcijos f(x) grafiko liestinės taške и lygtis yra 
y=(2u+4)(x—u)+u7 +4u+8, arba 
у= Qu 4)x- a? +8, (6) 
о funkcijos g(x) grafiko liestinės taške у lygtis yra 
y=(2v+8)(x—v)+v7 +8v+4, arba 
y=(2v+8)x-v? +4. (7) 
Kadangi (6) ir (7) lygtys yra vienos ir tos pačios tiesės lygtys, tai 
atitinkami koeficientai turi būti lygūs. Gauname lygčių sistemą: 


2u+4=2v+8, 
-u +8=-v +4. 
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Išsprendę šią sistemą randame, kad и-2, v=0. [state šias reikšmes 
atitinkamai į (6) arba (7) lygtį, gauname, kad ieškomosios liestinės lygtis yra 
у=8х+4. 
Atsakymas. у = 8х+4. 


8 pavyzdys. Raskime, su kuria т reikšme funkcijos /(х) = x) – тх 
grafiko liestinė taške x, =1 eina per tašką P(2;3). 

Sprendimas. Užrašykime funkcijos f(x)- x? – тх grafiko liestinės, 
nubrėžtos per tašką, kurio abscisé x, —1, lygtį. Kadangi 

JG)= 0) =1-т, 
Р(х) За т ir f'&)- /()-3-m, 

tai įstatę gautąsias /(х,) ir f'(x) išraiškas į (3) lygtį, gauname, kad 
ieškomoji liestinės lygtis уга y=1-m+(3-m)(x-1), arba 

y=(3-m)x-2. (8) 

Reikia rasti m reikšmę. Uždavinio sąlygoje pasakyta, kad ši liestinė 
eina per tašką P(2;3). Vadinasi, šio taško koordinatės x=2, y=3 turi 
tenkinti liestinės lygtį (8). Gauname lygtį 3=(3—-m)-2-2, iš kurios 

1 
randame, kad m= T Aami me : I 
9 pavyzdys. Nustatysime, ar tiesė y = -үх+! уга funkcijos y =+ 
grafiko liestinė. 

Sprendimas. Išsprendę lygčių sistemą 


— PT 
>= 4 , 

.l 
J z^ 
randame, kad jos sprendinys yra (2;0,5). Vadinasi, duotoji tiesė ir 


funkcijos y = 1 grafikas turi viena bendra taška (2:0,5). 
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Randame funkcijos y=} išvestinę geh. Šios išvestinės 
x 


reikšmė taške x, =2 yra lygi 2 


Duotosios tiesés krypties koeficientas irgi lygus -1. Vadinasi, tiesé 
liečia funkcijos y =+ grafiką taške (2;0,5). 


Atsakymas. Tiesė у= -1х+1 уга funkcijos у=+ grafiko liestiné 


taške (2:0,5). 


10 pavyzdys. Užrašysime funkcijos — f(x)-x? 4x46 grafiko 
liestinių, einančių per tašką 4(—3; — 1), lygtis. 


Sprendimas. Uždavinio salygoje nenurodytos lietimosi taškų abscisés. 
Rasime jas. Lietimosi taško abscisę pažymėkime x,. Kadangi 


Лх) = х2 4x, +6; 
Г(х)= 2х+4, у(х) = 2х,+4, 
tai liestinės lygtis yra tokia: 
Хэ Л)» S'e- хо), t.y. 
y= x +4x, +6+(2x, +4)(x-x,), arba 
y=(2x, +4)x- x) +6. (9) 
Liestiné eina рег tašką A(-3;-1), todėl šio taško koordinatės 
х=-3, y--1 turi tenkinti liestinės lygtį 
-1 = (2x, +4)-(-3)- x +6. 
Sutvarke, gauname kvadratinę lygtį nežinomojo x, atžvilgiu: 
Х) *6x, 452-0. 
Išsprendę šią lygtį randame, kad lietimosi taškų abscisės yra x, = –1 


ir x, 2-5. 


Įrašę surastąsias x, reikšmes į (9) lygtį, gauname ieškomąsias 
funkcijos (х) = х +4х+6 grafiko liestinių, einančių рег tašką 
A(-3; - 1) lygtis: 

1) у-(2-(-1)-4)х-(-1/ +6, arba y 22x45; 

2) у-(-(-5)-4)х-1-5) +6, аба у--6х-19. 

Atsakymas. y 2x *5, у--бх-19. 


1.4. FUNKCIJOS ISVESTINÉ IR JUDÉJIMO GREITIS 
BEI PAGREITIS 


Sakykime, duota funkcija f(x). Jau žinome, kad funkcijos f(x) 
kitimo greitis taške x, yra 


ЦЭ 0а ны, 


t.y. lygus funkcijos / (х) išvestinei taške x, . 


v= lim 
Ax 


Šis faktas išreiškia funkcijos išvestinės mechaninę prasmę ir yra 
daugelio mechaninių gamtos reiškinių matematinis modelis. 

Tegu 5(/) yra funkcija, reiškianti kūno (arba materialiojo taško) 
nueitą kelią per laikotarpį /, praėjusį nuo judėjimo pradžios. 

Tada kūno nueito kelio 5(/) išvestinė yra funkcija, kurios reikšmė 
kiekviename taške lygi momentiniam judėjimo greičiui atitinkamu laiko 
momentu: 

v(1)= s'(t) . 

Funkcijos v(r) išvestinė yra funkcija, kurios reikšmė kiekviename 

taške lygi momentiniam pagreičiui a(r) laiko momentu г: 


a(t) - v'(. 


1 pavyzdys. Materialaus taSko tiesiaeigis judéjimas apibüdinamas 
formule s(r) = 31? + 4£- 7 ( s— kelias metrais, / – laikas sekundėmis). 
1) Parašysime taško judėjimo greičio bet kuriuo laiko momentu dėsnį 


ir rasime to taško judėjimo greitį, kai /-:35. 
2) Parašysime taško judėjimo pagreičio bet kuriuo laiko momentu 
dėsnį ir rasime to taško judėjimo pagreitį, kai £ 23s. 


Sprendimas. 1) Reikia rasti funkcijos 5(1) išvestinę: 


у()-5()-02-4:47) 2664. 
Taigi taško judėjimo greitis bet kuriuo laiko momentu / išreiškiamas 
formule v(/)=6/+4. 


Tada У@)=6-3+4=22^. 

2) 4()-у()-(6:44) -6: aG)-6^. 

Atsakymas. 1) v(r) = 61 4, »3)-22 ^; 2) 4()-6, a(3)=6 7%. 
5 


2 pavyzdys. Materialusis taškas juda pagal dėsnį, išreikštą lygtimi 
s(()=-20 «81-7 (s – kelias metrais, / — laikas sekundėmis), kol 
sustoja. Raskite to taško nueitą kelią. 


Sprendimas. Raskime materialiojo taško judėjimo greičio bet kuriuo 
laiko momentu / dėsnį: 


у(0) = s'() = (C28 +8:+7) =-41:+8. 
Kai taškas sustoja, tai у(г) 20. Taigi gauname lygtį 
-4(48-0, 


kurią išsprendę randame +=2. Vadinasi, nuo judėjimo pradžios iki 
sustojimo momento kūnas judėjo 2 sekundes. 


Jo nueitas kelias lygus funkcijos 

8()--2172-8(-7 reikšmei, kai (= 25. 
Turime: s(2)=-2-27+8-2+7=15m. 
Atsakymas. 15 т . 
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2 SKYRIUS. FUNKCIJU ISVESTINIU 
SKAICIAVIMAS 


2.1. FUNKCIJU ISVESTINIU SKAICIAVIMO TAISYKLÉS 


Skaičiuodami funkcijų išvestines, dažnai remiamės šiais teiginiais: 
1) Tegu funkcija /(x) yra diferencijuojama taške x, t.y. turi 
išvestinę, o a yra realusis skaičius. Tada funkcija g(x)=a- f(x) irgi yra 


diferencijuojama taške x, be to, 
g()-af'G), ty. (a-/(9)) -а-/(9. 


2) Tegu funkcijos f(x), g(x) yra diferencijuojamos tame pačiame 
taške x, t.y. turi išvestines. Tada funkcija А(х) = /(x)+ g(x) taip pat yra 
diferencijuojama šiame taške ir 


О) = f'G)«g'G). ty. Caga) = 70) +808). 

3) Tegu funkcijos f(x), g(x) yra diferencijuojamos tame pačiame 
taške x, t.y. turi išvestines. Tada funkcija (х) = f (x)— g(x) taip pat yra 
diferencijuojama šiame taške ir 

rG)-f'G)-2G). ty. (/0)-209) = "60-86. 

4) Jeigu funkcijos f(x) ir g(x) yra diferencijuojamos, tai ir jų 
sandauga /(x)-g(x) yra diferencijuojama, о šios funkcijos išvestinė 
apskaičiuojama taip: 

(769400) О) в) + g'a). 

5) Jeigu funkcijos f(x) іг g(x) yra diferencijuojamos, tai ir jų 
108) 
g(9)' 
išvestinė apskaičiuojama taip: 

(£8) О) £)- ЛО) g'G) 
g(x) g'(x) ` 


dalmuo kai g(x)=0, irgi yra diferencijuojamos, o šios funkcijos 
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Remdamiesi šiais teiginiais, suformuluokime šias funkcijų išvestinių 
skaičiavimo taisykles: 


1 taisyklė. Skaičiuojant išvestinę, pastovų daugiklį galima iškelti prieš 
išvestinės ženklą: 


(a- (9) =a: 70). 
Pavyzdžiui, (52) = 5-() -5-2к-10х: 
We) =/2-(e) -42-6" irpan. 


2 taisyklė. Funkcijų sumos išvestinė lygi išvestinių sumai: 


(70954009) = О) + g'G). 


Pavyzdžiui, (у? +4) = (г?) +a) -3х7 +440) = 
-3x!44.2x 23x! +8х. 


Si taisyklé galioja bet kuriam baigtiniam diferencijuojamu funkciju 
skaičiui: 


(4G) f G9. f, 09) = о) + Л) +... 109. 
Pavyzdžiui, б epe +21+7) = (°) (37) 4025) -0) = 


-5 + (e) +2-(4) +0>5x*+2-317+2-1=52* 45742. 


3 taisyklė. Funkcijų skirtumo išvestinė lygi išvestinių skirtumui: 


(/6)-209) = /'G)-2'(). 


Pavyzdžiui, (x° — x°) = (e) - (e) -28x'-5x'. 


4 taisyklė. Funkcijų sandaugos išvestinė apskaičiuojama taip: 


СО): а(х) = О) 26)» 70) g'G) . 


Pavyzdžiui, (x - cosx) = (9) -cosx- х? -(cosx) = 


=3x2 .cosx+ x? - (- sinx) = 3x? cosx - x? sinx = x! (3cosx - xsinx). 


5 taisyklė. Funkcijų dalmens išvestinė apskaičiuojama taip: 


(£8) - Го) 26)- / 6): ge) 


g(x) g'(x) 


Pavyzdžiui, t _ @+5х) 40-35)-03-:55)-0-35) _ 


1-3х (1-33) 
-51-3х)-(3-5х)-(-3) _ 5(1-3х)+3(3 +5х) _ 14 | 
7 (1-33 (1-33)? | (-33y ° 


, , 
(s) _ (cosx) -x—x'.cosx _ —xsinx— cosx 


x х? x 


2.2. SUDÉTINÉS FUNKCIJOS ISVESTINÉ 


Šiame skyrelyje išsiaiškinsime, kaip randama sudėtinės funkcijos 
išvestinė. Kiekvieną sudėtinę funkciją galima išreikšti pasinaudojant 
paprastesnėmis funkcijomis, kurių išvestines jau mokame skaičiuoti 
remdamiesi išvestinių skaičiavimo taisyklėmis. 

Pavyzdžiui, funkcija /(х)-43х44 yra sudėtinė funkcija. Ji gali 
būti išreikšta pasinaudojant kitomis dviem elementariosiomis funkcijomis: 

funkcija g(x)=3x+4 ir А(х)= Ух. 

Iš tikrųjų, pakeitę funkcijos А(х) = Ух kintamąjį į g(x), gauname 
h(g(x))= /3х + 4. Vadinasi, f(x) = h(g(x)). 

Funkcija f (x)= In(x? + 2х +1) taip pat yra sudėtinė; 

jei g(x)=x7+2x+1, A(x)=Inx, tai f(x)-A(g(x)). 

Sudėtinę funkciją skaidyti į keletą funkcijų dažnai yra patogu įvedant 
naują žymenį. 


Pavyzdžiui, jei funkcija /(x)=/3x+4, tai įvedę žymenį 
1=3х+4, šią funkciją galime užrašyti taip: f(x)= Jr. 
Jei f(x)=In(x+2x+1) ir рх «2x41, tai f(x)-Inr. 
Sudėtinės funkcijos radimo taisyklė. Jei funkcija g(x) diferenci- 
juojama taške x,, о funkcija f(x) - taške г= є(х,), tai funkcija 
h(x)= f(g(x)) diferencijuojama taške x, ir 
M (x,)- L'O- g e). čia г= g(x). 
1 pavyzdys. Apskaičiuokime funkcijos (x) = Bx +2х- 1) išvestinę. 
Sprendimas. Duotoji funkcija yra sudėtinė: 
jei g(x)=3x7+2x-1, f(x)- X), tai 8(5)- f(g(x). 
Pazyméje í = 3x! + 2x - 1, funkciją h(x) galime užrašyti taip: 
h(x)= °. 
Naudodamiesi sudėtinės funkcijos išvestinės skaičiavimo taisykle, 


, P 


gauname: (х) = (5) - = 5* (x? +2x-1) -5(х2-2х-1) -(6x+2). 
Atsakymas. Р(х) = 58° +2x-1) -(6x+2). 
2 pavyzdys. Apskaičiuokime funkcijos А(х) = Ух? +1 išvestinę. 
Sprendimas. Pažymėję t = х? +1, 

duotaja sudėtinę funkciją užrašome taip: А(х) = Jr. 


Naudodamiesi sudėtinės funkcijos išvestinės skaičiavimo taisykle, 


я 1 1 Td 
gauname: K (x)= (М) (8) даи = 
1 , 1 $ 2x X 
WM MET IRE TREE M 
24t 24x! +1 241241  4х"-1 
Atsakymas. h'(x)- ——— . 
Ух? +1 
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3 pavyzdys. Apskaičiuokime funkcijos А(х) = sin(2x +3) išvestinę. 
Sprendimas. Pažymėję t=2x+3 duotąją sudėtinę funkcija užrašome 
taip: A(x)=sint. 


Naudodamiesi sudėtinės funkcijos išvestinės skaičiavimo taisykle, 
gauname: 


(х) = (sint) -r' = cost- (2x+3) = 2cos(2x+3). 
Atsakymas. h'(x)= 2cos(2x 43). 


2.3. PAGRINDINIŲ MOKYKLINIO MATEMATIKOS 
KURSO FUNKCIJŲ IŠVESTINIŲ SKAIČIAVIMO 
FORMULES IR JŲ TAIKYMAI 


Užrašysime pagrindinių mokyklinio matematikos kurso funkcijų 
išvestinių skaičiavimo formules ir jų taikymo pavyzdžius. 


2.3.1. Pastoviosios funkcijos išvestinė 


Pastoviosios funkcijos /(х) = с (c — realusis nelygus nuliui skaičius) 
išvestinė: 


Pavyzdžiui, jei f(x)=5, tai /(х)-5-0, 


8(5)-43, tai g'(x) = (43) -0 ir pan. 
2.3.2. Laipsninés funkcijos išvestinė 


Visų laipsninių funkcijų f(x)-x', kur r — realusis skaičius, išves- 
tinės skaičiuojamos pagal tą pačią formulę: 


(+) ara. (2) 


Atskiru atveju, kai r=0, gauname: 


(9) -0-377-0-х7-0. 
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Atskiru atveju, kai r 21, gauname: 


(x) -1-571-1-37-1, 
Taigi 


1 pavyzdys. Raskime funkcijų f(x)=x*, g(x)= Vo, h(x)- Ух, 

L " 

t(x) = — ir v(x)= x 

Sprendimas. Taikome laipsninés funkcijos išvestinės skaičiavimo 
formulę: 


f'G)-G*) z4x*!z4y 


3 išvestines. 


(59 14 1 о 1 1 
h = Jx = 2 | =x? =- 2 dad a : 
09-05) d 2" 727 T2 nh 
Taigi (5) ==. (3) 
2 2) 2-a 34 21 
23 — ) =——x Í --Шх)у--2----ш 
Qld ийж ди 
aA Ld ou LEA ` 2 П-2 
3 V E fex aes 
кдн] зч 8-3. 
3 1 
Atsakymas. f'(x)- 4x^; '(x)- : k= ; 
kymas. f'(x) g (x) EIN (x) T 
E 3 
'(х)= ; У(5)---02- 
3xXx! x 


Sudėtinės funkcijos /(х)-47, kur г= g(x) išvestinė skaičiuojama 


pagal formulę: 
(4) 


2 pavyzdys. Raskime funkcijos /(х) = J4x* -6x išvestinę. 
Sprendimas. Funkcija f(x) yra sudėtinė. Pažymėję (-4х”-6х, 
gauname funkciją f (x) = Jt, kuriai diferencijuoti taikome (4) formule: 


го= М) 49) ET 


š elr? 65-64 = 


=—1_.(22- je 12x! -6 - 6(2х7-1 23022-1) 
24: 244» - 6x 24x! - 6x 44x! - 6x 


3Qx -1 
Atsakymas. f'(x)- 3Qx-) 
44x -6x 


3 pavyzdys. Duota funkcija f (x) = V7-2x+3x7. 
a) Raskime šios funkcijos išvestinę. 
b) Raskime /'(l). 


1 
Sprendimas. a) Funkcija f (x) = V7 -2x 43x! = (7-2x+3x°)> yra 


i 
sudėtinė. Pazyméje += 7 – 2х +3х°, gauname funkciją / (х) = (>, kuriai 


diferencijuoti taikome (4) formule: 
гү 1 
459 |] a 
f 0)-( | 31 ГА 3! 


1(7-2х+з' `1 (7-2х+30у = 


" 1 6x-2 


-————>(-2+6)-— L — 
3(7-2x+3x)3 3d(1- 2x32) 


b) Įstatę į funkcijos f(x) išvestinės išraišką vietoje argumento x jo 


reikšmę x=1, gauname, kad 
6-1-2 4 _4__1 


ro- РИК РНЕ НЕЧ 
з.(7-2.1+3-Р) 3Y€ 34 3 


6x-2 


| 
Atsakymas. a) f'(x) =E; D) /()-1. 
3|(7-эх-эху 3 


4 pavyzdys. Raskime funkcijos g(x)= cos! x išvestinę. 
Sprendimas. Funkcija g(x) yra sudėtinė. Pažymėję 1-cosx, 


gauname funkciją g(x)=/*. Taikome (4) formulę: 


g'(x)= ()-4 


= 4cos! x -(-sinx) = – 4cos? x- sin x. 


= 4с05? х: (соѕх) = = 


Atsakymas. g'(x)- – 4cos! x-sinx . 


5 pavyzdys. Raskime funkcijos A(x) = (Ус 24x. ) išvestinę. 
Sprendimas. Funkcija h(x) yra sudėtinė. Pažymėję += Ух +2Vx, 


gauname funkciją А(х) = г. Remdamiesi (4) formule, gauname: 


то) (P) =3 еЗ +2V5) x 24x) = 
зрну (вај) з. ББ 


1 
4} 


Atsakymas. h'(x) -3(Vx 24x) - IE? +): 
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2.3.3. Daugianario išvestinė 
Funkcijų, apibrėžiamų daugianariais, išvestinių ieškome remdamiesi 
kelių funkcijų sumos (skirtumo) radimo taisykle bei laipsninės funkcijos 


išvestinės radimo formule (x) =nx"" kur n- natūralusis skaičius. 
Pasinaudoję šia formule, gauname, kad: 


(х) =1- х" =x =, 


(г) -23x"'!23x, 


, 


(к) 22x -2x, 
(i^) 24x 24 ги. 
1 pavyzdys. Raskime funkcijos f (x) = iw -2x!-Sx!43x-6 
išvestinę. 


, 


Sprendimas. f'(x)= (14 42x -5x! +3х-6) = 


s(t) +020) (52) «G3 -6-1(2) +200) -5(9) +36) -6- 


1. 
4 


II 


Ax! 42.3x! -5-.2x «3.1-0- х 6x? -10x 43. 
Atsakymas. f'(x)- х? «6x? -10x+3. 


2.3.4. Rodiklinés funkcijos išvestinė 


Rodiklinés funkcijos /(х) = а“ (a>0,a+1) išvestinė skaičiuojama 
pagal formulę: 


(a*) =a" "Ina (а>0, аж). (5) 
1 pavyzdys. Jei f(x)= 2“, tai remiantis (5) formule 
£'()=(27) 227-12. 
Rasime rodiklinės funkcijos р(х) = е“ išvestinę: 


g(9)-(e) =e" -Ine=e* -1=e* . Taigi 
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(e°) ze*. (6) 


Sudėtinės funkcijos / (х) = a', kur t= р(х), išvestinės ieškome taip: 


f'G)-() =a шаг. 0) 
Sudėtinės funkcijos g(x)-e', kur (= А(х), išvestinę skaičiuojame 
pagal formule: 
g(9)-()-e r. (8) 


2 pavyzdys. Rasime funkcijos f (x) = 352 išvestinę. 


Sprendimas. Duotoji funkcija yra sudėtinė. Pazymékime /= 5x“. 
Tada duotąją funkciją užrašome taip: 
J(x)=3. 


Jos išvestinės ieškome remdamiesi (7) formule: 
f'G)- (8) 23 -n3-7 237 аз. (6х2) =3*7 -In3-10x= 
-10х-103-357 
Atsakymas. f(x) - 10x -1n3-35*. 
3 pavyzdys. Apskaičiuokime funkcijos f (x) = 2995 išvestinę. 
Sprendimas. Funkcija f(x) yra sudėtinė. Pazymékime ¿= cos! x. 
Tada /(х) = 2'. Pagal (7) formule: 
f'G)- (2) 22-12-72 2*7 .In2 (cos? x) = 
229" .1n2-2cosx- (cosx) = 29% * .In2-2cosx- (- ѕіпх) = 
= -29*'* . In2 -sin(2x). 
Atsakymas. f'(x)=-2%* -In2-sin(2x). 
4 pavyzdys. Apskaičiuokime funkcijos g(x)= е? ?* išvestinę. 
Sprendimas. Funkcija g(x) yra sudėtinė. Pažymėkime /-3-2х. 


Tada duotąją funkciją galime užrašyti taip: 
g(x)=e. 
Šios funkcijos išvestinę skaičiuojame pagal (8) formulę: 
g(x)- ү) set =e. 2x) =e ™ .(-2)=—26777*. 
Atsakymas. g'(x)=-2e?) 2. 


5 pavyzdys. Apskaičiuokime funkcijos f (x) = e^" parametry a 
ir b reikšmes, Каі f (1) = f (0) = /'(0). 
Sprendimas. Rasime funkcijos f(x) išvestinę: 


Ja Сайны! ibd (ах? +bx+1) -(2ах--Б) e™ 
Apskaičiuosime / (1), /(0) ir f'(0): 

f0y= е! „е! 

f(0)= e 9 9n Se 

(0) = (2a 0: b). e* 9 *9*! 2 e. p. 


Iš lygybės /(1)= f(0) gauname, kad e^*^*' =e, arba 
a+b+1=1, ty. a+b=0. 
Iš lygybės /(0)= /'(0) gauname, kad e=e-b, ty. b=1. 
Taigi 8-1. Tada iš lygybės a + b = 0 randame, kad a=-b, ty. а= –1. 
Atsakymas. а--1, 5-1. 


2.3.5. Logaritminės funkcijos išvestinė 
Logaritminės funkcijos /(x)=log,x (x>0,a>0,a%+1) išvestinė 


skaičiuojama pagal formulę: 


(а>0,а+1) (9) 


(ов, х) =r F 


1 pavyzdys. Rasime funkcijos f (х) = log, х išvestinę. 
Sprendimas. Pagal (9) formule: 


E TE l5, 1 


ший. 
x-In2 ^ 


Atsakymas. f'(x)- 
Rasime logaritminés funkcijos g(x)- nx išvestinę. Remiantis (9) 
formule, gauname: 


abe nes Ine=1. Taigi 
x x 


Sudėtinės funkcijos /(x)=log,/, kur /= g(x) išvestinę skaičiuo- 
jame pagal formulę: 


£6) (og, ) = 


#0)= (пх) = 1. 


(11) 


Aou, 
Ina t 


Sudėtinės funkcijos /(х) = Int, kur £= g(x) išvestinę skaičiuojame 
pagal formulę: 


/'(х)= (п) -L. r. a2) 


2 pavyzdys. Rasime sudėtinės funkcijos f(x)=log,(6-4x+x°) 
išvestinę ir jos reikšmę taške x, = 2. 

Sprendimas. Pažymėkime ít=6-4x+x°. Tada duotoji funkcija 
atrodo taip: /(х) = log, t. 

Remiantis (11) formule, gauname: 


f'e)= (ов) тз ааа 6-4z+>) = 
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Ч 2x-4 
(6- 4x x аз ` 
2-2-4 0 
Tada /'(х„)= /'(2)= =——=0 
S'ero 6-4-2+2°)n3 2103 
2x-4 


Atsakymas. f'(x)= 66-4) 700)-0. 


3 pavyzdys. Apskaičiuokime funkcijos /(x)=In(3x+2) išvestinę. 
Raskime /'(I). 

Sprendimas. Funkcija f(x) yra sudėtinė. Pažymėję /-3х-2, 
gauname: f(x)- Int. 


Remdamiesi (12) formule, rasime šios funkcijos išvestinę: 


* = е бес 2 3 
fe) (Ini) ši d 7 3х+2 бека  3x+2 ` 
ы = 3 „3 
Tada J0-33:2575- 


Atsakymas. f'(x)= += f'0)= i . 


4 pavyzdys. Apskaičiuokime funkcijos f(x) = In) (x + 4) išvestinę. 
Sprendimas. Funkcija f(x) yra sudėtinė. Pažymėkime г = Іп(х + 4). 
Tada duotoji funkcija yra tokia: /(х) = г°. 
Šios funkcijos išvestinei apskaičiuoti taikome 2.3.2. skyrelio (4) formulę: 
f'G)- (0+4) = (6) =3 -r 2312 (4) (I4) - 
Pažymėkime: A(x)= In(x +4). 
Funkcija A(x) yra sudėtinė. Jei и= х+4, tai A(x) = Inu. 


Šios funkcijos išvestinę skaičiuosime remdamiesi šio skyrelio (12) 
formule: 


W (x) = (InG4)) - (Inu) = Lu 24) =—— 


x+ 
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Taigi galutinai gauname: 
Го) = (In (x 4) =3in?(x+4)- (In(x+4)) -3In?(x + 4) E š 
_ 3In?(x + 4) 


x+4 | Atsakymas. /(д-25: 654) 


x44 
2.3.6. Trigonometrinių funkcijų išvestinės 


e Funkcijos /(x)=sinx išvestinė skaičiuojama pagal formulę 


e Funkcijos /(х) = cosx išvestinė skaičiuojama pagal formulę 


e Funkcijos f(x)- tgx išvestinė skaičiuojama pagal formulę 


cos x 


€ Funkcijos f(x)-ctgx išvestinė skaičiuojama pagal formulę 


x 


€ Sudėtinės funkcijos /(x)=sin/, kur ¿= g(x), išvestinė randama 
remiantis formule: 


ГО) = (ва) t = cost t . (17) 


€ Sudėtinės funkcijos /(x)=cos/, kur /= g(x), išvestinė randama 
remiantis formule: 


у(х) = (cos) .'=—Sint- t. (18) 


€ Sudėtinės funkcijos /(х)-18/, kur (= g(x), išvestinė randama 
remiantis formule: 


f'G- (gn =. (19) 


cos t 


€ Sudėtinės funkcijos f(x)=ctg/, kur г= g(x), išvestinė randama 
remiantis formule: 


(20) 


1 pavyzdys. Apskaičiuokime funkcijos /(х) = ѕіп(3х + 2) išvestinę. 
Sprendimas. Duotoji funkcija yra sudėtinė: 
jei g(x)=sinx, A(x)=3x+2, tai f(x)= g(h(x)). 


Pažymėję /=3x+2, gauname funkciją f(x)- sint, kurios išvestinę 
skaičiuojame pagal (17) formulę: 


ГО) = (sinz) -t' = cost - (3x + 2) =3cos(3x+2). 
Atsakymas. f'(x)=3cos(3x+ 2). 


2 pavyzdys. Duota funkcija f (x) = sin - Raskime funkcijos f (x) 
išvestinės reikšmę, kai x= 0. 

Sprendimas. Reikia rasti f'(0). Pirmiausia reikia rasti funkcijos 
f(x) išvestinę. Kadangi funkcija /(x) yra sudėtinė, tai, pažymėję 
Ёс rx duotaja funkcija užrašome taip: f (х) = sint. 


Pasinaudoje (17) formule, gauname: 


f'(x) = (sint) r = (=) = = гай cost = соз. 


Taigi f'(x) = 500572. Į šią lygybę vietoje argumento x įrašę jo 


reikšmę x=0, gauname, kad /"(0) =. = T cos0 7 7- 1 => 
Atsakymas. » 


3 pavyzdys. Apskaičiuokime funkcijos f(x) = cos(x?) išvestinę. 


Sprendimas. Pažymėkime t= x^, tada f(x)- cost. Šios sudėtinės 


funkcijos išvestinę skaičiuojame pagal (18) formulę: 
у(х) = (cos?) -r= -sint - (9) =-3x? sinf). 

Atsakymas. f'(x)- -3x' sin(x"). 

4 pavyzdys. Apskaičiuokime funkcijos f(x)- sin? x išvestinę. 

Sprendimas. Ši funkcija yra sudėtinė. Pažymėję / = ѕіпх, gauname 
funkciją f(x)- f^, kurios išvestinę skaičiuosime pagal (17) formulę 

/70)-(0)-2-38- (sinx) =3sin? x- cosx = Pme ers 5 
= L5sin(2x)sinx . 

Atsakymas. f'(x)= LSsin(2x)sin x. 

5 pavyzdys. Apskaičiuokime funkcijos /(х) = tg(4x) išvestinę. 

Sprendimas. Ši funkcija yra sudėtinė. Pažymėję /-4х, gauname 
f G9) = tg t. Šios funkcijos išvestinę skaičiuojame pagal (19) formule: 


(= BOE L gj CENE 
T6)- (E) 4 cos? t G) cos*(4x) | 


Atsakymas. f'(x) - —G3 p 


6 pavyzdys. Apskaičiuokime funkcijos f (x) = ee(2s + z) išvestinę. 


Sprendimas. Ši funkcija yra sudėtinė. 


Pažymėję t=2x+Ž, duotaja funkcija užrašome taip /(х) = сірі. 


3 
Šios funkcijos išvestinę skaičiuojame pagal (20) formulę: 
fag) «4 б-т (2х+ х) P RN 
mt sin (2x z) 
| 3 
Р 2 
Atsakymas. /(х)----2----т- 
sin (2x^ B 
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3 SKYRIUS. FUNKCIJU ISVESTINIU TAIKYMAI 


3.1. FUNKCIJOS REIKSMIU DIDÉJIMO IR MAŽĖJIMO 
INTERVALU RADIMAS 


Šiame skyrelyje sužinosite, kaip remiantis funkcijos išvestine galima 
nustatyti, kur funkcijos reikšmės didėja, kur mažėja. 
Sakykime, duota funkcija f(x). 


Jei funkcija f(x) intervale (а; Б) turi išvestinę ir visuose šio 
intervalo taškuose ši išvestinė yra teigiama (/'(х)> 0, kai хє (а; Б)), tai 
šiame intervale funkcija yra didėjanti. 


Jei funkcija f(x) intervale (а; Б) turi išvestinę ir visuose šio 
intervalo taškuose ši išvestinė yra neigiama (/'(х) <0, Каі xe (a;6)), tai 
šiame intervale funkcija yra mažėjanti. 


Kitaip sakant, funkcijos /(x) reikšmių didėjimo intervalai yra 
nelygybės f'(x)» 0 sprendinių aibė, o mažėjimo intervalai yra nelygybės 
f'(x)<0 sprendinių aibė. 


1 pavyzdys. Raskime funkcijos /(х)-2х"-3х7-4 reikšmių 
didėjimo ir mažėjimo intervalus. 


Sprendimas. Apskaičiuojame funkcijos išvestinę: 


ГО) = Qi? +3x7-4) »2(9) +3) -4- 
22.3x! 43-2x -0- 6x? «6x = 6(х? + x). 
Norėdami rasti, kur išvestinės reikšmės teigiamos, sprendžiame 
nelygybę: 
/'(х)>0, ty. 6(x +x)>0 афа 6x(x41)50. 


4 + 
ОЛО Та ТОС i pav. 
Išsprendę šią nelygybę intervalų metodu gauname, kad jos sprendinių 
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aibę sudaro intervalai (оо; –1) ir (0;+00). Taigi šiuose intervaluose 
funkcija yra didėjanti. 


Norėdami rasti, kur išvestinės reikšmės neigiamos sprendžiame 
nelygybę: 


f'G)«0, ty. 6(x+x)<0 афа 6x(x+1)<0. 


Šios nelygybės sprendinių aibė yra intervalas (-1;0). Taigi šiame 
intervale funkcija /(x) yra mažėjanti. 


Atsakymas. Funkcija f(x) didėja intervaluose (-00;-1) ir (0; +оо), 
mažėja intervale (-1; 0). 


2 pavyzdys. Raskime funkcijos /(х) = x-Inx didėjimo ir mažėjimo 
intervalus. 

Sprendimas. Funkcijos apibrėžimo sritis yra  D(/f)= (0; +0). 
Randame funkcijos išvestinę: 


ГО) = (x- Inx) =x -Inx+x-(Inx) =l+Inx. 


f'G)>0, 1+1пх>0, х>1 š 
f'()«0, 1«Inx «0, 0<х<1. 
Taigi funkcija / (x) didėja intervale (4: +=), o mažėja intervale (o: 1) ; 
Atsakymas. Didėja intervale (1: +e). mažėja intervale (°: 1| ; 
3 pavyzdys. |rodykime, kad funkcija g()- тх -2x!-«5x visoje 
realiųjų skaičių aibėje yra didėjanti. 


Sprendimas. Pirmiausia apskaičiuokime funkcijos išvestinę: 


ғо) (4 -2x +5х) = He) -xe) +5) =x" -4x+5. 


Taigi g'(x) = x! -4x-5. Matome, kad funkcijos g(x) išvestinė yra 
kvadratinė funkcija. Parodysime, kad nelygybės g'(x)» 0, t.y. nelygybės 
x*-4x+5>0 sprendinių aibė yra visų realiųjų skaičių aibė, ty. 
intervalas (— co; +оо). 
Nagrinėkime kvadratinę funkciją 
h(x)=g'(x)=x'-4x+5. 
Spresdami lygtį x? - 4x 4 5-0, pastebime, kad jos diskriminantas 
р-(-4у-4-1-5--4 
yra neigiamas skaičius, todėl ši 
lygtis sprendinių neturi. Tai reiškia, 
kad funkcijos A(x) grafikas nekerta 
Ox ašies. Be to, funkcijos A(x) 
grafiko — parabolės — šakos nukreip- 
tos aukštyn (2 pav.). 2 pav. 


Taigi funkcijos A(x)= x? -4x+5 reikšmės yra teigiamos su bet kuria 
realiąja x reikšme, o tai reiškia, kad nelygybės 
x!-4x«5»0 


sprendinių aibė yra intervalas (-0; + о). 


Kadangi g'(x)>0, kai xe(-0;+0), tai funkcija g(x) visoje 
realiųjų skaičių aibėje yra didėjanti. 


3.2. FUNKCIJOS KRITINIAI TAŠKAI. FUNKCIJOS 
EKSTREMUMO TAŠKAI IR EKSTREMUMAI 


3.1. skyrelyje sužinojome, kad funkcijos f(x) reikšmės didėja tuose 
intervaluose, kuriuose jos išvestinė yra teigiama їг- mažėja tuose 
intervaluose, kuriuose jos išvestinė yra neigiama. Šiame skyrelyje 
išsiaiškinsime, kaip funkcijos reikšmės kinta ties tais funkcijos apibrėžimo 
srities taškais, kuriuose jos išvestinė lygi nuliui arba iš viso neegzistuoja. 


1 apibrėžimas. Funkcijos apibrėžimo srities vidiniai taškai, kuriuose 
išvestinė yra lygi nuliui arba iš viso neegzistuoja, vadinami kritiniais 
funkcijos taškais. 


1 pavyzdys. Funkcijos f(x)-x'-3x^ kritiniai taškai yra x =0 ir 


x, =2, nes šios funkcijos išvestinė 


, 


ГО) = (e -38) -23x!-6x-3x(x-2) 


lygi nuliui, kai x -0 ir х= 2. 


2 pavyzdys. Funkcijos в(х)= Vx? -1 kritiniai taškai yra х,--1, 
x, =0 ir x, =1, nes šios funkcijos išvestinė 
g()- — 
aye ыў 
lygi nuliui, kai х= 0 ir iš viso neegzistuoja, kai x=-1, x=1. 
Apibrėšime taško aplinkos sąvoką. Taško x=a aplinka vadinsime 
bet kurį intervalą, kurio viduje yra taškas а, pavyzdžiui, intervalą 
(a-6;a+65); čia 6» 0 (3 pav.). 
5 5 


TUUM саксаш s 


а-6 а а-6 x 3 pav. 
Dabar pateiksime funkcijos minimumo ir maksimumo tašku 


apibrėžimus. 


2apibrėžimas. Funkcijos f(x) apibrėžimo srities taškas х, 
vadinamas šios funkcijos minimumo tašku, jei yra tokia taško x, aplinka 
(s, -0;x, +ë); 
čia 6>0, kad visuose šios aplinkos taškuose хх, teisinga 
nelygybė f(x)» f (s). 
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4 paveiksle pavaizduotas funkcijos, apibrėžtos atkarpoje [a;b], 
grafikas. Taškai x,, х, ir x, yra šios funkcijos minimumo taškai. 


Minimumo tašką galima apibrėžti kaip tašką, kuriame funkcijos 
mažėjimas pereina į didėjimą. 

3 apibrėžimas. Funkcijos f(x) apibrėžimo srities taškas х, 
vadinamas šios funkcijos maksimumo tašku, jei yra tokia taško x, aplinka 

(x, -5:x, +8); 

čia 5»0, kad visuose šios aplinkos taškuose хх, teisinga 
nelygybė f(x)« f (x). 

2 paveiksle pavaizduotas funkcijos f (x), apibrėžtos atkarpoje [a;b], 
grafikas. Taškai x, ir х, yra jos maksimumo taškai. 


Minimumo ir maksimumo taškai vadinami funkcijos ekstremumo 
taškais, o funkcijos reikšmės šiuose taškuose — funkcijos ekstremumais. 


Taškai a ir b (2 pav.) nėra funkcijos f(x) ekstremumo taškai, nes 
pagal apibrėžimą ekstremumo taškai gali būti tik vidiniuose intervalo 
taškuose. 


Funkcija ekstremumą gali turėti tik tuose taškuose, kuriuose jos 
išvestinė lygi nuliui arba iš viso neegzistuoja, t.y. tik kritiniuose taškuose. 


Tačiau ši sąlyga yra tik būtina ekstremumo sąlyga. Vadinasi, jei 
taškas x, yra kritinis funkcijos f(x) taškas, tai jame funkcija gali turėti 
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ekstremuma, bet gali jo ir neturéti. 


Pavyzdžiui, funkcijos —f(x)- x° 
kritinis taškas x=0 nėra jos 
ekstremumo taškas (5 pav.) nors funk- 


cijos išvestinė f'(x)=3x7 šiame taške J ` 


х-0 yralygi nuliui: f'(0)= 0. 5 pav. 


Norėdami ištirti, ar kritiniame taške funkcija turi ekstremuma, 
remiamės pakankama funkcijos ekstremumo sąlyga, kurią ir 
suformuluosime. 


Jeigu funkcijos f(x) išvestinės f'(x) reikšmės keičia ženklą, kai x 
didėdamas praeina kritinį tašką x,, tai funkcija šiame taške turi 
ekstremuma. Kritinis taškas x, yra funkcijos f(x) maksimumo taškas 
(6 pav.), jeigu praeinant (iš kairės į dešinę) tašką x, išvestinės f'(x) 
reikšmių ženklas keičiasi iš pliuso į minusą. 

Kritinis taškas x, yra funkcijos /(x) minimumo taškas (7 pav.), 
jeigu praeinant (iš kairės į dešinę) tašką х, išvestinės f'(x) reikšmių 
ženklas keičiasi iš minuso į pliusą. 

/'(х) reikšmių /'(х) reikšmiu 
ženklas: : Zenklas: 
fG)»0 : /0()«0 f'e)<0 : /(»0 
X x ын x 
x, — maksimumo taškas x, — minimumo taškas 
6 pav. 7 pav. 

Jei praeinant kritinį tašką x, išvestinės reikšmių ženklas nesikeičia, 
tai šis taškas nėra ekstremumo taškas. 

Pavyzdžiui, funkcijos /(х) = х? kritinis taškas x=0 nėra jos 
ekstremumo taškas, nes kai x didédamas praeina šį tašką išvestinės 


f'(x) = 3х? reikšmių ženklas nesikeičia (8 pav.): 


Išvestinės f'(x) : 


reikšmiu Zenklas: /'(х)>0 1 /()»0 


0 х 8 pav. 
Taigi ieškoti funkcijos f(x) ekstremumu galime taip: randame 
funkcijos f(x) kritinius taškus ir kiekviename jų tyrinėjame, kaip keičiasi 
išvestinės f'(x) reikšmių ženklas, kai x didėdamas praeina tą kritinį 
tašką. Jeigu išvestinės reikšmių ženklas keičiasi — kritinis taškas yra 
ekstremumo taškas, jei nesikeičia — nėra. 


Tačiau ar negali atsitikti taip, kad ekstremumo taškas x, nėra 
funkcijos / (x) kritinis taškas, t.y. /“(x,) egzistuoja, bet /'(x,)« 0? 


Į šį klausimą atsako teorema, kurią įrodė prancūzų matematikas 
P.Ferma. 


Ferma teorema. Jeigu funkcija /(x) ekstremumo taške x, turi 
išvestinę, tai ši išvestinė lygi nuliui: f(x)-0. Išnagrinėsime keletą 
pavyzdžių. 

3 pavyzdys. Raskime funkcijos f(x)-2x!-9x?«12x-8 kritinius 
taškus ir nustatykime, kurie iš jų yra maksimumo ir kurie - minimumo 
taškai. Raskime šios funkcijos ekstremumus. 

Sprendimas. Ši funkcija apibrėžta ir diferencijuojama visoje realiųjų 
skaičių aibėje. 

Apskaičiuojame funkcijos f(x) išvestinę 

О) = (2х - 9x? +12x-8) 26x? -18x+12 
ir, prilyginę ją nuliui, išsprendžiame kvadratinę lygtį 
бх? -18x 412-0. 


Ši lygtis turi du sprendinius x, =1 ir x, - 2. 


Taigi duotoji funkcija turi du kritinius taškus: x, =l ir x, =2. Sie 
taškai funkcijos apibrėžimo sritį (о; +оо) padalija | tris intervalus 
(79;1) (1; 2) ir (2;+0). Kiekviename intervale pasirenkame po tašką, 
pavyzdžiui, 0;1,5;3 ir nustatome išvestinės f'(x) ženklus šiuose 
taškuose: 

£'(0)=12>0, /'(15)=-1,5<0, f'(3)=12>0. 

Tokie išvestinės ženklai bus ir atitinkame intervale. Tyrimo rezultatus 

patogu pavaizduoti schemiškai (9 pav.). 


maksimumo minimumo 
taškas taškas 
f'(x) ženklai: + 4 - Į + 
I 5 9 pav. 


Matome, kad kai x didėdamas praeina kritinį tašką x, =1, išvestinės 
reikšmių ženklas keičiasi iš pliuso į minusą. Vadinasi, x, =1 yra funkcijos 
Jf (x) maksimumo taškas. 

Kai x didėdamas praeina kritinį tašką x, = 2, išvestinės reikšmių 
ženklas keičiasi iš minuso į pliusą. Vadinasi, x, = 2 yra funkcijos f(x) 
minimumo taškas. 

Apskaičiavę funkcijos f(x) reikšmes ekstremumo taškuose x, -1 ir 


x, = 2, randame funkcijos ekstremumus. 
Taške x=1 funkcija įgyja maksimumą 
f()=2-P-9-17+12-1-8=-3, 
о taške x = 2 – minimumą 
f(2)=2-2-9-2*+12-2-8=-4. 
Atsakymas. Funkcijos kritiniai taškai yra x, =] ir x,=2: x =l- 
maksimumo taškas,  x,-2- minimumo taškas, /()=-3 


(maksimumas), /(2)--4 (minimumas). 
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4 pavyzdys. Raskime funkcijos f(x) = 3x* – 4x? reikšmių didėjimo ir 
mažėjimo intervalus ir ekstremumus. 

Sprendimas. Si funkcija apibrėžta visoje realiųjų skaičių aibėje. 
Randame jos išvestinę: 

/'(х)= В“ -4») =12x -12x =12x (x-1). 

Taigi išvestinė egzistuoja visuose apibrėžimo srities taškuose. Rasime 
funkcijos f(x) kritinius taškus: 

f'(x)20, 12х°(х-1)=0, х,-0, x,-1. 

Taigi funkcija f(x) turi du kritinius taškus х,-0 ir х, =1. Jie 
funkcijos apibrėžimo sritį (—®;+) padalija į tris intervalus (-00:0), 
(0;1) ir (1; +оо). Kiekviename intervale pasirenkame po vieną „patogų“ 
tašką, pavyzdžiui, —1; 0,5; 2 ir nustatome funkcijos /(x) išvestinės 
ženklus šiuose taškuose: 

76-1) = -24<0, /(05)--1540, /(2)-48-0. 


Tokie išvestinės ženklai bus ir atitinkamame intervale. Tyrimo 
rezultatus vaizduoja sekanti schema (10 pav.): 


Nėra ekstre- minimumo 
mumo taškas taškas 
f'(x) ženklai: — = 4 4 
0 1 10 pav. 


Matome, kad kai x didédamas praeina kritinį tašką x, = 0, funkcijos 
išvestinės f'(x) reikšmės nekeičia ženklo. Taigi kritinis taškas x = 0 
nėra funkcijos f(x) ekstremumo taškas ir šiame taške funkcija 
ekstremumo neturi. Kai х didėdamas praeina kritinį tašką х, =1, 
funkcijos išvestinės f'(x) reikšmių ženklas keičiasi iš minuso į pliusą. 
Vadinasi, x,=1 yra funkcijos /(x) minimumo taškas. Taške х-1 
funkcija f(x) įgyja minimumą /(1)=-1. 
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Iš pateiktos funkcijos tyrimo schemos (10 pav.) matyti, kad 
f(x) «0, kai xe (—co;1) ir /'(x)» 0, kai xe (I; o). 
Vadinasi, intervale (-оо:1) funkcija f(x) yra mažėjanti, o intervale 
(1; +оо) – didėjanti. 
Atsakymas. Didėjanti intervale (1; +оо), mažėjanti intervale (—co; 1) ; 


f (1)  -1 (minimumas). 


3.3. FUNKCIJU TYRIMAS IR GRAFIKU BRAIZYMAS 


Šiame skyrelyje išsiaiškinsime, kaip tiriamos funkcijos ir braižomi ju 
grafikai. 

Tirti funkcijos savybes patogu tokia tvarka : 

1) Nustatome funkcijos apibrėžimo sritį. 

2) Išsiaiškiname, ar funkcija yra lyginė, ar nelyginė, ar nei lyginė, nei 
nelyginė. 

3) Išsiaiškiname, ar funkcija yra periodinė. 

4) Randame taškus, kuriuose funkcijos grafikas kerta koordinačių ašis 
(tokių taškų gali ir nebūti). 

5) Nustatome funkcijos reikšmių didėjimo ir mažėjimo intervalus, 
ekstremumo taškus ir ekstremumus. 

6) Tiriame funkcijos elgesį, nepriklausomajam kintamajam neaprėžtai 
didėjant arba mažėjant. 

Pasinaudodami nustatytomis funkcijos savybėmis braižome jos 
grafiką. Nagrinėsime pavyzdžių. 


4 
1 pavyzdys. Ištirkime funkciją o=- t ir nubraižykime jos 
grafiką. 


Sprendimas. 1) Funkcija yra apibrėžta visoje realiųjų skaičių aibėje, 
ty. D, = (оо; +оо). 


2)Kadangi f(-x)- „S нэр = et x! = f (x), tai funkcija 
yra lyginé. 


3) Funkcija nėra periodinė. 

4) Nustatysime, kuriuose taškuose funkcijos f(x) grafikas kerta 
abscisių ašį: 

4 
f(x) - 0, 22 =0, -x*+4x7=0, -x (x? -4)= 0; 
iščia x20, x=-2, x=2. 

Vadinasi, funkcijos f(x) grafikas kerta abscisių ašį trijuose taškuose 
(0;0), (-2;0) ir (2;0). Nustatysime, kuriame taške funkcijos f(x) 
grafikas kerta иж ašį: 

1(0)----40)-0. 

Vadinasi, on f(x) grafikas kerta ordinačių ašį taške O(0; 0). 

5) Rasime funkcijos /(x) reikšmių didėjimo ir mažėjimo intervalus, 
ekstremumus. 


Skaičiuojame funkcijos f(x) išvestinę: 


, 


Д'@)= ЁЛЫ | =-x +2x=-x( š -2). 

Matome, kad /'(x)=0, kai x20, х--42 ir х= 2. 

Kritiniai taškai 0; -/2 ir V2 funkcijos /(x) apibrėžimo sritį 
padalija į intervalus Co; -42), C42; 0), 0: 42) ir ( 2; +e). 
Kiekviename intervale pasirenkame po tašką, pavyzdžiui, —2; -1; 1; 
2 ir nustatome funkcijos f(x) išvestinės ženklus šiuose taškuose: 

f'(-2)24»0, f'(-)-2-1«0, /()-1»0, /'(2)=-4<0. 

Tokie išvestinės ženklai bus atitinkamame intervale (11 pav.). 

f'(x) ženklai: ү 
m 0 42 х 
Kai x«-42 ir 0«x«42, tai f'(x)»0, 


vadinasi, intervalai (-с:-42) ir (0; 42) уга funkcijos f(x) reikšmiu 
didéjimo intervalai; 

kai -/2 «x «0 ir x» J2 , tai f'(x) < 0, 
todél intervalai C 42:0) ir (/2;+®) yra funkcijos /(х) reikšmių 
mažėjimo intervalai. 

Taškas x=-v2 yra funkcijos f(x) maksimumo taškas, nes kai x 
didėdamas (iš kairės į dešinę) praeina šį tašką, funkcijos išvestinės 
reikšmių ženklas keičiasi iš pliuso į minusą. 

Taškas x=0 yra funkcijos f(x) minimumo taškas, nes kai x 
didėdamas (iš kairės į dešinę) praeina šį tašką, funkcijos išvestinės 
reikšmių ženklas keičiasi iš minuso į pliusą. 

Taškas x=+2 yra funkcijos f(x) maksimumo taškas, nes kai x 
didėdamas (iš kairės į dešinę) praeina šį tašką, funkcijos išvestinės 
reikšmių ženklas keičiasi iš pliuso į minusą. 

Ta&kuose х--42 ir х= 4/2 funkcija f(x) įgyja maksimumą 


JAY 
дойду ny a, 
taške x = 0 funkcija f(x) įgyja minimumą /(0)-0. 
Taigi /(-/2)=1 (maksimumas), /(42)-1 (maksimumas), /(0)-0 


(minimumas). 
Patogu šio tyrimo rezultatus surašyti į lentelę: 


Ба атса [6:27 Га [83:2] 
гозо 9 [rese | 6 (70:56 17 


f'G)«0 
ЕЕ j ERN 


Lentelėje funkcijos reikšmių didėjimą pažymėjome rodykle „7 , 
mažėjimą У. 


477 


Apskaičiuokime dar keletą funkcijos f(x) reikšmių: 
J(-= /@)=0,75;  f(-4)- f(4)--48. 
Dabar jau galime nubraižyti funkcijos f(x) grafiką (12 pav.). 


12 pav. 


2 Pavyzdys. Ištirkime funkciją /(х) = х – 3х ir nubraižykime jos 
grafiką. 

Sprendimas . 1) Funkcija yra apibrėžta visoje realiųjų skaičių aibėje, 
ty. D, =(-0; +00). 

2) Kadangi /(-x)-(-x) -3-(-x)- —xX! «3x = -f(x), tai funkcija 
yra nelyginė ir jos grafikas yra simetriškas koordinačių pradžios taško 
atžvilgiu. 

3) Funkcija nėra periodinė. 

4) Nustatysime, kuriuose taškuose funkcijos f(x) grafikas kerta 
abscisių ašį: 

fo) = x -3x = x(x -3)- х(х- V3)(++43)=0, 

kai x=0, х-43 ir x=-43. 

Vadinasi, funkcijos f(x) grafikas kerta abscisių ašį trijuose taškuose 
(0,0), (43;0) ir (- 43:0). 

Nustatysime, kuriame taške funkcijos f(x) grafikas kerta ordinačių ašį: 

f(0) 2 0 -3.0- 0. 
Vadinasi, funkcijos f(x) grafikas kerta ordinačių ašį taške (0; 0). 
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4) Skaičiuojame funkcijos f(x) išvestinę: 
ГО) = (e -3х) Е (к) -(3x) = 
=3x7-3=3(x-1)=3(x-1Xx+1). 
Matome, kad f'(x) = 0, kai x=-1 ir x=1. 

Nustatome funkcijos išvestinės f'(x) ženklus (13 pav.) intervaluose 
(-о0:-1), LD) ir (1; eo): 
f'(x) ženklai: 4 

-1 l x 13 pav. 
Kai x «-l ir x>1, tai f(x) > 0, vadinasi, intervalai (—co; – 1) ir 
(1; ©) yra funkcijos reikšmių didėjimo intervalai; 


kai -1«x«1, tai f'(x) «0, todėl (-1;1) yra funkcijos reikšmių 
mažėjimo intervalas. 


Taškas x--1 yra funkcijos /(x) maksimumo taškas, o taškas 
x= yra funkcijos f(x) minimumo taškas. 


Taške x--1 funkcija f(x) įgyja maksimumą /(-1)-2, o taške 
x=1 -minimumą /(l) = -2. 


Patogu šio tyrimo rezultatus surašyti į lentelę: 


Dabar jau galime nubraižyti funkcijos f(x) grafiką (14 pav.). 


Го) = х? -3x 


14 рау. 


3 pavyzdys. Ištirkime funkcija /(x)= ЛЖ ir nubraižykime jos 
+х 
grafika. 


Sprendimas. 1) Funkcija yra nr visoje realiųjų skaičių aibėje. 


2) Kadangi J) EE = yG), 
1+(- х) ET 
tai funkcija yra nelyginė. Vadinasi, jos grafikas yra simetriškas 
koordinačių pradžios taško O(0; 0) atžvilgiu. 
3) Funkcija nėra periodinė. 
4) Koordinačių ašis funkcijos grafikas kerta vieninteliame taške 
O(0;0). 


5) Nustatysime funkcijos reikšmių didėjimo ir mažėjimo intervalus, 
ekstremumo taškus ir ekstremumus. 


Randame funkcijos išvestinę: 


2x | Q» (1-2 -2x-(1+x) 
го (25) = БЭ) 
_ 2-2 .20-2x) 20-303 
(+) (+2) 1-2) | 


Matome, kad /'(х)=0, kai x--1 ir x=1. Vadinasi, funkcija 
f(x) turi du kritinius taškus x 2-1 ir x=1. Išsiaiškinsime, ar šie taškai 
yra funkcijos f(x) ekstremumo taškai. 

Kritiniai taškai x=-1 ir x=1 funkcijos apibrėžimo sritį (— co; +оо) 
padalija į tris intervalus: (-00:-1), (-1;1) ir (1; +0). 

Kiekviename intervale pasirenkame po „patogų“ tašką, pavyzdžiui, 
-2; 0; 2 ir nustatome funkcijos išvestinės f'(x) ženklus šiuose 
taškuose: 

f'C2)2-024«0, /(0)-2»0, f'(2)=-024<0. 


Tokie išvestinės ženklai bus ir atitinkamame intervale. Tyrimo 
rezultatus pavaizduojame schemiškai (15 pav.). 


Minimumo Maksimumo 
taškas taškas 
f'(x) ženklai: — M t Y = 
——————2 15 pav. 


Matome, kad funkcijos f(x) išvestinės reikšmių ženklas, kai х 
didédamas (iš kairės į dešinę) praeina kritinį tašką х--1, keičiasi iš 
minuso į pliusą; išvestinės reikšmių ženklas, kai x didėdamas (iš kairės į 
dešinę) praeina kritinį tašką x —1, keičiasi iš pliuso į minusą. 

Vadinasi, kritinis taškas x=-1 yra funkcijos f(x) minimumo 
taškas, o taškas х = 1 — maksimumo taškas. Taške х--1 funkcija įgyja 
minimumą, o taške x= 1 - maksimumą: 


m Na 
JC = iem --] (minimumas) 


J 9-25 ЭН (maksimumas) 


Kai x«-1 ir x>l, tai /'(х) «0. Vadinasi, intervalai (-o5;-1) ir 
(1; +) yra funkcijos f(x) reikšmių mažėjimo intervalai; 
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Kai -1«x«l, tai f'(x)>0. Vadinasi, intervalas (-1;1) yra 
funkcijos f(x) reikšmiu didéjimo intervalas. 


Tyrimo rezultatus surašome į lentelę: 


516451 569 TT) 
[roo | o pre» | 6 [re«e- 


5) Patyrinékime, kaip funkcija elgiasi, kai x neaprėžtai didėja, t.y. 
įgyja vis didesnes reikšmes (simboliškai rašome x — +оо ). Duotosios 
funkcijos išraiškos skaitiklį ir vardiklį padalykime iš x^. Gausime: 


2x 2 
3 2 
/(9---5-ы--3 
1,x | 
+= +1 


Kai x neaprėžtai didėja, tai 2 ir 4 artėja prie nulio, o pačios 
х 
funkcijos reikšmės taip pat artėja prie nulio. Simboliškai rašome: 
kai х ә +0,tai f(x) 0. 


Iš tų pačių lygybių matome, kad kai x mažėja įgydamas vis mažesnes 
neigiamas reikšmes, funkcijos reikšmės taip pat artėja prie 0: 
kai х-»-оо, tai f(x) 0. 
Kad tiksliau nubrėžtume funkcijos f(x) grafiką, galime apskaičiuoti 
keletą papildomų funkcijos reikšmių: 


(i): 4-4)--08: © 70-08 
J(-2)=-08; /@)=06; /(=3)=-0,6. 
Dabar jau galime nubraižyti funkcijos f (x) = ; = ; grafiką (16 pav.). 

x 
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16 pav. 


3.4. FUNKCIJOS DIDŽIAUSIA IR MAŽIAUSIA REIKŠMĖ 
UZDARAME INTERVALE 


Sprendžiant uždavinius dažnai reikia rasti, kokią didžiausią arba 
mažiausią reikšmę tolydi funkcija įgyja uždarame intervale. Pirmiausia 
norime atkreipti skaitytojų dėmesį į tai, kad funkcijos ekstremumai 
(minimumai ir maksimumai) ne visuomet sutampa su didžiausiomis ir 
mažiausiomis reikšmėmis uždarame intervale. 

Pavyzdžiui, jei duota funkcija f(x), apibrėžta uždarame intervale 
[a;b], (funkcijos grafikas pavaizduotas 17 paveiksle), tai kaip matyti iš 
grafiko, didžiausią reikšmę ši funkcija įgyja taške x,— viename iš 
maksimumo taškų, o mažiausią — kairiajame intervalo gale, t.y. taške a, 
kuriame funkcija neturi ekstremumo (nes kairiau taško a funkcija iš viso 
neapibrėžta). 


Panagrinėkime funkciją g(x), apibrėžtą uždarame intervale [c;d]. 
Šios funkcijos grafikas pavaizduotas 18 paveiksle. 


Kaip matome iš grafiko, funkcija g(x) mažiausią reikšmę įgyja 
dešiniajame intervalo gale, t.y. taške d, kuris nesutampa su minimumo 
tašku x,; didžiausią reikšmę funkcija g(x) įgyja kairiajame intervalo 
pale, t.y. taške c, kuris taip pat nesutampa su maksimumo tašku x,. 


18 pav. 


Tolydi funkcija uždarame intervale didžiausią (arba mažiausią) 
reikšmę įgyja arba kritiniame taške, arba intervalo pradžios ar galo taške. 


Suformuluosime taisyklę, kaip apskaičiuoti didžiausią ir mažiausią 
funkcijos reikšmę uždarame intervale. 

Norint rasti mažiausią ir didžiausią funkcijos reikšmę uždarame 
intervale, kuriame ta funkcija turi baigtinį skaičių kritinių taškų, reikia 
apskaičiuoti funkcijos reikšmes tuose kritiniuose taškuose bei intervalo 
galuose ir iš visų gautųjų reikšmių išrinkti mažiausią ir didžiausią reikšmę. 


Funkcijos f(x) didžiausią reikšmę uždarame intervale [a;b] 
žymime max f(x),o mažiausią- min f(x). Išnagrinėkime keletą 
pavyzdžių. 

1 pavyzdys. Raskime funkcijos /(x)=x*-8x7-9 didžiausią ir 
mažiausią reikšmes intervale [-1;3]. 


Sprendimas. Pirmiausia raskime funkcijos kritinius taškus, 
priklausančius intervalui [-1;3]. Apskaičiuojame funkcijos f(x) 
išvestinę: 


/'(х)= 4x -16x=4x(x* -4)=4x(x-2)(x +2). 
Išsprendę lygtį 
f'(x)=0, ty. lygtį 4x(x—2)(x +2)= 0, 
randame tris jos sprendinius: 
x20, x=2 ir x=-2. 
Šie sprendiniai yra funkcijos f(x) kritiniai taškai. Intervalui [-1;3] 
priklauso tiktai du kritiniai taškai x -0 ir x -2. 
Apskaičiuojame funkcijos f(x) reikšmes kritiniuose taškuose x= 0 
ir x=2 bei intervalo [-1;3] galuose: 
1(0)-05-8-0"-9--9, 
f2)22* - 8.22 -9-16-32-9 - -25, 
f 1)» C1y -8-(-1 -9-1-8-9- -16, 
/(3)=3*-8-37-9=81-72-9=0. 
Matome, kad funkcijos f(x) didžiausia reikšmė lygi O ir ją funkcija 
įgyja taške x=3, o mažiausia reikšmė lygi —25 ir ją funkcija įgyja taške 
x=2. Taigi рах/0)-70)-0 , min G) - /Q)--25 1 


Atsakymas. тах AG) z0, min G) 2-25. 


2 pavyzdys. Raskime funkcijos /(х)-425-х” didžiausią ir 
mažiausią reikšmes intervale [-4; 3]. 

Sprendimas. Pirmiausia raskime funkcijos f(x) kritinius taškus , 
priklausančius intervalui [-4;3]. Randame funkcijos /(x) išvestinę: 


, 


f'G)- (5-2) -(8-е9) = 1065-х) 5-3) = 


2 


Жз = 
-365-») 2 (2) . 
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mcs -х 
Taigi d nM meri 
Ši išvestinė lygi nuliui, kai x=0 ir i$ viso neegzistuoja taškuose 
x=-5 ir х=5. Taigi funkcija f(x) turi tris kritinius taškus х-0, 
x=-5 ir x=5. Tačiau tik vienas iš jų, t.y. taškas x=0, priklauso 
atkarpai [-4;3]. Kituose dviejuose kritiniuose taškuose х= –5 ir x=5 
funkcijos /(x) reikšmių skaičiuoti nereikia. 
Apskaičiuojame funkcijos reikšmes kritiniame taške х-0 ir 
intervalo [-4;3] galuose: 
f(0-5, /(-4)-3, f()-4. 
Matome, kad didžiausią reikšmę, lygią 5, funkcija f(x) įgyja taške 
x=0, о mažiausią, lygią 3, funkcija įgyja taške х--4. Taigi 


(Шах /09-700)-5 ir min 6 7 /04)-3 . 


Atsakymas. тах /(х) m5. (аша f (z) 33, 


3.5. REALAUS TURINIO UZDAVINIU FUNKCIJOS 
DIDZIAUSIAI (ARBA MAZIAUSIAI) REIKSMEI 
RASTI SPRENDIMAS 


Dažnai reikia surasti funkcijų, apibūdinančių konkrečias realias 
situacijas, didžiausią (arba mažiausią) reikšmę. 


Išnagrinėsime keletą pavyzdžių. 
1 pavyzdys. Skaičių 4 išreikšime dviejų teigiamų dėmenų suma taip, 
kad jų kvadratų suma būtų mažiausia. 
Sprendimas. Jeigu vieną dėmenį pažymėsime x, tai kitas dėmuo bus 
lygus 4-x. 
Nagrinėsime funkciją /(x), kuri išreiškia šių dėmenų kvadratų suma: 
f(x) 2 x! +(4- xy =2x7 -8x416. 
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Reikia surasti mažiausią šios funkcijos reikšmę, uždarame intervale 
[0;4]. 

Raskime funkcijos f(x) kritinius taškus, priklausančius intervalui 
10:41: /(5)-4х-8: 4х-8-0, kai x=2. 

Skaičiuojame funkcijos f(x) reikšmes intervalo [0;4] galuose ir 
taške x=2: 

700)-16, 7(4)-16, fQ)-8. 

Taigi mažiausią reikšmę uždarame intervale [0;4] funkcija f(x) 
įgyja, kai x - 2. 

Tada kitas dėmuo уга у-4-х-4-2-2. 

Atsakymas. 4-242. 


2 pavyzdys. Motorinė valtis, kurios greitis stovinčiame vandenyje 
lygus 1458, nuplaukė upe 1 km prieš srovę ir 4 km pasroviui. 
Apskaičiuosime, koks turėtų būti upės tėkmės greitis, kad šioje kelio- 


nėje motorinė valtis užtruktų mažiausiai laiko. Rasime šį mažiausią laiką. 


Sprendimas. Tarkime, kad upės tėkmės greitis lygus „En. Tada 


л : - , 4 

t lt 5 lauki 
motorinė valtis prieš srovę plaukė 7z I 
valandų. Aišku, kad visos kelionės laikas yra kintamojo x funkcija ir 


valandų, o pasroviui — 
-x 


apibrėžiamas formule: 


A 4 
(es cr e 


Funkcijos t(x) apibrėžimo sritis yra intervalas (0;15). 


čia 0«х-«15. 


Rasime funkcijos f(x) kritinius taškus. 
Apskaičiuojame šios funkcijos išvestinę: 


"EAE 4610 049 
re (1 si) -(57) (1) E 


2 1 ___4 
(5-3) (1543). 
Sprendžiame lygtį /'(x) 20, 
a: Зар 
(15-х)? (5-3) 
Sprendinys x, = 45 nepatenka į funkcijos t(x) apibrėžimo sritį, t.y. 


-0, xX=45, х,-5. 


intervalą (0;15). Taigi funkcija t(x) turi vienintelį kritinį tašką х-5. 
Nustatome funkcijos 4(х) išvestinės reikšmių ženklus intervaluose 


(0;5) ir (5;15) pasirinkdami po ру x reikšme 15 kiekvieno intervalo: 


t'())2-——«0, —>0 (19 pav.) 


npe 80 
min 
——OO PT  m—p ———— [ JÜ —ə—° Ü 
e 19 pav. 


Kadangi išvestinės reikšmių ženklas kai x didėdamas praeina kritinį 
tašką x=5 keičiasi iš minuso į pliusą, tai šiame taške funkcija (x) įgyja 
minimumą. Taigi funkcija /(x) įgyja mažiausią reikšmę taške x=5. 

Vadinasi, visai kelionei motorinė valtis sugaiš mažiausiai laiko, kai 


upės tėkmės greitis x = 5 m. Šis mažiausias laikas lygus funkcijos /(x) 


reikšmei taške x = 5: 


1 4__1, 
шон = 5 15-45 10" 5 


Atsakymas. 18 min. 


= 03 (val.) = 18 (тіп). 


3 pavyzdys. Iš miestų 4 ir B, tarp kurių atstumas 120 km, tuo pačiu 
metu, rodyklėmis nurodytomis kryptimis, pradeda važiuoti 


motociklininkas 3o greičiu ir dviratininkas — 05” greičiu (20 pav.). 


Го kiek laiko atstumas tarp ju bus mažiausias? 


Sprendimas. Sakykime, kad po / 
valandų motociklininkas bus taške C, o 
dviratininkas — taške D. Atstumas tarp 
ju CD=s(r) yra laiko г funkcija. 

Kadangi dviratininko greitis 


v, 1087, tai per / valandu jis 


nuvažiuos atstumą BD = v, 1 - 10f, 20 pav. 


o motociklininkas, važiuodamas greičiu v, -з057, per / valandų 
nuvažiuos atstumą AC = v, -( = 301. 
Atstumą CD tarp motociklininko ir dviratininko laiko momentu + 
rasime iš stačiojo ACBD taikydami Pitagoro teoremą: 
CD! = ВС? + BD". 
Kadangi CD-s(), BD-10t o ВС= AB- AC =120-301, tai 
gauname funkciją 
s*(1) = (120 — 301)? + (107)? = 14400 — 7200: + 90017 +10017 = 


= 100017 — 72001 +14400 = 100(10r? – 72 + 144), arba 


s(t) = 10/108 – 721144. 
Randame šios funkcijos išvestinę: 


s()- 10102 – 72:144) | S(20t - 72) 
24102 -72 +144 V10? — 72: «144 


Randame funkcijos s(/) kritinius taškus: 
S(20t — 72) 
4102 – 72: +144 

Įrodysime, kad kritinis taškas +=3,6 yra funkcijos 5(/) minimumo 
taškas. Pasirinkime po vieną patogią x reikšmę iš intervalų (0;3,6) ir 


(3,6;0) іг nustatykime funkcijos s(x) išvestinės ženklus šiuose 
intervaluose (21 pav.):. 


s()=0, 20, 5(001-72)-0, (-36. 
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s G)- 2003-02) -562 » 
410-9--72-3-144 
5(20-4-72) EC ч 


'(4)= =10, ty. s'(4) > 0. 
AS ii STS 4 y» 


-1042, ty. 5(3)«0, о 


min 
0 3,6 t 


21 pav. 

Matome, kad funkcijos s(x) išvestinė, pereidama kritinį tašką /= 3,6, 
keičia ženklą iš minuso į pliusą, todėl šis taškas yra minimumo taškas ir 
jame funkcija 5(/) įgyja mažiausią reikšmę. 

Vadinasi, atstumas tarp motociklininko ir dviratininko bus mažiausias 
po +=3,6h,t.y. po З valandų 36 minučių. 


Atsakymas. 3 h 36 min. 


4 pavyzdys. Valtis C yra 9 km 
atstumu nuo artimiausio kranto taško 
A (22 pav.) Valtimi plaukia poil- 
siautojas ir nori patekti į stovyk- 
lavietę B, kuri yra ant kranto ir nuo 
taško A nutolusi > km. Poilsiautojas 


valtimi gali irtis „Am 7! greičiu, o išli- 


pęs į krantą per vile gali nueiti 5 km. 

a) Į kokį kranto tašką turi plaukti 
valtis, kad poilsiautojas patektų į stovyklavietę per trumpiausią laiką? 

b) Raskite šį trumpiausią laiką. 

Sprendimas. Atkarpa CA 1 AB , nes taškas A yra artimiausias taškui 
C (prisiminkime, kad atstumu nuo taško iki tiesės vadinamas statmens, 
nubrėžto iš šio taško į tiesę, ilgis) (22 pav.). Remiantis uždavinio sąlyga, 
CA=9 km. 

Sakykime, x — atstumas nuo taško 4 iki poilsiautojo išsilaipinimo 
vietos D, ty. AD= x. 


15 km 


22 pav. 
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Aišku, kad kintamasis x gali įgyti tiktai reikšmes iš intervalo [0;15], 
ty. xe[0; 15]. 
Tada atstumas CD — tai atstumas, kurį poilsiautojas nuplaukė upe iki 
kranto. 
Iš stačiojo ACAD, taikydami Pitagoro teoremą, randame atstumą CD: 
CD? = AC? + AD?, афа CD! -9'«x?, ty. Ср= х? +81. 
Laika t galime apskaičiuoti taikydami formulę 


t -Ž , Ча s — nueitas kelias, o v — greitis. 


/ 2 
Tada atstumą CD poilsiautojas nuplaukė per laiką 1, = ман 
Krantu poilsiautojas nuėjo atstumą DB = АВ ~ AD -15- x. Atstumą 
DB poilsiautojas nuėjo per laiką /, - 5-х. x 


Vadinasi, kelionėje poilsiautojas užtrunka laiką /= f, + t, . Aišku, kad 
šis laikas priklauso nuo to, kuriame kranto taške išsilaipins poilsiautojas. 
Taigi visos kelionės laikas / yra kintamojo x funkcija: 


Ух +81 15-х 


= Mas M. kai xe [0; 15]. 


Pabrėžiame, kad kintamasis dydis x gali įgyti tiktai reikšmes iš uždaro 
intervalo [0; 15]. Taigi tolesnis uždavinio sprendimas susiveda į funkcijos 


(х) mažiausios reikšmės radimą atkarpoje [0; 15] . 
Randame funkcijos (x) išvestinę: 


ie [ER Биг ea 2021, 
5 4.242 +81 5 aaa 5 


„5x-4Vx“'+81 AJ x? +81 „Taigi P(4)= 5x- 402 +81 
20у] +81 204 x? +81 


Randame funkcijos t(x) kritinius taškus. 
Laiko funkcijos x) išvestinę prilyginę nuliui /(x) = 0 , gauname lygtį 


Sx-4vx 481 44x? 4 81 
“20432481 +81 


Išsprendę šią lygtį, randame, kad х-12 ir х--12 (ši reikšmė 
netinka, nes ji nepriklauso atkarpai [0; 15] ). Taigi iš dviejų funkcijos (x) 
kritinių taškų tiktai vienas taškas x=12 priklauso atkarpai [0; 15]. 

Įrodysime, kad taške x=4 laiko funkcija Дх) įgyja mažiausią 
reikšmę. 

Ieškome funkcijos (х) mažiausios reikšmės atkarpoje [0; 15]. 


Randame funkcijos (х) reikšmes atkarpos [0;15] galuose, t.y. taškuose 
x=0 ir x=15 bei kritiniame taške x=12 ir iš gautųjų reikšmių 
išrenkame mažiausią reikšmę. 


40? D 15-0 


1000) = ———— 7—2 5,25=5 15 тіп; 


415? DU „15-15 
5 
412? +81 š 15-12 


4 5 
Matome, kad mažiausią reikšmę, lygią 4,35, funkcija (x) įgyja, kai 
x=12. 
Vadinasi, kad poilsiautojas kelionėje sugaištų mažiausiai laiko, jam 
rikia išsilaipinti 12 km atstumu nuo kranto taško А arba 3 km atstumu nuo 
stovyklavietės B. 


115) = 2437 s4h40min ; 


(12)- -435-4h2lmin. 


Trumpiausias kelionės laikas lygus funkcijos (x) reikšmei taške 
x=12. Jau buvome apskaičiavę, kad /(12) = 435-4 421 тіп. 


Atsakymas. a) poilsiautojas turi išsilaipinti 3 km atstumu nuo 
stovyklavietės; b) 4 h 21 min. 
5 pavyzdys. Trys miestai A, В ir C išsidėstę taip, kad Z ABC = 60° (23 pav.) 


Iš miesto A į miestą Р, tarp kurių уга 200 Кт, išvažiuoja automobilis goto 


greičiu, o iš miesto В į miestą C — 


traukinys so greičiu. Po kurio laiko 


nuo judėjimo pradžios atstumas tarp 
traukinio ir automobilio bus mažiausias, 
jeigu abi transporto priemonės išvyko 
vienu metu? 

Sprendimas. Sakykime, kad po t 
valandų automobilis bus taške D, o 
traukinys taške Е (23 pav.). Atstumas tarp 


ju DE = s(t). 


23 pav. 


Kadangi automobilio greitis 4 tai per £ valandų jis 


nuvažiuos atstumą AD = у, :/ = 801, o traukinys, važiuodamas greičiu 
у, = 5057, per / valandų nuvažiuos atstumą BE = у, -t = 501. 
Atstumas BD = AB — AD = 200—801. 


Atstumas DE randamas 15 trikampio DBE, taikant kosinusu teorema: 
DE! = ВР? + ВЕ? - 2BD- BE cos ABC . 


Kadangi cos ABC = cos60? = > tai 
s^(r) = (200 — 80r)! + (501) – 2(200 — 801). 501- i = 
= 40000 — 320001 + 6400/2 + 2500/2 — 100001 + 400017 = 
=12900/2 — 420001 + 40000 = 100(129/? — 4201 + 400). 
s(r) =10/129/2 — 4201 + 400. 
Randame funkcijos 5(/) kritinį tašką. 


s (t) = (io i297 -420r 400]- 1 129r -4201 +400) . 
241296 — 420г + 400 


5(258:-420) 


41292 — 420: +400 
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s' (t) = 0, 
5(258t — 420) 
41292 — 420: +400 
420 70 ,27 


=258 43 4^ 


=0, 5(258:-420)-0, 


27 


Taigi funkcijos s(f) kritinis taškas уга t -1— 43 


Їгодуяїте, kad 515 
taškas yra funkcijos s(f) minimumo taškas. 

Pasirinkime po vieną patogią kintamojo / reikšmę iš intervalų 
(0:127) ir (127: 2 ir nustatykime funkcijos s(/) išvestinės ženklus 
šiuose intervaluose (24 pav.): 


5(258-420) _ -810 ‚ 
ty. 1)« 0, 

eco uu 519 
| 5(258:2-420) — 420 


x ty. 5'(2)>0. 
5 WW25-4-420.24400 V60 > ® 
тїп 
с 
0 127. t 
43 


24 pav. 


Matome, kad funkcijos s(/) išvestinė, pereidama kritinį tašką /= 1 iD 


keičia savo ženklą iš minuso į pliusą. 


Vadinasi, taškas / = 127. yra funkcijos s(/) minimumo taškas. 


Taigi taške /=1 a funkcija s(/) įgyja mažiausią reikšmę. 


3 


27 
Vadinasi, po 145 


ir traukinio bus pen 


h nuo judėjimo pradžios atstumas tarp automobilio 


Atsakymas. 25 h. 
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6 pavyzdys. Iš kvadratinio skardos lakšto, kurio kraštinė lygi 34т, 
išpjaunant kampuose vienodus kvadratus ir užlenkiant likusius pakraščius, 
reikia padaryti dėžutę be dangčio. (25 pav.). Koks turi būti išpjaunamo 
kvadrato kraštinės ilgis, kad dėžutės tūris didžiausias? Rasime šį 
didžiausią dėžutės tūrį. 


Sprendimas. Išpjauto kvadrato kraš- ан 


tinés ilgį pažymėkime x dm (25 pav.). 
Tuomet dėžutės pagrindo kraštinės 
ilgis lygus (3-2x)dm, jos pagrindo 
plotas (3-2х) ат", o dėžutės tūris 
х-(3-2ху ат. 
Iš uždavinio prasmės aišku, kad 
0<х<1,5. 
Nagrinėsime dėžutės tūrio funkciją 
V(x)- xG-2xy =9x-12x7+4x7; čia xe (0;15). 
Atkreipiame skaitytojų dėmesį į tai, kad šios funkcijos apibrėžimo 
sritis yra intervalas (0; 1,5). 


25 pav. 


Raskime funkcijos V (x) kritinius taškus, priklausančius intervalui (0; 1,5): 
V'(x)=12x7-24x+9, V'(x)=0, 12x7-24x+9=0; 

iš čia: x, 215, x, = 05. 

Sprendinys x, = 1,5 nepakliūna į intervalą (0;1,5) їг todėl nėra 
funkcijos V(x) kritinis taškas. Vadinasi, funkcija V(x) turi vienintelį 
kritinį tašką x = 0,5. 

Įrodysime, kad šis kritinis taškas yra funkcijos V(x) maksimumo 
taškas. Pasirinkę po vieną x reikšmę iš intervalų (0;0,5) їг 
(0,5; 1,5), pavyzdžiui, x=0,25 ir х=1, nustatome funkcijos V(x) 
išvestinės reikšmių ženklus jos pastovaus ženklo intervaluose (26 pav.): 

V'(025) -12- (025)! -24-0,25+9=3,75>0; 


V'()212-? -24-1«9--3«0. 

Taigi V'(0,25)» 0, V'(1) «0. 

Todėl intervale (0;0,5) išvestinė V'(x) įgyja tik teigiamas reikšmes, 
o intervale (0,5; 1,5) — tik neigiamas reikšmes. Intervale (0;0,5) funkcijos 
V (x) reikšmės didėja, o intervale (0,5; 1,5) — mažėja. 

Pereinant iš kairės į dešinę kritinį tašką х= 0,5 funkcijos V(x) 
išvestinės reikšmių ženklas keičiasi iš pliuso į minusą (26 pav.). 

Todėl kritinis taškas x =0,5 yra funkcijos V(x) maksimumo taškas. 


maksimumo 
taškas 


V'(x) ženklai: + Y = 
0 P 0,5 ыл LS x 


Kai x artėja prie intervalo (0; 1,5) galų, tai funkcijos V (x) reikšmės 
artėja prie nulio, o taškas x=0,5 yra vienintelis ekstremumo taškas 


intervale (0;1,5). Vadinasi, taške x=0,5 funkcija V(x) įgyja didžiausią 
reikšmę. 


26 pav. 


Taigi didžiausio tūrio dėžutę gausime tada, kai išpjaunamo kvadrato 
kraštinės ilgis bus lygus 0,5 dm. Taške х= 0,5 funkcija V(x) įgyja 
didžiausią reikšmę: 


V ax = V(0,5)=05-(3-2-0,5)" = 2 dm . 
Atsakymas. 0,5 dm; 2 dm . 


7 pavyzdys. Iš skritulio formos plokštelės, kurios spindulys lygus 
8 cm, reikia išpjauti trikampį (27 pav.). 


a) Pažymėję vieną trikampio statinį x, parodykite, kad šio trikampio 


plotas S(x)= 5/256- x. 


b) Kokie turi būti trikampio statiniai, kad jo plotas būtų didžiausias? 


Sprendimas. Apie statųjį trikampį 
apibrėžto apskritimo centras yra įžam- 
binės vidurio taškas, todėl АС =16 cm, 
nes 40 28cm (27 pav.). 

Statinį AB pažymėkime x, o statinį 
BC pažymėkime y. Stačiojo trikampio 
plotas apskaičiuojamas pagal formulę: 


27 pav. 


al d 
5-248 ВС = >ху. 


Kadangi trikampis АВС уга statusis, tai galima taikyti Pitagoro 
teorema: 


AC! = AB? + ВС?, ty. x3 « y! =16°. 
Išreiškiame kintamąjį y: 
у? =256-х?, y=vV4256- x°. 
Саша išraiška у= У256- х? (яа į trikampio ploto formule 
S= >> gauname S(x)= ir 4256- x. 
Randame didžiausią funkcijos S(x) reikšmę intervale (0; 16). 
' ' 2 nu 
809-(4-х-/256-37 | =( se =x") 21. (566-х) 25 
2 2 2 568 – x° 
Е 512x -4x = 4x-(128- x?) Ё 128- x 
4x.4256- x! 4x.4256-x!  4256- x! 
Randame funkcijos S(x) kritinius taškus. 
128- х? 
4256- х? 
x=8V2 ст, х--842 cm (netinka) (V256—x^ 20, xz +16). 
Įrodome, kad х= 84/2 yra maksimumo taskas intervale (0; 16). 


S'(x) - 0, =0, 128-x7=0, 


Pasirinkę x reikšmes iš intervalų 0: 842) ir (842; 16), nustatome 
funkcijos S(x) išvestinės ženklus šiuose intervaluose (28 pav.). 
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8/2 16 x 
28 pav. 
2 
Kai x=], tai 5(1) = = = P ty. 5'(1)> 0. 


Kai x=12, tai 
2 
S(12)= 128-12 -16 


-5 — ty. 5(12) « 0. 
256-122 42 “ЭЛ SN 


Matome, kad funkcijos S(x) išvestinė pereidama kritinį tašką x = 8/2 
keičia ženklą iš pliuso į minusą, todėl šis taškas yra maksimumo taškas. 

Taigi šiame taške ploto funkcija įgyja didžiausią reikšmę. Vadinasi, 
kai x 2842 trikampio plotas bus didžiausias. 

Randame kitą trikampio statinį y: 


56- (8/2) = J256—128 = V128 =8V2 cm. 
Atsakymas. b) 842 ст, 842 cm. 


8 pavyzdys. Stačiojo trikampio АВС įžambinė 48 lygi 20 cm ir su 
statiniu BC sudaro 60° kampą (29 pav.). 

a) Raskite tokį įžambinės AB tašką, kad atstumų nuo šio taško iki 
statinių AC ir BC kvadratų suma būtų mažiausia. 
b) Raskite šią mažiausią sumos reikšmę. 
Sprendimas. Раіткітс bet kurį 

įžambinės AB tašką D (29 pav.) Prisi- 
minkime, kad atstumu nuo tačko iki tiesės BT 
vadinamas statmens, išvesto iš šio taško į о 

tiesę, ilgis. Vadinasi, iei 15 taško D K ^ x 
nubrėšime atkarpas ОМ ir DN tokias, Каб N 
DM LAC ir DN LBC, tai tiq akarpy — CH hen B 
ilgiai bus lygūs atitinkama: atsiwnams nuo 29 pav 

taško D iki tiesių AC ir 8C. 
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Pažymėkime BD = х. Akivaizdu, kad kintamasis dydis x gali įgyti 
tiktai reikšmes iš atkarpos [0; 20], t.y. x e [0; 20]. 
Iš stačiųjų trikampių DNB ir AMD randame atkarpų DN ir DM ilgius: 
DN = x:sin60? ЖОР 
DM =(АВ – х)соѕ60° = 500 x. 


Tada atstumų nuo taško D iki atkarpų АС ir BC ilgių kvadratų suma !vgi 


pw, Du? (3 j^ 16 (20- 9|-3 ы 400- x). 


Šios sumos skaitinė reikšmė priklauso nuo dydžio x reikšmės, (+ 


suma iy + 100 — х)? yra kintamojo x funkcija. 


Pažymėję šią funkciją f(x), ери 


(= ix +100- х) = д +1-400- 2-(-20х4-(3- 


= x! - 10x +100. 

Taigi /(x)= x^ - 10x «100 , kai x e [0; 20]. 

Tolimesnis uždavinio sprendimas susiveda į šios funkcijos maZia.s: 
reikšmės radimą atkarpoje [0; 20] . Šią reikšmę galima rasti keliais būdai: 


I būdas. Kadangi funkcija f(x)- x! -10x +100 yra kvadratinė. te 
kvadratiniame trinaryje х? – 10х +100 išskyrę pilną dvinario kvad; ¿t 
gauname, kad f(x) = (x -5) +75. 


Dabar matome, kad mažiausią reikšmę, lygią 75, funkcija f(x) įgyja 
taške х-5. 


2 būdas. Rasime funkcijos f(x) didžiausią reikšmę atkarpoje [0; 20] 
panaudodami išvestinę. 
Randame funkcijos /(x)= x^ - 10x «100 kritinį tašką: 


ЛТ(ї)-2х-10, /(5)-0, 
2x-10=0, x=5. 

Vadinasi, funkcija /(х) = x? -10x 100. turi vienintelį kritinį tašką 
x=5,beto 5e[0; 20]. Apskaičiuosime funkcijos f(x) reikšmes atkarpos 
[0;20] galuose ir kritiniame taške x=5 ir iš šių reikšmių išrinksime 
mažiausią reikšmę, kuri ir bus funkcijos f(x) mažiausia reikšmė atkarpoje 
[0; 20]. 

7(0)=07-10-0+100=100. 
f(20)=207-10-20+100=300. 
£(5)=57-10-5+100= 75. 

Matome, kad mažiausią reikšmę, lygią 75, funkcija /(x) įgyja taške 
x=5. 

Taigi įžambinės taškas D turi būti nutolęs nuo viršūnės B atstumu, 


lygiu 5 cm. Tada ieškomoji mažiausia atstumų nuo įžambinės taško iki 
statinių kvadratų suma lygi 75 cm. 


Atsakymas. a) Įžambinės AB taškas turi būti nutolęs nuo viršūnės B 
atstumu, lygiu 5 cm; b) 75 cm. 


9 pavyzdys. Lygiašonio trikampio plotas lygus S. 

a) Koks turi būti kampo prie šio lygiašonio trikampio pagrindo 
didumas, kad į trikampį įbrėžto apskritimo spindulys būtų didžiausias? 

b) Raskite šį didžiausią spindulį. 

Sprendimas. 

Pažymėkime: AC = BC =a, 
ZCAB = ZCBAz х, $, (ье = S (30 pav.). 

Pastebėkime, kad lygiašonio trikam- 
pio plotas S yra pastovus dydis, o kampas 
prie pagrindo x — kintamas dydis. 

Iš stačiojo AADC randame, kad 

АР = AC -cosx = a-cosx. 


Tada AB = 2: AD = 2асоѕх. 
Lygiašonio trikampio АВС plotas 


S =-у AB- AC-sinx = 12a! sinxcosx = Ta! sin2x ; 


25 


Iš šios lygybės randame, kad trikampio šoninė kraštinė а= ut rm 


Trikampio pusperimetris p= AC + ТАВ =a+acosx . Išreikšime įbrėžto 


apskritimo spinduli r kaip kampo x funkcija. Kadangi r -Ž , tai į šią 
lygybę surašę anksčiau gautas S, p bei a išraiškas, gauname funkciją 


1 1 t J 2S 
24 *sin2x ВЕ онъ 2 ma _ 425 Jsin2x 


хэв a-acosx  l«cosx 1+cosx ^2 I+cosx ^ 
Taigi rx) e 55. Sin 2х „kai 0<x<2. 


1+со$х 2 
Tolesnis uždavinio sprendimas susiveda | šios funkcijos didžiausios 


reikšmės radimą, kai x € (o: х) 1 
Randame funkcijos r(x) kritinius taškus. 


< Vsin2x J- (1+ cosx)- (1+ cos x) Уяїл2Х5 _ 


(1+ cos x)? 


2 (1+ cosx) +sinxVsin 2x 


(1+ cos x) 


05 
2 

_ V25 cos2x(1+ cosx)+sin xsin2x 
2 Jsin2x (1+ cos x)" 


425 cos2x(1+cosx)+sinxsin2x _ 


0, 
2 sin 2x - (I + cos x) 


COoS2xcoSx+Sinxsin2x+cos2x=0, 


r(x)-0, 


cos 2x cos x + 2sin? xcos x + cos2x = 0, 
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cos2xcos x + (1- cos2x)cos x + cos2x = 0, 


COS 2x COS х + COS X — COS 2x cos x + cos2x = 0, 


COS x + с052х = 0, со8 Хсов3 - 0. 
Sprendžiame paskutiniąją lygtį. 
3x 
c0575--0 arba cosž=0, 
3x Lx 
> = t, keZ arba $73". kez 
rsp, keZ афа x- n«2xk , keZ 


Kadangi 0<x<5, tai iš visų sprendinių tiktai vienas sprendinys 


х-4 priklauso intervalui (°: 3). Taškas х-3 yra funkcijos r(x) 


kritinis taškas intervale С 5. Įrodysime, kad šis kritinis taškas yra 
funkcijos r(x) maksimumo taškas. Pažiūrėkime, kaip funkcijos r(x) 
išvestinė keičia ženklą taško x =з aplinkoje. Tam paimkime po viena x 


: эн ЖЭЛ” л 5л 
reikšmę iš intervalų (o: z) ir (=: z), pavyzdžiui x= 1 ir x=— 127 ir 


nustatykime išvestinės ženklą šiuose taškuose: f ' (2 )> 0, f' e z) «0. 


max 
Ехэ. хээ ЭРЧ 
0 т H > 3lpav. 
3 2 


Matome, kad pereidama kritini taška х= funkcijos r(x) išvestinė 


keičia ženklą iš pliuso į minusą, todėl taškas х-3 yra maksimumo 


taškas (31 pav.) Kadangi šis taškas yra vienintelis ekstremumo taškas 


intervale (o: Jt 


z) „tai šiame taške funkcija r(x) įgyja didžiausią reikšmę. 
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Vadinasi, į lygiašonį trikampį įbrėžto apskritimo spindulys r yra 
didžiausias, kai lygiašonio trikampio kampas prie pagrindo lygus 609 , t.y. 
trikampis ABC yra lygiakraštis. 

Apskaičiuojame, kam = šio didžiausio spindulio ilgis: 

B 3 
(3)- 428. s Ei x гэ 288, 


3) 2. el. 
1+ cos 2 3 


4843 


Atsakymas. a) 60? ; b) T 
10 pavyzdys. | apskritimą įbrėžtas didžiausio ploto stačiakampis, kurio pe- 


Duota: P=16cm, S, = S... 
Rasti: 40. 
Sprendimas. 
Kadangi P = 2(AB + ВС), arba 

2(AB + BC)=16, tai AB+ BC =8 (32 pav.). 
Pažymime 48 = x. Tada BC =8-x ir AO= R. 
Stačiakampio plotas 5 = AB- ВС, arba S(x)- x(8- x). 
Matome, kad stačiakampio plotas yra kintamojo x funkcija. 


Rasime, su kuria kintamojo x reikšme ploto funkcija S(x) įgyja 
didžiausią reikšmę. Randame funkcijos S(x) išvestinę: 


S(x)= @х-х?)=8-2х. 
Ieškome kritinių taškų: S(x)=0, ty. 8-2x=0, x=4. 
Kritinis taškas turi priklausyti intervalui (0; 8). 


Šį tašką pažymime koor- max 
dinačių tiesėje іг nustatome P UA ЛЭ х 
funkcijos išvestinės ženklą kiek- 0 4 8 x 
33 pav 


viename intervale (33 pav.): 


Kai x=1, tai $( 28-226, ty. S'(l) > 0, 

okai х= 5, tai S(5)=8-10=-2, ty. 5(5)«0. 

Taigi funkcijos S(x) išvestinė, pereidama kritinį tašką x = 4 keičia savo 
ženklą iš pliuso į minusą. 

Vadinasi, x=4 yra maksimumo taškas. Tada АВ=4 cm, o 
BC =4cm. 

Taigi įbrėžta didžiausio ploto figūra yra kvadratas, kurio kraštinė 
lygi 4 cm. 

Iš stačiojo A ABC , taikydami Pitagoro teoremą, randame AC: 


АС? = AB! + ВС?, АС? = 42 +4? 232, AC = A42 cm. 
Tada apskritimo spindulys 40 = LAC, ty. AO = 22 ст. 
Atsakymas. 242 cm. 


11 pavyzdys. Iš skritulio formos plokštelės, kurios spindulys lygus R, 
reikia išpjauti didžiausio ploto stačiakampį. Kokios turi būti jo kraštinės? 
Rasime tokio stačiakampio plotą. 

Sprendimas. 

Duota: 4O- R, S= Snax 

Rasti: AB ir BC. 

Sprendimas. 

Pazymime AB = x (34 pav.). 

4С-2-40, AC =2R 

Iš stačiojo A ABC , taikydami Pitagoro 
teoremą, randame, kad 

BC? =AC?-AB?, ty. ВС = J(2R)' - x! = JAR? - xt. 

Tada stačiakampio plotas S= AB- BC, t.y. 

S(x) =x- V4R - x. 

Rasime, su kuria kintamojo x :eikšme funkcija S(x) igyja didžiausią 

reikšmę. Kadangi хє (0; 2А), tai pakanka rasti, su kuria x reikšme iš šio 


intervalo funkcija S(x) įgyja didžiausią reikšmę. 
Randame funkcijos S(x) išvestinę: 


| AR -x)) 20482 -x)-2x! 
S'() = le AR! - х? -Jagp pg + АЁ x). = 
k ) 2V4R7 - x? 2NAR! - х? 


2 4R? -2x 
48° - x! 
Randame funkcijos S(x) kritinius taškus: 5'(х) = 0, 
2 1 
AR 2x .0 482-220, xs2R 
4R - х? 


AR! -2x3!-0, x!-2R', х= HR. 
Ploto funkcija turi vieną kritinį tašką х = /2 R. 


Kritinis taškas priklauso intervalui (0;2R). Nustatome funkcijos 
išvestinės ženklą kiekviename intervale, pasirinkdami reikšmes iš šių 
intervalų (35 pav.): max 


B аа. aede Р" 
35 pav. 


4R -2R 2R' 2R 
NT R43 37 


3R ,. (35) AR! -2.2,25R! R (35) 
=, tai $|—|2————ÀÉLÉ—--——,. $|Z|<0. 
2 2) JaR'-225R7 УТ 2 
Vadinasi, х-42К yra maksimumo taškas, o stačiakampio plotas 
šiame taške įgyja didžiausią reikšmę. Randame šią reikšmę: 
s(/2R)- V2RV4R? -2R =2R7. 
Didžiausią plotą turi stačiakampis, kurio viena kraštinė 42. R, o kita 
ар = Jan: (А) = VAR! -2R? = J2R. 
Įbrėžta figūra yra kvadratas, kurio kraštinės lygios V2 R. 
Atsakymas. 2 R ; 22. 


kai x=R, tai S(R)= S(R)>0, 


kai x= 
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12 pavyzdys. Lango apatinė dalis yra stačia- C 
kampis, o viršutinė — lygiakraštis trikampis. Lango 


plotas lygus 4 m^. Koks turi būti lango pagrindas, 7 d 
kad lango perimetras būtų mažiausias? B 

Duota: 5-4, P= P... 

Rasti: AE. x 

Sprendimas. Pažymime AE = x. 

m Эс А 
Tada BC =CD= x (36 pav.). бра 
Kadangi S445, = AE: DE, ty. 5р = x: DE ir 
ВС? 43 x43 


Sasco р, Ly. Sasco = 4^ 


tai lango plotas 5 = S spe + Sasco 


2 
Gauname lygybę x: DE + z a =4, 15 kurios randame, kad 
рЕ =5- УЗ. 
x 4 
Lango perimetras P=2DE+3AE, ty. P(x)- 5 -53 +3x. 
Randame funkcijos P(x) išvestinę: P'(x)=- rE ; 
x 
Apskaičiuojame funkcijos P(x) kritinius taškus: 
PM OR -8 43-6 1 6-45 
Ph ie ээн TTT EET 


"e EP ON C. cd 
6-43 46-45 46-43 
4 


Mažiausią reikšmę funkcija P(x) įgyja taške x = ———. 
46-43 
Vadinasi, lango pagrindas turi büti ilgio. 
J6- 45 


4 


A ` 
UMS CT 


492 
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13 pavyzdys. | lygiašonį trikampį, kurio kraštinių ilgiai 15, 15 ir 18, 
įbrėžtas lygiagretainis taip, kad trikampio ir lygiagretainio kampas prie 
pagrindo bendras. Viena lygiagretainio kraštinė x. 

а) Parodysime, kad lygiagretainio plotas S = 2450 5-х). 

b) Rasime lygiagretainio kraštinių ilgius, kai plotas didžiausias. 

€) Apskaičiuosime lygiagretainio didžiausią plotą. B 

Duota: AB = BC =15, AC =18, AF = x. 

Sprendimas. a) Pažymime AF = x. 

Tada BF =15—х (37 pav.). 

АЕВС ~ ААВС (panašumo požy- 
mis pagal du kampus, nes ZB — bendras 


C 
kampas, ZA=ZBFG - atitinkamieji E DH 
kampai, AC || FG ). Vadinasi, 37 pav. 
BF PG 15-х BG, ыш  I8(15-x) 6(15-x) 
ЯВ АС" B MAT 


Iš stačiojo A ABD , taikydami Pitagoro teoremą, randame BD: 
BD'-AB'-AD', BD? =15° -9 =225-81=144, BD=12. 
ААРЕ- ААВ (panašumas pagal du kampus, nes 24 ~ bendras 
kampas ir Z AEF = 2 ADB = 90° ). Vadinasi, 


АЁ БЕ ша ж РЄ, wi pp б Ак 
АВ ВР" К ЛЫ ME suu 
Lygiagretainio AFGH plotą apskaičiuosime taikydami formulę: 

S=AH-FE. 


Kadangi AH = FG, tai lygiagretainio AFGH plotas apskaičiuo- 
jamas pagal formulę S = FG : FE. Jau radome, kad 


2605-3) о рр 4х 
ЕС = 5 „o FEz $^ 


todėl lygiagretainio AFGH plotas, kaip kintamojo x funkcija, 
apskaičiuojamas pagal formulę 


b) Randame funkcijos S(x) išvestinę: 


у] -2405x-2y -2405- 
50) (24015-2) -445-2) = 305-22. 
Randame funkcijos S(x) kritinius taškus: 

$'(3)- 0, 3305-2)-0, 15-2x-0, x-7$. 


max 
Kritinis taškas priklauso WU 8: Sen. d WPS 
intervalui (0; 15). 0 75 is ^X 
38 pav. 


Nustatome funkcijos S(x) išvestinės ženklą kiekviename intervale, 
pasirinkdami skaičius iš šių das (38 pav.). 


kai х=1, tai 50)=2 Zs- Vm ty. S'()> 0, 


kai x=8, tai 5(8)= 21 205- 16)- -==, ty. S'(8) < 0. 


Vadinasi, х= 7,5 yra RN Eo ir funkcija tame taške įgyja 
didžiausią жиш 


80), 5-2 5:5-08-48|-2 22-28, 


25 = 54. 


S = 54, kai х. = 7,5. 
Vadinasi, T turi didžiausią plotą, kai viena jo kraštinė 
AF =1,5, o kita FG=Š. 05- 215 $25. 9. 


c) Lygiagretainio кыма plotas S... = 54. 
Atsakymas. b) 7,5 ir 9; c) 54. 


14 pavyzdys. Stačiakampis ABCD išsi- 
dėstęs koordinačių plokštumoje taip, kad kraš- 
uné AB yra ordinačių ašies dalis, o viršūnės C ir 
D yra atitinkamai parabolės y=-x7+2x-2 іг 
tiesės у-3-3х taškai, be to, viršūnės D 
abscisé priklauso atkarpai (0,12:1,2| (39 pav.). 

1) Kokia turi būti taško D abscisė, kad 


stačiakampio ABCD plotas būtų mažiausias? 

2) Raskite šį mažiausią stačiakampio plotą. 

Sprendimas. Sakykime, taško D abscisė yra /. Stačiakampio ABCD 
viršūnių koordinatės yra tokios: 


A(0;3-31), B(0;-17+21-2), 
Tada AD=t, 
DC -3-3t- C6 «21-2)23-3( 0 20422 0 - 8t S. 
Stačiakampio ABCD plotas S = AD- DC yra kintamojo £ funkcija 
5()-1-(2-5/-5)-0-58 + 5t , apibrėžta atkarpoje [0,12; 12]. 
Pabrėžiame, kad kintamasis t gali įgyti tiktai reikšmes iš atkarpos 
[0,12; 12] . 
Vadinasi, tolesnis uždavinio sprendimas susiveda | ploto funkcijos S(/) 


С(с-2-2:-2), (53-30. 


mažiausios reikšmės radimą atkarpoje [0,12;1,2]. Tuo tikslu rasime 
funkcijos S(f) kritinius taškus, priklausančius atkarpai [0,12;1,2], po to 
apskaičiuosime funkcijos S(t) reikšmes kritiniuose taškuose bei atkarpos 
[0.12; 1,2] galuose ir iš visų gautų reikšmių išrinksime mažiausią. 


Išvestinė S'(r) = 302 —10/ +5 lygi nuliui taškuose 
5-410 . , 54410 
3 37 


„= 


ir t, = 


Vadinasi, funkcija 5(/) turi du kritinius taškus 


5-410 Sedi 


ir h= 


„iš kurių tiktai pirmasis taškas 


priklauso atkarpai [0.12; 1,2] . 
Ло 


Apskaičiuosime funkcijos S(/) reikšmes kritiniame taške г = DR 
bei atkarpos [0,12; 1,2] galuose: 
5-410) (5-401 „(5-4/107 „5-410 
|| | -5| ——| +5-——— a142, 
3 3 J 3 3 
$(042) - 02? — 5-012? +5-0,12 = 0,529728 , 
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5(1,2)= 12? - 5.12? + 5.12- 0,528. 

Matome, kad funkcija S(r) savo mažiausią reikšmę, lygią 0,528, įgyja 
taške /=12. 

Taigi stačiakampis ABCD turi mažiausią plotą, lygų 0,528, kai 
viršūnės D abscisé 1-12 . 

Atsakymas. 1) 12 ; 2) 0,528. 


15 pavyzdys. Reikia pagaminti 4; talpos taisyklingosios ketur- 
kampės prizmės formos dėžę be dangčio. Kokie turi būti dėžės matmenys, 
kad jai pagaminti reikėtų mažiausiai medžiagos? 

Sprendimas. Dėžės (prizmės) pagrindo 
kraštinę pažymėkime x (40 pav.). 

Kadangi dėžės tūris И = х?.А, tai 


dėžės aukštis h=% Uždavinio sąlygoje 


duota, kad dėžės tūris V turi būti lygus 
4m’, todėl hz. АО pav. 
х 


Dėžės (be dangčio) paviršiaus plotas yra kintamojo x funkcija ir 
užrašomas formule: 


S(x) 2x! cAx- ho x! ax ex! +18, čia x» 0. 
х х 
Rasime funkcijos S(x) kritinius taškus: 
se)» (x +16) 28-25, $'(x)- 0, 2х-1б =о, 
х + х 


2x'-16=0, 2х”-16, x'-8, x-2. 


x! x»*90. 


2x'-16 0 pora 
Taigi funkcija turi vieną kritinį tašką х= 2. 
Įrodysime, kad šis kritinis taškas yra funkcijos S(x) minimumo 
taškas. Apskaičiuokime funkcijos S(x) išvestinės reikšmes jos pastovaus 
ženklo intervalų taškuose, pavyzdžiui, x=1 ir x=4: 
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5()--14«40, 5(4)-7»0. 
Taigi, į kairę nuo kritinio taško х= 2, t.y. intervale (0,2), išvestinė 
S'(x) įgyja neigiamas reikšmes, o į dešinę — teigiamas (41 pav.). 
Vadinasi, taškas x = 2 yra funkcijos S(x) minimumo taškas. 


minimumo 
taškas 


S'(x) ženklai: T GB 
0 i 2 „7 x 
Taigi funkcija S(x) įgyja mažiausią reikšmę taške x = 2. Tai reiškia, 
kas dėžei pagaminti mažiausiai medžiagos reikės, kai jos pagrindo 
(kvadrato) kraštinės ilgis lygus 2 m. Tokios dėžės aukštis 


41 pav. 


4 4 
A žo ty. B M: 
Atsakymas. Dėžės pagrindo kraštinės ilgis turi būti lygus 2 т, o 
aukštis — 1 m. 


16 pavyzdys. Taisyklingosios keturkampės prizmės formos vandens 
baseino tūris lygus 32 ст. Baseino dugną ir jo sienas reikia iškloti 
plytelėmis. Kokie turėtų būti baseino matmenys, kad jo apdailai reikėtų 
mažiausiai plytelių? 

Sprendimas. Pažymime pagrindo kraštinę x (42 pav.). Kadangi reikia 
išklijuoti baseino dugną ir sienas, tai turime rasti baseino paviršiaus plotą 

S= Sp t Sion = X t4xh 


ERA 4 18-22 
Baseino türis P= Su h-xh. 


32 


х? 


Vadinasi, x^h = 32 іг h= 


Sudarome paviršiaus ploto funkciją: 5 


S(x) 2 xi +4х- LRA 


== 
x 


Randame šios funkcijos išvestinę: 


3 

8(0-2х-12.. 2x dm 
x x 

Randame funkcijos S(x) kritinius taškus: 


3 
S'(x) = 0, E At х #0, 2(? -64)=0, x=4 cm. 


Įrodysime, kad su šia x reikšme funkcija įgyja mažiausią reikšmę. 

Kai х-1, tai 5()- 2123 --126, ty. S(I)«0. 

2-125-128 
25 


Kai x-5, tai 5(5)- = 4,88, ty. 5(5)»0. 


min 


S'(x) ženklai: Ç = Ми + 
0 4 


x 
43 pav. 


Vadinasi, x 24 yra funkcijos S(x) minimumo taškas ir šiame taške 
funkcija S(x) įgyja mažiausią reikšmę (43 pav.). Randame aukštinę: 


h=—=2 m. 


Vadinasi, baseino matmenys turi büti tokie: 4 mx 4 mx 2 m. 
Atsakymas. 4 mx 4 mx 2 m. 


17 pavyzdys. Kügio sudaromoji lygi 204/3 cm. 
a) Kokia turi būti aukštinė, kad jo tūris būtų didžiausias? 
b) Apskaičiuokite didžiausią kūgio tūrio reikšmę. 


Sprendimas. Kūgio tūris apskaičiuojamas 
pagal formulę 
V-lwH. 
Iš stačiojo AAOS (44 pav.) randame 
kūgio pagrindo spindulį 
К? = — H°, 


R'-(43]-H^, Е?=1200-Н7. 
Саша R? reikšmę įstatę į kūgio tūrio formulę, gauname: 


V= дэн :(200-н2) = L ali20041 — H). 
Randame šios funkcijos kritinius taškus. 
Apskaičiuojame V“ ir sprendžiame lygtį V'=0: 
у= {у 8й200н " 20) =10200-3Н°?)= т(400- н?) 


V'-0, л(400-Н?)=0, H?=400, H-20 (Н--20 netinka). 
Įrodome, kad ši H reikšmė yra maksimumo taškas intervale 
(0; 2043) (45 pav.). 


max 
0 20 200 H 
45 pav. 


Pasirenkame H reikšmes iš intervalų (0; 20) ir (20; 2043). 

Kai H =1, tai V'()2z(400-1)-399z, ty. V'(I)» 0. 

kai H -21, tai V'(21)- x(400-441)- –41л, ty. V'(21)«0. 

Vadinasi, H,,, = 20 ir su šia reikšme kūgio tūris įgyja didžiausią 
reikšmę, t.y. 


V(20)= 1x-20(1200- 203) 10009" „p saor 


Atsakymas. а) Н, = 20ст; b) V = кг 


ат. 

18 pavyzdys. | kūgį. kurio pagrindo spindulys А іг aukštinė H, įbrėžtas 
ritinys (46 pav.). 

a) Ritinio spindulį pažymėję x parodykite, kad ritinio tūris 
V()= m КИ 

b) Raskite, koks turi būti ritinio pagrindo spindulys x ir aukštinė A, 
kad į kūgį įbrėžto ritinio tūris būtų didžiausias. 
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Sprendimas. Ritinio tūris V = nr?h. 
Kadangi А 50,8 ~ А SOA, tai 


Pagal uždavinio sąlygą turime, kad 
ОО -h, OA-R, SO-H, 


ОВ=х, o SO,-H-h. 


H-h х к, р RH -xH 
T m iš čia A — wn лера 


Gautą išraišką įstatę į ritinio tūrio formulę, gauname: 
V(x)= ne? - HILL 

Randame funkcijos V(x) kritinius taškus: 
V(x)- (z T (RH? — Hx ) - БОВНк- 3Hx?)= 


Tada 


ма ое а), 


M 


V(x)=0, ——(2R-3x)=0, x= 28 (х-0 netinka). 


Reikia irodyti, Кай х= Би yra maksimumo taškas, kai x e (0; R). 


Pasirenkame reikšmes iš intervalų (o; 25) и (35: R) ir nustatome 
funkcijos V(x) ženklus šiuose intervaluose (47 pav.). 
max 
= агь. — a 
R 1 0 2R R x 
Kai IL ын : 47 pav. 
(К\_тНЕ .3R) лн К_тНК (R 
r(4)- 2R (2r 2 ) 22 47 193 
335 wi 
Kai x $^ tai 
(AR)  zH-AR(,a I2R] 4H (2R) ВНЕ „(4R 
(2 SR (2r 5 ) 5 ( С) -- 725 “(47 )<о. 
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Vadinasi, х-28. yra maksimumo taškas, o ritinio tūris su šia 


3 
reikšme įgyja didžiausią reikšmę. 
Randame ritinio aukštinę A: 
2RH 
p- 2 3 ЗЕН -28Н RH H 
R 3R 3R 3° 
Atsakymas. b) x- 28, h = 1. 


19 pavyzdys. | spindulio R rutulį reikia įbrėžti kūgį, kuris turėtų 
didžiausią šoninio paviršiaus plotą. 

a) Kokia turi būti kūgio aukštinė? 

b) Kam lygus didžiausias šoninio 
paviršiaus plotas? 

Sprendimas. | rutulį, kurio centras yra 
O, ir spindulys R, įbrėžto kūgio aukštinę 
SO pažymėkime x: SO = x (48 pav.). 

Iš brėžinio matome, kad 
AO, = SO, = R. 
Kūgio sudaromoji / = AS, 
o pagrindo spindulys r = 40. 48 pav. 


Randame atkarpos ОО, ilgį: OO, = SO- SO, =x- R. 


Iš stačiojo trikampio 400,, remiantis Pitagoro teorema, randame r: 
r -4R! - (x - Ry = A2xR- x. 


Iš stačiojo trikampio А5О, remiantis Pitagoro teorema, randame kūgio 
sudaromąją I: 1- Ух? « r?. 


Į šią lygybę įrašę gautąją r išraišką turime: 


1-үх (хк) = ух? +2xR- x° = У2хК. 


Vadinasi, kūgio šoninio paviršiaus plotas S,, = nr] = z 2xRÜxR _ x!) 


Nagrinėsime funkciją /(х) = 2xRÍ2xR — x?) ir rasime jos didžiausią 
reikšmę atkarpoje (0;2R). Aišku, kad su šia x reikšme kūgio šoninio 
paviršiaus plotas bus didžiausias. Randame funkcijos f(x) išvestinę: 


ГО) = (2xR(2xR-x*)) - (axe? - 2 R) =8xR2 -6х?®= 
= 2Rx(4R-3x). 


Randame funkcijos /(x) kritinius taškus: 


f(x)50, 2Rx(4R-3x)=0; iščia x=0 (netinka), „2 


Reikia įrodyti, kad x = E yra maksimumo taškas, kai x € (0; 2 R). 


Pasirenkame reikšmes iš intervalų (0:4) ir (2 2R) ir 


nustatome funkcijos f(x) išvestinės ženklus šiuose intervaluose (49 pav.). 


max 
ШЕШУ сиса. aco х 
0 AR 2R x 
49 pav. 3 


Kadangi, kai х= R, tai 
f(R)-2R(4R-3R)-2R, f(R)>0,0 


тэ? 
kai x=— tai 


КЕЗЕ эв-З8(ав-98)--38, (2) <о 


Vadinasi, taškas x = X yra maksimumo taskas. 


Didžiausią reikšmę funkcija f(x) įgyja kritiniame taške х= E 7 


Vadinasi, kai kügio aukstiné lygi E tai jo šoninio paviršiaus plotas 
S», уга didžiausias. Įrašę šią reikšmę į anksčiau gautąją Ssn išraišką, 


randame ieškomąjį didžiausią šoninio paviršiaus plotą: 
ын Ba 248. (48) [ik e 


3 3⁄3 
Atsakymas. a) 4 —;b) R R? 


20 pavyzdys. Stačiakampio formos sklypą, kurio plotas 540 m?, 
rengiamasi aptverti dekoratyvine tvora: du priešingus kraštus — vieline, o 
kitus du — medinių juostelių. 1 т vielinés tvoros kainuoja 30 Lt, o 
medinės — 50 Lt. 

a) Kokie turi būti sklypo matmenys, kad tvora kainuotų pigiausiai? 

b) Ar užteks 4000 Lt Siam sklypui aptverti? 

Sprendimas. a)Tegul vieno sklypo kraštinės ilgis lygus x m. 


Tuomet kitos kraštinės ilgis хн т. 


Sudarome sklypo mend kainos funkcija: 


(х) =2х:30+2.200.50, arba /(х) - 60x 439999. x>0. 


Randame šios funkcijos išvestinę ir prilyginame ją nuliui: 


54000, 
f'(x)=0, E =0, x230, хэ-30 (netinka). 
min 
I S 50 
8 36 > рау. 


Kadangi /'(20)<0 ir f'(50)>0, tai taške x=30 funkcija f(x) 
įgyja mažiausią reikšmę (50 pav.). 
Vadinasi, sklypo matmenys yra 30 mx 18 m. 


b) Kai x=30, tai 540 m? plotą aptversime mažiausia kaina, t.y. 
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mašiausia Капа 540 m? ploto sklypui aptverti lygi 


2-30-3042- 33050 =1800 +1800 = 3600 (14). 


Vadinasi, 4000 Lt užteks šiam sklypui aptverti. 
Atsakymas. a) 8 mx 30 m; b) Užteks. 


21 pavyzdys. Uždaros stačiakampio gretasienio formos dėžės 
pagrindas — kvadratas, dėžės tūris 320 dm?. Medžiagos, iš kurios pada- 
rytas dėžės dangtis ir dugnas, | dm? kaina yra 5 kartus didesnė už 
sienoms sunaudotos medžiagos 1 dm? kainą. 


1. Parodykite, kad tokiai dėžei pagaminti reikalingos medžiagos kaina 
g(x) nusakoma formule: 


g(x)= (ох? +1280), 


čia k — sienos medžiagos 1 dm? kaina litais, 

x — pagrindo kraštinės ilgis decimetrais. 

2. Kokie turi būti šios dėžės matmenys, kad išlaidos medžiagoms būtų 
mažiausios? 

Sprendimas. 1. Tegu dėžės aukštis H. Tada stačiakampio gretasienio 
formos dėžės tūris V = x?- H. Pagal sąlygą V = 320 dm?, tai 
320 


x. 


xl.H =320; iščia H = > 


Dėžės dangčio ir dugno kartu paémus plotas lygus 2x? dm?, o 
šoninių sienų paviršiaus plotas lygus 
320 1280 2 
"ze = — (ат k 
Medžiagos, iš kurios padarytos dėžutės dugnas ir dangtis, kaina 


10xŽk Lt. Sienoms sunaudotos medžiagos kaina lygi ын -k Lt. 
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Dėžės dugnui dangčiui ir sienoms sunaudotų medžiagų kainą g 
galime nagrinėti kaip pagrindo kraštinės ilgio x funkciją: 


g(x)= (ох? +1280). 
2. Suraskime mažiausią funkcijos g(x) reikšmę intervale (0; + хо). 


"B i2, 280), 8(5)-0, 20-1289 - 
х x? 


Kadangi pagal uždavinio sąlygą x yra kraštinės ilgis, tai x +0 ir abi 


0. 


paskutiniosios lygties puses padauginę iš x? #0, gauname lygtį 
20x? =1280, arba х? =64; iščia x=4. 


min 
- 1 + 
5] pav. 
0 4 “Яриа 


g'(1)<0, g(5)>0, todėl taške x=4, funkcija g(x) įgyja 
minimumą. 
Dėžės aukštis, atitinkantis reikšmę x = 4 dm, lygus 
320 _ 320.30 320 -20 dm 
x 4 
Taigi išlaidos medžiagoms bus mažiausios, kai dėžės matmenys уга 
4 dmx4 dm x 20 dm. 


Atsakymas. 4 dm x 4 dm x 20 ат. 


22 pavyzdys. Planuojant statyti pastatą, 

labai svarbu išsiaiškinti jo ekonomiškumą 

šildymo sezono metu. Norint nustatyti, kurį iš 

keleto pastatų šiuo požiūriu ekonomiškiau 

eksploatuoti, galima vadovautis tokia taisykle: wz 
Ekonomiskiausia eksploatuoti pastatą, kurio ` 2 

paviršiaus ploto (neskaičiuojant pagrindo ploto) 

ir tūrio santykis mažiausias. 52 pav. 


Kompanija planuoja statyti rutulio nuopjovos formos salę (А = 30 m) 


tokio aukščio, kad ją eksploatuoti žiemą būtų ekonomiškiausia (52 pav.). 
Kurią salę ekonomiškiau eksploatuoti - kompanijos pastatytą rutulio 
nuopjovos formos salę ar tokio pat tūrio kubo formos salę? 


Sprendimas. Rutulio nuopjovos šoninio paviršiaus plotas 
S-2xRH, tūris V = Зян 2(3R-H), 
kur А — rutulio spindulys, H — rutulio nuopjovos aukštinė. 


Įvedame ekonomiškumo funkciją f(x) rutulio nuopjovos formos 
pastatui; kuri yra nuopjovos aukščio H funkcija: 


fün-4 anr a ^ 
31H °(3:30-н) H-H 
Randame leistinasias H reikšmes: 

90H -H?»0, H(90-H)»0; iš čia 0< H «90. 
Randame f'(H): 


2 
гарч (хаан СЕЕ 


f'(H)-0, kai Н = 45. 


180(90-2н) 
(оон - 4?) 


с=з ле ANE CMS 53 
av. 
Н р 


0 45 90 
Kadangi /'(10)«0, /'(50)>0, tai vieninteliame taške Н=45 
funkcija f(H) įgyja minimumą, taigi ir mažiausią reikšmę (53 pav.). 


7 _4__1_ 
Tada /(45)= Sassi "A A 


Rutulio nuopjovos formos salei lygiatürés kubo formos salés briauna 
pažymime x. Tada 


JTH? (90-H)=>°, x= (зохи? -улН? А 


Kubo formos salės paviršiaus plotas 
2.1 3 
85-54 зєн -улН | | 


Įvedame kubo ekonomiškumo funkciją g(x), kuri yra argumento H 


funkcija: 
2 
з{(золн?- iur) ТИГ” 
#(ну=-———#—/—=5золн® Тан?) | 
30x - Lx? 3 
Randame g'(H): 


4 
є(Н)--3(06н2-дан?| 5 (болн-ян2)- 


s(60nH -xH?) 


x ox? - їнэ) 


g'(H)=0, kai 60xH -xH? -0, ty. Н-60. 


min 
s= e ur r AS 54 
V. 
0 60 00 Н? 


Kadangi g'(10)<0, g'(70)>0, tai vieninteliame taške H = 60 
funkcija g(H) įgyja minimumą, taigi ir mažiausią reikšmę (54 pav.). 


—L—- 52 
m o 3T 
603 ; Ч 60 6 


1 
9,6` 


Tada SUR — ccnl a 
m л. 60? - In. 60? 
Taigi, f(45)«g(60), todėl ekonomiškiau eksploatuoti rutulio 


nuopjovos formos salę. 
Atsakymas. Rutulio nuopjovos salė. 
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23 pavyzdys. Garlaivio kuro islaidos skirstomos | dvi dalis. Pirmoji 
dalis nepriklauso nuo greičio ir lygi 480 Lt per valandą. Antroji išlaidų 
dalis proporcinga greičio kubui, be to, kai greitis lygus 10 m. ji lygi 
30 Lt per valandą. Kokiu greičiu turi plaukti garlaivis, kad bendra išlaidų 
suma, tenkanti vienam kilometrui kelio, būtų mažiausia? 


Sprendimas. Sakykime, kad garlaivio greitis v m, garlaivis 
nuplaukė 1 km kelią. Tada laivo L valandų plaukiojimo išlaidos 
apskaičiuojamos pagal formulę 480. lev) : 


Kai v-10 m. tai 1000 = 30. L. Iš čia 
30 Es 3 
1000v" ^ 100v. 
Laivo bendrų išlaidų suma, tenkanti vienam kilometrui kelio, yra 
greičio funkcija: 


f(v)=480-— 


k= 


E v? - 289,0, 03v? ; čia ve (0; +). 
Randame Рета f(v) išvestinę іг prilyginame ją nuliui: 


О) 280 +006», f'()-0, 


EN 0, 
v? 


0,06v? 2480, v?-8000, v=20. 


min 


- 1 + 
< 55 pav. 


0 20 
Kai f'(10)«0, /'(30)>0, tai taške v=20 funkcija f(v) įgyja 
minimumą (55 pav.). 
Taigi bendra išlaidų suma, tenkanti vienam kilometrui kelio, bus 


500 


mažiausia, kai garlaivis plauks 20 +" greičiu. 
Atsakymas. 20 m. 


24 pavyzdys. Pirklys Vakarų uoste uz 1500 aukso monetų pasamdė 
laivą, kuris turi nuplukdyti jo prekes į vietovę, nutolusią nuo Vakarų uosto 
1000 km atstumu. Su laivo savininku jis sutarė, kad šis už kiekvieną 
kelyje išbūtą valandą grąžins pirkliui po 9 auksines monetas. Tariama, 
kad visą kelią laivas plauks pastoviu greičiu. Kai šis greitis lygus v т. 
tai kelio gale laivo savininkas privalo laivo komandai išmokėti premiją, 
lygią 10v auksinių monetų. Kokiu greičiu turi plaukti laivas, kad laivo 
savininko pelnas būtų maksimalus? Kam lygus šis pelnas? 


Sprendimas. Laivas kelyje išbus 1000 
roco _ 9000 
12 


valandų. Vadinasi pirkliui 


reikės grąžinti 9-— auksinių monetų. Savininko pelnas yra 


greičio v funkcija: 


2000 


Р(у) -1500-10v— >0. 


Randame funkcijos P(v) жа ir prilyginame ja nuliui: 


P'(v)- 104200, Р(У)-0, 
PEN 1092-9000, v?-900, 
y š 
v=30, у--30 (netinka). 3 pu 
+ t х 56 рау. 


Matome, kad Р(10)»0, P'(40)<0. Taigi, taške v=30 funkcija 
P(v) igyja maksimumą: Р(30) = 1500-300- 300 = 900 (56 pav.). 


Atsakymas. 900 aukso monetų; 30 m 


VI DALIS. PIRMYKSTÉ FUNKCIJA 
IR INTEGRALAS 


1 SKYRIUS. PIRMYKSTÉ FUNKCIJA IR 
NEAPIBRÉZTINIS INTEGRALAS 


1.1. PIRMYKSTÉS FUNKCIJOS SAVOKA 


Pagrindinis diferencialinio skaičiavimo uždavinys — rasti funkcijos 
išvestinę. Dažnai tenka spręsti atvirkštinį uždavinį – ieškoti pačios 
funkcijos, kai žinoma jos išvestinė. Jei prisimintume mechaninę išvestinės 
prasmę (kūno nueito kelio s(/) išvestinė laiko atžvilgiu yra to kūno greitis 
v(t) ), tai atvirkštinis uždavinys būtų toks: 

atkurti materialiojo taško nueito kelio priklausomybės nuo laiko dėsnį, 
t.y. rasti funkciją 5(/), kai žinomas to taško greičio priklausomybės nuo 
laiko dėsnis, t.y. funkcija у(х). 

Kai žinodami funkcijos išvestinę ieškome pačios funkcijos, sakome, 
kad ieškome pirmykštės funkcijos. 

Apibrėžimas. Jeigu funkcijos F(x) išvestinė yra f(x), ty. 
F'(x)2 f(x), tai funkciją F(x) vadiname funkcijos f(x) pirmykšte 


funkcija. 


Taigi materialiojo taško nueito kelio priklausomybės nuo laiko 
funkcija 5(/) yra jo greičio priklausomybės nuo laiko funkcijos v(r) 
pirmykštė funkcija. 


1 pavyzdys. Kadangi (х*) =4х°, tai funkcija F(x)-x' yra 


funkcijos /(х) = 4х° pirmykštė funkcija intervale (- оо; + оо). 


2 pavyzdys. Kadangi t3 -x tai funkcija F (29-18 уга 


funkcijos f(x)- x° pirmykštė funkcija (—со; +оо). 


3 pavyzdys. Funkcija f(x)- — pirmykštė funkcija intervale (0; + оо) 


-K|- 


уга F(x)=Inx, nes F'(x)- (Inx) -1 tame intervale. 


4 pavyzdys. Funkcijos /(х) = соѕх pirmykštė funkcija intervale 


(о; +оо) ууа F(x)=sinx, nes F(x)=cosx= f(x) nurodytame 
intervale. 
Bet kuri funkcija /(x) turi be galo daug pirmykščių funkcijų. 


5 pavyzdys . Lengva pastebėti, kad Nm 


R=}, Б) =12* +1, E()- + =х*+2, Ед) e ii -3 


уга tos pačios funkcijos f(x)- x^ pirmykštės, nes 


F(x)= (is j- x F(x)= (1 =x бы) =>, 


Ех) = ( =x +2) =x, Fi(x)= (16 -3| zx. 
Apskritai su bet kokiu skaičiumi C funkcija 


F(x)- i" +С yra funkcijos f(x)=x* pirmykštė, nes 


F'(x)- (1 х єс) (18) +С'= х = у(х). 
Keisdami С reikšmes gauname vis kitas tos pačios funkcijos 


f(x) = x! pirmykštes. 


Išnagrinėję šį pavyzdį, galime suformuluoti pagrindinę pirmykštės 
funkcijos savybę. 

Jei F(x) yra funkcijos f(x) pirmykštė funkcija, t.y. F'(x)= f(x), 
tai bet kurią kitą funkcijos f(x) pirmykštę funkciją galima užrašyti taip: 
F(x)+C, čia C – skaičius. 
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Taigi žinodami vieną funkcijos f(x) pirmykštę funkciją F(x), visas 
kitas šios funkcijos pirmykštes funkcijas gauname iš reiškinio F(x)+C 
įstatydami vietoj C skaičius. 

Pateiksime pagrindinių elementariųjų funkcijų pirmykščių funkcijų 
lentelę. 


Pirmykštė Pirmykštė 


sinx —cosx +С 


a',a»0,azl "c tgx+C 
ка — 
Z 1 
е e'«C = -cigx+C 
sin? x 


Ieškodami pirmykščių funkcijų, remiamės tokiais teiginiais. 


1) Jeigu F(x) yra funkcijos f(x) pirmykštė funkcija, o G(x) yra 
funkcijos g(x) pirmykštė funkcija, tai funkcija F(x)+ G(x) yra funkcijų 
sumos /(x)+ g(x) pirmykštė. 

2)Jeigu k yra skaičius, F(x) yra funkcijos f(x) pirmykštė 
funkcija, tai funkcija А - F(x) yra funkcijos k- f(x) pirmykštė. 


3) Jeigu funkcija F(x) yra funkcijos /(x) pirmykštė funkcija, o a, 
b (a=0) du skaičiai, tai funkcijos g(x)= f(ax+ b) pirmykštė funkcija 
yra funkcija LF(ax +b). 

Išspręsime keletą pirmykštės funkcijos radimo uždavinių. 
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6 pavyzdys. Rasime funkcijos f(x)=(3x+2) pirmykštę funkciją 
F(x), tenkinančią sąlygą F(0)= 2. 


Sprendimas. Kadangi funkcijos х" viena iš pirmykščių funkcijų yra 
5 
funkcija E tai, remiantis trečiuoju teiginiu, funkcijos f(x) = (3x 2) 
viena iš pirmykščių funkcijų yra funkcija 
1 @х+2) ; (3x+2) 
2 g ЭЭ 70 ^ 
Vadinasi, funkcijos /(х) = (3x42)! pirmykščių funkcijų bendras 
pavidalas yra: 
БО? Eu C. 


Pagal uždavinio sąlygą F(0) = — , todėl gauname lygybę 


(3-0+2) _ 2 32 E a duxi < 
15 ҮС 5 ty. is*C 71s iščia C=-2. 
cut ieškomoji pirmykštė funkcija, tenkinanti sąlygą 


Е(0) = —, yra tokia: 


pr 


F(x pet -2. 


Atsakymas. Е(х)- Bod. 2. 


7 pavyzdys. Rasime funkcijos f G9)» pirmykštę funkcija, 
kurios grafikas eina per tašką M (1; 9). 
Sprendimas. Kadangi funkcijos L viena iš pirmykščių funkcijų yra 


funkcija In| х |, tai, remiantis trečiuoju teiginiu, funkcijos 


1 


fis 4-3x 


viena iš pirmykščių funkcijų yra funkcija 
-Linj4 -3x|. 
3 


Vadinasi, funkcijos /(х) = iu pirmykščių funkcijų bendras 
pavidalas yra 
F()=-Žin|4-3x]+C. a) 

Kadangi pirmykštės funkcijos F(x) grafikas eina per tašką M (1; 9), 
tai to taško koordinatės x=1, y=9 turi tenkinti (1) lygybę, t.y. turi būti 
teisinga lygybė F(1)=9. 

Gauname: 

1 


L "RM ый 21 айн 5 
-31n|4-3-1|+C=9, —-Inl&C-9, -д:04С-9, C-9. 


Taigi C = 9. Įrašę šią konstantos С reikšmę į (1) lygybę, gauname: 
F(x)= 9- Žinia -3x|. 


Atsakymas. F(x) -9- 1In|4-3]. 


8 pavyzdys . Rasime funkcijos f(x)-sin(2x) pirmykštę funkciją, 
tenkinančią sąlygą 3) 22. 


Sprendimas. Remiantis trečiuoju teiginiu, funkcijos /(х) = sin (2 x) 
viena iš pirmykščių funkcijų yra funkcija 
- jos (2x), 
о visų pirmykščių funkcijų bendras pavidalas уга 
F(x)= -Žcos(24)+C. 


Kadangi F (5) =2, tai gauname lygybę: 


1 л m " 2 
-уо2-%)+С=2, arba 20955 +C -2, ty. C2. 


Tada ieškomoji pirmykštė funkcija уга F(x) = 2 — 5005022). 


Atsakymas. F(x)-2- 395»). 


1.2. NEAPIBRÉZTINIS INTEGRALAS IR JO SAVYBĖS 


l.l. skyrelyje išsiaiškinome, kad žinodami vieną funkcijos f(x) 
pirmykštę funkciją F(x), visas kitas šios funkcijos pirmykštes funkcijas 
gauname iš reiškinio F(x)+C įstatę vietoj C skaičius. 


Pavyzdžiui, jei viena funkcijos /(x)=cosx pirmykštė funkcija yra 
F(x)=sinx, tai visas kitas funkcijos f(x) pirmykštes funkcijas 
gauname iš reiškinio ѕіпх+ С įstatę vietoj С skaičius: 

kai C=1, gauname pirmykštę funkciją sinx+1; kai С--0,5, 
gauname pirmykštę funkciją sinx — 0,5; 

kai C =20, gauname pirmykštę funkciją ѕіпх+ 20 ir t.t. 

Taigi reiškinys F(x)+C, kai Ce R apibrėžia visų funkcijos f(x) 
pirmykščių funkcijų aibę. Akivaizdu, kad funkcijos f(x) pirmykščių 
funkcijų aibė yra begalinė. 

Apibrėžimas. Funkcijos f(x) visų pirmykščių funkcijų aibė 
vadinama funkcijos f(x) neapibrėžtiniu integralu ir žymima taip: 

[/6)dx . 

Skaitoma: „integralas ef iks dé iks“. Remdamiesi apibrėžimu galima 
rašyti: 

[/Qax- F(x)+C; (1) 
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čia F(x) yra viena iš funkcijos f(x) pirmykščių funkcijų, t.y. 
F'(x)= f(x). Taigi 


(одах) = ло. 


Zenkla | vadiname integralo ženklu, /(x)- pointegraline 


funkcija, f(x)dx – pointegraliniu reiškiniu, x- integravimo 


kintamuoju, C – integravimo konstanta. 


(1) formulė rodo, kad norint apskaičiuoti funkcijos f(x) 
neapibrėžtinį integralą, reikia rasti vieną tos funkcijos pirmykštę funkciją 
ir prie jos pridėti C. Neapibrėžtinio integralo apskaičiavimą vadiname 
integravimu. Integravimas yra atvirkščias veiksmas diferencijavimui. 
Išspręskime keletą pavyzdžių. 


1 pavyzdys. Apskaičiuosime neapibrėžtinį integralą Í x' dx. 
Sprendimas. Kadangi viena iš funkcijos /(x)=x* pirmykščių 
funkcijų yra funkcija 
ss ET. : Sor cse 28 
F(x)- cx , tai [x ах==х +С. 


Atsakymas. La +C. 


2 pavyzdys. Apskaičiuokime neapibrėžtinį integralą J2*ds. 


Sprendimas. Kadangi viena iš funkcijos /(х)-25 pirmykščių 


funkcijų yra funkcija 
Е(9-42», tmi [dx= +C 
wedge т qr pte 
Atsakymas. 2 +С. 
in2 
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3 pavyzdys. Apskaičiuokime neapibrėžtinį integralą [3x4 x. 
Sprendimas. Kadangi viena iš funkcijos /(х)= Зх? pirmykščių 
funkcijų yra funkcija 
F(x)2x, tai J3xax-x +С. 


Atsakymas. x? «C. 


Pateiksime pagrindinių neapibrėžtinių integralų lentelę (dešinėje 
pusėje yra patikrinimas): 
1. [dx=x+C, nes (x+C) =1; (С — skaičius). 
al 


2. [=a 1 = 2 *C,az-l,nes 
а +1 


, 
а +1 
x 1 - 
= (a+1)x**! 1 í ` 
«+1 «+1 


3. [4®=шщхї+с, х=0 
x 
Patikrinimas. 1) Tegu x>0. Tada |x|-x іг In|x| -Inx. Šiuo 
atveju gauname: 
(m|x|+C) = (Inx+C) = (пх) +C'=+, Ly. [j£ хирс. 
2) Tegu x «0. Tada |х| = —x. Šiuo atveju gauname: 


(In[x|+C) = (In(-x)+C) =(In(-x)) +=} C=, ty. 


d ^ 
= =1п|х|+С. 
+ 
Vadinasi, trečia formulė teisinga, kai х z 0. 


4. [e4x-e +C, nes (e) ==. 


aec a EÉlei asl ug 
5. Ja'dx=—+C, nes (87 = (a) = са їпа=а*, 
а>0, а+1. 
6. [eosx dx - sinx «C , nes (-совх) =sin x. 
7. [зїпхах =-созх+С, пе$ 


(— cos x) = - (cos x) = -(-sinx) - sinx. 


8. | Ex =н, пеѕ (tg x) = Qxtlenk,keZ. 
cos? cos! x 2 


9. йн =-ctgx+C, nes (ох) = хөл, keZ. 
2 
sin? x 


1 
sin! x ' 
Suformuluosime  neapibréZtinio integralo skaičiavimo taisykles 
(neapibrėžtinio integralo savybes). 
1 taisyklė. Pastovų dauginamąjį galima iškelti prieš integralo ženklą: 
[кодах = k [ /Сдах. 


2taisyklé. Dviejų funkcijų sumos integralas lygus tu funkcijų 
integralų sumai: 


[oo + g(x))dx = [70ах + | ёСдах А 
3 taisyklė. Jei | /(x)dx = F(x) +С, tai 
| (ax bax = LF(ax+b)+C. 
Šiomis taisyklėmis (neapibrėžtinio integralo savybėmis) ir 
neapibrėžtinių integralų lentele remiamės skaičiuodami sudėtingesnių 


funkcijų neapibrėžtinius integralus. Pateiksime neapibrėžtinio integralo 
skaičiavimo pavyzdžių. 


4 pavyzdys. Apskaičiuokime neapibrėžtinius integralus: 


с) |/3-5хах: 
4. x 
d) тз: е) Гесер? 0 E ах: 


е) fi sdz; 


a (ax«3y adx; b) ((7-2х) ах: 


h) [со5(3-2х)ах; i) cy 


k) [>> Žaijas; 


1 fe" -e7)as; m) [Sin (5x) - 3cos(43)) dx. 


» [Ez cer 


2+1 
Sprendimas. а) Їїхэзу diet сыз) 


s Lav aa 
4 m ШШЕ С=ту(4х+3) +С. 


“адёлш1 UL uM ИРТА 
b [0-22 dx= z a +С” 7223 +С= 


2d (ох-7у 
=o 7) «C. 


+1 
с) |43- 5х dx = |(3- 5хўїйх=-+ BM us 


z+! 
6-5) «Cu G-5xy +С. 
3" 3 
2 
dx 1 
d) 25 = 1914х+31+С. 
9 [—2- јоха. 50 = аны 
(2х d í -2+1 Е 
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-1 
. (хэ) ЗӨ эг ни х нэн, 


1 
2 4 20х+1) ^ 4x42 


f) [ease lens +С. 


1 sten gixe? 


4х+1 1 (сөн l. 
9155 dx=3 [5 drea t gos € 


b) [со5(3-2х)ах= | со(-(2х-3))4х- [соз (2х-3)ах= 


= узїп2х-3)+С. 


d a гв(х- 1)+С. 


А x 1 
sis (dk. 
b rni 298( ) 


х = 
1 А +2Im|x|+x+C= 
2 


-Adx + 2In|s| ex C. 
e 1x -3x lun (lux E 
р f(e )dx = j dx- [e ах=5е ( 3° |с- 
1 2х 1 -3x 
=€ +3 +С. 
m) [(sin (52) -3cos(4x))dx - -үооз(5х)-3 . Žsin(4x)+C = 


zo -34 
= s cos x) j5in(43) «C . 
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5 pavyzdys. Pertvarke pointegralinę funkcija, apskaičiuokime neapi- 
brėžtinius integralus: 


a) (зэ? 1) ax; b) [0+0 -х)ах; c) x ax: 

à | 25: е) [V2xV2x dx; f) [sin "odis 
Ух 

g) |sinx(cosx-- 5) dx ; h) |(їпх- cos(4x) - cosx-sin(4x))dx;; 


i) СЭ 4x-sin'4x)dx; j) [asin 400940052 dx. 


Sprendimas. 
a) [2 +1) хах- |(зх° -Vx Ух)ах= fo? * Эс 1 


3 1 


3 n Eo a.d žo т" 
- |3х?ах+ [ax =3 |>?ах+ [ах =з. = + 1 +С= 
541 Z+1 
2 2 
i 3 5 3 
Q3x* (31 ес 63,2 3,с 6/5,2/5 
E x mM +3* +С=- х +e «c 
2 2 


b) fe«n-»)ax- (2х-х «2-x)ax- 


2 3 
=2-5--5-+2х-5-+С=?-1*+2х-у?+С. 


9 [Za = s ЗБЕ 


d) x= ax= G) n Je- 


5+1 29 
5 3 5 3 
29.07.397 odas 285 248 6. 
“ЭНЭЭ 3 5 3 Ë 
3 3 
2х?/х 2х4х 
De MEUS *C. 


e) ĮN2x/2x dx= [2393-Q3*4x- p: m. Ag de 


3 
3! 


3 3 
-x*dx- 48. [-ах= 58 22-АС|- 


iu 
7 
Mg. Ja .4.4/,7 „Ya. 3]. 5.4? 
„V c „48 -4-ix p Aset e 
T 7 7 
4 
n 3 
„4x Эх +С. 
Six 4, {[1—сх,_Г1_1 -Lo Es 
f) [sin 54x- | 2 4х= ||; уоозх|4х= 3 Ąsinx+C, 
čia keisdami pointegralinį reiškinį зіп? > reiškiniu ыы 


trigonometrinę formulę 1 – cosx = 2sin? > 
g) [зїп х(соз х+ S)dx- [Ginx -sinx +5sinx)dx = 


= [sin x-cosxdx + [5sin xdx= fžsin (2x)dx + [5sin xdx= 


- 1 [sinQx)dz e 5fsinxdx =—1--усоз(2х)—5созх+С = 


pritaikeme 


--4005Qx)- Scosx e C. 
h) ((sinx -cos(4x)  cosx -sin(4x))dx = [sin (x- 4x)dx = 
= [sin(-3x)dx = [(-1)-sin Gx)dx =- [sinG3)ax = 
= (73:63) +С=тсов@лх)+С. 
i) [(сов*4х-зїй*4х)4х= (со8 4x)* - (sin? 4x)')ax- 
= [(cos* 4x + sin? 4х) (cos? 4x — sin? 4x)dr = f1- cos&xax = 
= [eos&xax - 1. sin&x «C =} 


8 8 


cos? 4x «sin? 4x - 1 ir cos? 4x - sin? 4x = cos8x. 


sin8x +С; Čia pritaikėme formules 


i) (4sinžcosžcosždx= [2.2sinXcosX cos X ax = 
j) [Asin cos 085 dx = P 2sin—cos cos; dx 


= [2-sin[2 2 | cos q x= l2sinXcos* 4x - Isinxdx=— 
-р sin(2 x) соѕ dx Į2sinžcos dx Įsinxdx cosx + C. 


2 


Atsakymas. a) $48 «34? «c; b) х лб 2х +С; 


2 4 3 
с) 24? - Mx +С; d) zw A em +С; e) A +С; 


5 7 


f) 1i-isms4c; g) -{05(2х)-5созх+С; һ) 1с05(3х)+С; 


2 


i) $sin8x+C; j) -cosx +C. 
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2 SKYRIUS. APIBRÉZTINIAI INTEGRALAI 


2.1. KREIVINÉ TRAPECIJA IR JOS PLOTO 
SKAICIAVIMAS. APIBRĖŽTINIO INTEGRALO SAVOKA 


Sakykime, kad duota tolydžioji funkcija f(x), igyjanti tiktai 
neneigiamas reikšmes su visomis argumento x reikšmėmis iš uždaro 
intervalo [a;b], t.y. /(х)20, kai x e[a;5]. 

Apibrėžimas. Koordinačių plokštumos figūra, apribota tolydžios 
uždarame intervale [a;b] funkcijos у = f(x) grafiku (/(x)2 0) ir tie- 
sémis y=0, x=a, x=b, (a«b) vadinama kreivine trapecija (1 pav.). 


1 pav. 


Ši figūra vadinama kreivine trapecija todėl, kad jos forma primena 
mums gerai žinomą plokštumos figūrą — trapeciją. 


Jeigu minėtoji funkcija f(x) yra 
tiesinė (f(x)=cx + d), tai figūra, apri- 
bota tiesinės funkcijos f(x) grafiku 
bei tiesėmis у-0, x=a, x=b ir yra 
mums įprasta trapecija (2 pav.). 


Šiame skyrelyje išmoksime apskaičiuoti kreivinės trapecijos (1 pav.) 
plotą. 2 paveiksle pavaizduotos trapecijos plotą skaičiuoti jau mokome iš 
geometrijos kurso: 


S= DM -(b- a). 
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Jei funkcija f(x) nėra tiesinė, tai, priklausomai nuo šios funkcijos 
išraiškos, galime gauti vis kitokią kreivinę trapeciją, todėl visoms joms 
tinkančios formulės plotui skaičiuoti nėra. 

Apytiksliai kreivinės trapecijos plotą galime apskaičiuoti pakeitę ją iš 
siaurų stačiakampių sudaryta figūra. Norėdami apskaičiuoti kreivinės 
trapecijos 4,4BB, (3 pav .). Pasirinkime natūralųjį skaičių и (n>1) ir 
intervalą [a;b] padalykime taškais а-х,, x, х,,..., X. =b 
(s, «X S Xy < <x,) į n vienodo ilgio intervalų. Kiekvieno intervalo 
ilgis yra 


Яо 7a (k 20,1,2,..., n-1). 


Kiekvieną раша intervalą [.:x,.] laikydami kraštine, 


nubraižykime stačiakampį, kurio pagrindas yra Ax, o aukštinė Р). 


Gausime laiptuotą figūrą, susidedančią iš stačiakampių (3 pav.). 
Apskaičiuokime jos plotą. 


72222 


2 


2 


Stačiakampio su pagrindu Їх, xul plotas lygus 
СЭР БЭРЭН) ty. Ах. f(x,..). 
Sudéje visus šiuos plotus, kai k-0,1,2,...,n—1, gausime iš 
stačiakampių sudarytos figūros plotą 
S, = Ax: f(x )+ Ax- /(х,)+...+Ах- /(х„), 


čia Ax 579 


„ X, =a+k-Ax. 


Jeigu stačiakampius braižytume laikydami jų pagrindu tą pačią 
atkarpą [x S. Ji o aukštine f (х,), gautume laiptuota figüra (4 pav.), 
kurios plotas 

S, = Ax: f(x, )+ Ax: f) oe Ax fl, |). 

Akivaizdu, kad kuo didesnį n pasirinksime , tuo figūra, sudaryta iš 
stačiakampių, bus panašesnė į kreivinę trapeciją. Vadinasi, kai ” nea- 
prėžtai didinsime, jos plotas artės prie kreivinės trapecijos ploto, t.y. kai 
n— +e, tai S, —^ S ir 5, — S (čia S — kreivinés trapecijos plotas): 


S= lim S, = lim S7. 


Taigi kreivinés trapecijos, kurią koordinačių plokštumoje apriboja 
tiesės у-0, x=a, x=b (а<Б) ir tolydžios funkcijos f(x) 
(f(x)20) grafikas, plotas S lygus figūrų, sudarytų iš stačiakampių, 
plotų S, (arba S, ) sekos ribai, t.y. 


S= lim S, = lim S7. 


no n 


Šią ribą vadiname tolydžios uždarame intervale [a;b] funkcijos 
b 
f(x) apibrėžtiniu integralu intervale [a;b] ir žymime |/(дах. 


Skaičius a, b vadiname integravimo гё ан: а apatiniu, b- 


viršutiniu, o funkciją /(x)- pointegraline funkcija. Intervalas, kurio 
galai a ir b, vadinamas integravimo intervalu. 


Taigi kreivinės trapecijos, apribotos neneigiamos tolydžios funkcijos 
f(x) grafiku ir tiesėmis y 20, x=a, x=b, plotas išreiškiamas formule 


b 
5-|/(д4х. () 
Jei /(х) 50, tai kreivinė trapecija уга ро ašimi Ox (5 pav.). Tada 


integralas (1) lygus kreivinės trapecijos plotui, parašytam su minuso 
ženklu: 


у= f(x) 
f(x) «0, x e[a; b] 
5 pav. 

Bendru atveju (1) integralas lygus figūros, kurią koordinačių 
plokštumoje apriboja tiesės у-0, х-а, x=b ir funkcijos y = f(x) 
grafikas, dalių plotų algebrinei sumai: tų dalių, kurios yra virš Ox ašies, 
plotai į sumą įeina su pliuso, kurios yra po Ox ašimi — su minuso ženklu. 


Pavyzdžiui, jeigu duota funkcija у= f(x), kurios grafikas 
pavaizduotas 6 paveiksle, tai 


b 
[704х=5,-5,+5,-5,+5,. 
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2.2. NIUTONO IR LEIBNICO FORMULÉ. 
APIBRĖŽTINIO INTEGRALO SAVYBĖS 


Tegu f(x) yra tolydi už- 
darame intervale [a; 5] funk- 
cija, o F(x) yra jos pirmykš- 
tė funkcija intervale [a; 6]. 


7 pav. 


Yra įrodoma, kad jei F(x) yra funkcijos f(x) pirmykštė funkcija 
uždarame intervale [a;b], tai kreivinės trapecijos А, ABB, (7 pav.) plotas 


lygus pirmykštės funkcijos F(x) reikšmių intervalo [a;b] galuose 


skirtumui, t.y. 
$ = F(b)- F(a). a) 


2.1. skyrelyje išsiaiškinome, kad kreivinės trapecijos plotas 


S= f f(x)dx. 2) 


Sulygine (1) ir (2) lygybiu dešiniąsias puses, gauname lygybę: 


|/(дах- F(9)- F(a); G) 


čia F(x) yra funkcijos f(x) pirmykštė funkcija. (3) formulė 
vadinama Niutono ir Leibnico formule. 


Dažnai, kad būtų trumpiau, skirtumas F(b)- F(a) žymimas ғо) А 
Naudojant šį žymenį Niutono іг Leibnico formulę galime užrašyti taip: 


[/@)ах= FO). (4) 
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Užrašysime (be įrodymo) tokias apibrėžtinio integralo savybes: 
b b b 
1. [ио + g(x))dx = [0а E [269dx 5 


2: Ir -fG)dx-k вэ, 


b с b 
3. |/(сдах = [| /О)ах+ | /(х)ах : 
čia f(x) ir g(x) yra tolydžios intervale [a;b] funkcijos, К- 
skaičius, c — intervalo [a;b] taškas. 

Pateiksime apibrėžtinio integralo skaičiavimo pavyzdžių. 
3 

1 pavyzdys. Apskaičiuokime apibrėžtinį integralą | хх. 
2 

Sprendimas. Kadangi funkcijos /(х)-4х” pirmykštė funkcija уга 


4 
Е(х)=4-5-=х*, tai 


3 
| сах-х | -35-25-31-16-65. 
2 


Duotajam integralui galėjome pirmiausia pritaikyti apibrėžtinio 
integralo 2 savybę. Tada gautume: 


3 3 3 
Jae] (5 ЕЕЕ 
2 2 2 


Atsakymas. 65. 


4 
2 pavyzdys. Apskaičiuokime apibrėžtinį integralą [C x'+5x- 4)dx : 
1 


Sprendimas. Remdamiesi apibrėžtinio integralo 1 ir 2 savybėmis, 
gauname: 


(оза) |а  хас- aa 
1 1 1 


— 


9 
dx 9 
P4 aure 024 25 z24x| -2(49-4)-2:2-4. 
-4Р des sfxdr- ja-- 5|. S mas] {л к-ды. 
2 ' : } Atsakymas. 4 
„(E s (4-4-4-5--1(9 р) S9 -)-44-5- 


1 
4 pavyzdys. Apskaičiuokime apibrėžtinį integralą Po? ax. 
0 


=-21+375-12=45. 
1 1 
Atsakymas. 4,5. 1 12 2а š З 
Sprendimas. [Уг ax = | ax = == E = 
Tačiau dažnai duotąjį apibrėžtinį integralą skaičiuojame trumpiau. 0 0 3* Ї „al o 
Kadangi pointegralinés funkcijos /(х) = -х? +5х-4 pirmykštė WB 3.05 3 3 
funkcija yra EE PONENS яна mm. 
Е(х)- Eum 4х, tai Atsakymas. 3 
3*7 , 21 
4 3 5x! 1 
| (x? e 5x- 4)ax = C ey => me 45) = 5 pavyzdys. Apskaičiuokime apibrėžtinį integralą fe dx. 
1 1 0 
8 5-4? P 5-1 РЕКЕ fea TR 
|= -4-41-|-1- -4-1|- rendimas. |e'dx-e'| -e'-e'ze-l. 
| 3 * 2 4 J | 3773 4 ) р | R 
_( 64 1.5 _ 64 1 5 _ Atsakymas. е-1. 
-(- S D ( 14 4)- 2+40-16+1-244-45. ” 
Atsakymas. 45. 6 pavyzdys. Apskaičiuokime apibrėžtinį integralą [za 
1 


9 | (1 “_ Ld xs 
3 pavyzdys. Apskaičiuokime apibrėžtinį integralą | Sprendimas. rs -In| x||; = Ine- Inl 21-01. 
1 


Sprendimas. Kadangi pointegralinés funkcijos Atsakymas. |. 


/@=-==х E TT nės t. 
7 pavyzdys. Apskaičiuokime apibrėžtinį integralą | sinxdx. 
pirmykštė nakd yra $ 
gt : Їл х 
ны . Sprendimas. | ѕіп хах = –соѕх |5 = - (cosa – соѕ0) = -(-1-1)- 2. 
Е(х)= —— - 24x , tai | ° 


1 
-3*! Atsakymas. 2. 
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i 1 i 37 |! 
8 pavyzdys. Apskaičiuokime apibrėžtinį integralą | de 2 f 579 + | Ludzas Žž + 2 " 3. Vx [= 
„Sin x 2 0 7 А 9 
4 
i а NA 3 
Sprendimas. | ds =-сїгх|? = -(св®-аа+)=-(0-1)=1. э” —|+0- 0-24 1=17. 
* Sin? х + 2 4 
+ 
Atsakymas. 1. ын ¿š 
Pateiksime sudėtingesnių apibrėžtinių integralų skaičiavimo 2. f(x )es- сэ eju xdx- ja x aes] х? dx= = 
pavyzdžių. ! : : 
yr Lg 
9 pavyzdys. Apskaičiuokime apibrėžtinius integralus: = -aj i анар zo. 43.2 -44Х| eae - 
1 4 2 1 1 1 1 
->+1 =+1 
1. Jes «as, 2. fomes jas. з. | с-1у 4х, п X3 
рту 1 
: "07 : -(1-44-4-1)-04Р - 248 )- 414-18. 
4 |(-2х/ах,./5.|-2-, 6. |та, 
0 1(+2) 2 2 
3d $ dx 3 jæ- 60° E sQ lo y Lay 
8. , 9. sin dx, ў 5+1 6 6 6 
4! 2х-3” zs f | 1 i i 1 
: А i E Zoe i 
10. [5 sin(2x)dx, 1. [соз(лх)ах, б eo) 
x 1 3 
$ Tq 1 (1422)"' 1 eL. 
К | 4. (E 20 E E 
13. |sin? x dx, 14. Гнахсовхах, 15. [e ax, H 2401 1 
f J | =ў@+2. зу EE 9j = 5 -.-300. 
2 т & 
dx Ї ах dx 
16. L 17. : 18. - : 1 2+1 = ji 
== 3 cos? 3x) Гоз 5. | dx мг dx Lex E. A 
12 MIS 2y -241 p x+2 
Sprendimas. 1 Is Arijas“ [e Alkan а -(75-25)--[3-)-ž 
1 5 Ž 1-2 -142 3 3 
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e атас охар "о хой, 


=1/0х- Dy F| =; l(fa-s-y -Ja1-w)- 16 407-1)-34. 


3 


(2x+3) 2 рч 


нь АА. 


1 
77 ах = 


1. 
2 
5) 
3 


L хер = 41383-10183 - 45-41 -2. 


2 Li 
6 6 
6 6 
4х -L (x+3) 2 (x+3)2 
8 -1(х43) 2ах- 
сүх: | ) -z+1 5 
' 1 


2x 
k... — X 
9. a = 3cos 


sin(2x)dx = — 500 оз); 


ИА К 
“2 2 3j 2 2) 4 


оч» “ээн 


“| соѕ(лх)ах = Lsin d 


177 
zl 4 


=d Hsin (x -0)- sin (25 - 


2. n. cos(4x)dx = in 21 


MOETE 


o tnj a 


-iGinz sin0) - 1(0-0)-0. 


13. Taikome formule sin? x - 30 —cos(2x)). 


jw xdx- jo —cos(2x))dx = тЇ -cos(2x))dx = 


=у(т+л)=л. 


Hx- $sin e) E 


14. Kadangi sin xcos x = jsin (2x), tai 


sinxcosx dx = |Lsin (2х)ах = 1 sin (2х)ах = „зев (2х) Я” 
12 21 2 2 А 
-losQx) H = -1(%(2 . р со8(2- 0) = -l(cosn -cos0)- 
4 k 4 2 4 
TERNI 
10 Y 


1 
3s 


isa Lao La 1. 
з“ з — 2 3 


! 
1 
% 
m 
e 
! 
| 
% 
ы 
I 
| 
|- 
< 
! 
= 
ху 


1 
15. | ах - ie 
0 


0 


2 2 
ах 1 
16. | ==-3!n|2-3x| | 


=-E(n|2-3-2|-In|2-3-1)= 
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= уе але Шаба 
= 3 (n4 Inl)= 3111 3192 = 3112. 


Ale gus): 


17. IE E Ч «ӨӨ 


30 po sut 


na“ aa 


a) j= =Z, » [4 =š. 
1 1 


Sprendimas. Kadangi [ax = ie 
1 


iščia a=2. 


Atsakymas. а-2. 


-a-l Gauname lygti -1-2, kurią išsprendę randame, kad 
HUE 
a= Ir Е с 
ed iae 
Atsakymas. 4-73 їг а= 3 


2.3. FIGÜRU PLOTU SKAICIAVIMAS 


Šiame skyrelyje nagrinésime vieną iš apibréXtinio integralo 
pritaikymo praktikoje sričių — plokštumos figūrų plotų  reiškimą 
apibrėžtiniais integralais. 


e Kreivinės trapecijos, apribotos tiesėmis y=0, x=a, x-b (a«b) 
ir tolydžios bei neneigiamos intervale [a;b] funkcijos f(x) grafiku 
(8 pav.), plotas reiškiamas apibrėžtiniu integralu 


b 
S=[f()dx; čia /(5)20, kai xe[a;5]. (1) 


(ЭД 


1 pavyzdys. Apskaičiuosime plo- 
ta figüros, kuria riboja funkcijos 
f(x)23-2x-x^ grafikas ir tiesės 
y=0, x=-2, x=0. 

Sprendimas. 

Funkcijos f(x)-3-2x- x^ gra- 
fikas uždavinio sąlygoje minėta figūra 


(užbrūkšniuotoji dalis) pavaizduoti 9 pav. 


9 paveiksle. 


Šios figūros plotas reiškiamas apibrėžtiniu integralu: 


0 зүр 0? 
s= Јекан). -[3-0-0-5)- 


Ц 2)-(-2) Ge (-6 4-5)-22-01. 


Atsakymas. 71, 

2 pavyzdys. Apskaičiuosime plotą figūros, kurią riboja funkcijos 
f(x)= Ух grafikas ir tiesės у-0, x=1, x=4. 

Sprendimas. 

Funkcijos /(x)=Vx grafikas ir 
uždavinio — salygoje minėta figūra 
(užbrūkšniuotoji dalis) pavaizduoti 
10 paveiksle. 

Šios figūros plotą apskaičiuosime 
remdamiesi (1) formule: 


la 


y É d 2 à 
S= [Ух xdx- [24x25 заар ed i - 
1 3 3 Л 
1 1 2+1 


Зул үз 3 A „až 
= 519 - 34 = (64 - J1)- 56-1) - — - 43. 


Atsakymas. 43. 

3 pavyzdys. Apskaičiuosime plotą figūros, kurią riboja funkcijos 
f (x)=sinx grafikas ir tiesės y=0, х=, x= 28. 

Sprendimas. 

Funkcijos f(x)-sinx grafikas y 
ir uždavinio sąlygoje minėta figūra 
(užbrūkšniuotoji dalis) pavaizduoti 
11 paveiksle. 


Ј(х) = ѕіпх 


Šios figūros plotą skaičiuosime 
remdamiesi (1) formule: 


ө 
E 


2x 2n x 1 1 
Ба» [87 =— = -=| ——— = 
S= | sinxdx = -cosx|; (os 3 23) ( 5 >) l. 


3 


A — 


Atsakymas. |. 


e Sakykime, tolydi uždarame intervale [a; 6] funkcija /(x) su visomis 
argumento x reikšmėmis iš šio intervalo įgyja tik neteigiamas reikšmes, 
ty. /(х)<0, Каі xe[a;b] (12 pav.). Šiuo atveju figūros, apribotos 
funkcijos f(x) (f(x)<0) grafiku ir tiesėmis у-0,х-а, x-b 
(a « b) plotas skaičiuojamas naudojantis formule 


лода. 0) 


у= f(x) 


12 рау. 


4 pavyzdys. Apskaičiuosime plotą figūros, 
kurią riboja funkcijos f(x)=-—x* -1 grafikas ir 
tiesės y=0, x--1, x-2. 

Sprendimas. Figūra (užbrūkšniuotoji dalis) 
pavaizduota 13 paveiksle. Jos plotui 
apskaičiuoti taikome (2) formulę: 


s -1)dx= 


--[-€ аата Ширэн 
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2 


= [а (29 +) 41242) (1607 -1)=6. 


Atsakymas. 6. 


€ Tegu funkcija f(x) yra tolydi uždarame intervale [a;b] ir įgyja 
šiame intervale tiek teigiamas, tiek ir neigiamas reikšmes. 

Tada intervalas [a;b] suskaidomas į tokius atskirus intervalus, kurių 
kiekviename funkcija f(x) įgyja arba tik teigiamas, arba tik neigiamas 
reikšmes. Po to šiems intervalams atitinkančių figūrų plotus 
apskaičiuojame pagal (1) arba (2) formules ir gautus plotus sudedame. 


Pavyzdžiui, 14 paveiksle pavaizduotos figūros (užbrūkšniuotoji 
plokštumos dalis) plotą skaičiuojame taip: 


5-5,45, -- дахь одах, 


nes /(х) <0, Ка xe[a;c] ir /(х)20, kai хє[с; 5]. 


5 pavyzdys. Apskaičiuosime plotą figūros, kurią riboja funkcijos 
f(x) 24x- x! grafikas ir tiesės у-0, x=0, x=5. 

Sprendimas. Funkcijos /(х) = 4х- x? grafikas kerta abscisių ašį 
taškuose х= 0 ir x=4. Figūra, kurios plotą reikia rasti, yra pavaizduota 
15 paveiksle (užbrūkšniuotoji plokštumos dalis). Intervala [0; 5] 
suskaidykime į du intervalus [0; 4] ir [4;5], kuriuose funkcija f(x) 
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igyja arba tik neneigiamas, arba tik 
neteigiamas reikšmes. 


Г 


B 


A 


Tegu S, ir S, -plotai figūrų, 
atitinkančių intervalus [0;4] ir [4; 5] 


(15 pav.). Tada ieškomasis plotas 
S=S,+S,. 


Plota S, skaičiuojame remdamiesi 
(1) formule: 


4 E 4 
S = [eme -&J 2 


үз : 40) "Xd. 1164.32 
4-5 2-0 3)» 3^3: 


Plotą S, skaičiuojame remdamiesi (2) formule: 


15 pav. 


-(125 so) ($4 32)-2 
S PT 


Vadinasi, $ = 5, +S, =22+1=22>13, 


3 3^3 
Atsakymas. 13. 


€  Panagrinékime figūrą | EBCF, 
kurią koordinačių plokštumoje apriboja 
dviejų tolydžiųjų funkcijų f(x) ir 
g(x) (/()2 g(x),g(x)20) grafikai 
ir tiesės x=a, x=b (16 pav.). 

Šios figūros plotas S lygus dviejų 
kreivinių trapecijų plotų skirtumui: 


S = 5 авер - S ар. 
Kreivinių trapeciu ABCD їг 
remdamiesi (1) formule: 


b b 
8 aco | / (94x. S epp = | 8 dx. 
Vadinasi, 


S-[rG)dx-[eQ)ax- [UG)-8G)dx. 0) 


AEFD plotus skaičiuojame 


6 pavyzdys. Apskaičiuosime plotą figūros, 
f(x) 2x! ir g(x) 2 x+2 grafikais. 
Sprendimas. Surasime funkcijų 
f(x) ir g(x) grafikų susikirtimo taškų 
abscises. Sprendžiame lygtį 
x'=x+2. 


apribotos funkcijų 


fG)- x y g(x)=x+2 


Gauname: x,=-l ir x, =2. 

Iš viršaus figūrą (užbrūkšniuotoji 
koordinačių plokštumos dalis) apriboja 
funkcijos /(х) = х2 grafikas, o iš 
apačios – funkcijos g(x)=x+2 grafi- 
kas (17 pav.). 


Figūros plotą skaičiuosime remdamiesi (3) formule. 
2 


Sz jU9- ва = A 2-5) 


-1 


05022-2) (B. e»- ss. 


-1 


2 3 
Atsakymas. 45. 
7 pavyzdys. Apskaičiuokime plotą figūros, apribotos funkcijų 


f(x) 22«4x- x! ir (х) = х -2х+2 grafikais. 


Sprendimas. Išsprendę lygtį x? —2x+2 = 2+4x— x?, randame 
funkciju f(x) g(x) grafiku susikirtimo tašku abscises: 


-0 23, 
Ne M g(x)=x7-2x+2 


Šiuo atveju figūrą (užbrūkš- 
niuotoji koordinačių plokštumos 
dalis) iš viršaus apriboja funkcijos 

f()22«4x- x 
grafikas, o iš apačios — funkcijos 
g(x)=x7-2x+2 

grafikas (18 pav.). 


Šios figūros plotą S skai- 
čiuojame remdamiesi (3) formule: 


5 = [aras - (e -2x«2)ax- 


3 
-(3:333-5- 


3 
-fla EM 2 
-Ї 2x +6z)ax = 3* +3х ) А 3 


-(-Ž-0'43-0)=-18427-9. 
Atsakymas. 9. 


e Jei f(x) ir g(x) yra dvi 
tolydžios funkcijos (f(x)2 g(x)), 
galinčios įgyti ir teigiamas, ir 
neigiamas reikšmes, tai šių 
funkcijų grafikai ir tiesės x=a, 
x=b (a<b) koordinačių plokš- 
tumoje apriboja figūrą, kurios 
viena dalis yra virš, o kita- po 
Ox ašimi (19 pav.). 


f(x)2244x- i 
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Tokios figūros plotą galima skaičiuoti naudojantis ta pačia formule, 
kaip ir tuo atveju, kai abi funkcijos įgyja tik neneigiamas reikšmes, t.y. 


$- für- sas. 


8 pavyzdys. Apskaičiuosime plotą figūros, kurią koordinačių 
plokštumoje apriboja funkcijų /(х)=5+4х-х2 ir g(x)-2x-3 
grafikai. 

Sprendimas. Visų pirma rasime 
abiejų grafikų susikirtimo taškų 
abscises. Išsprendę lygtį 

S«Ax- x! -2x-3 


randame, kad x, =-2 ir х, =4. 


g(x)=2x-3 


Susikirtimo taškų ordinatės yra 
W= g(x)- -7 ir y, = g(x,)= 5. 
Taigi funkcijų f(x) ir g(x) 


grafikai kertasi taškuose d.a 
(-2:-7) ir (4; 5). f(x)25«4x-x! 
Galime laikyti, kad figüra apriboja 20 pav. 


tiesės x 2-2, x=4 ir funkcijų 
f(x)=5+4x-x°, g(x) -2x-3 grafikai (20 pav.). 


Jos plotą skaičiuosime integruodami 


s= [(/()-&(х))ах= [(5+4x—x* -Qx-3)4x- 


4 4 
= [@+2х-э')ах=(8х + L) =8-4447-1.4- 
2 -2 


ТЕКЕ, -1:62) )-эээл6-98-(-164445)-36. 


Atsakymas. 36. 
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Išspręskime dar keletą sudėtingesnių nestandartinių uždavinių, 
kuriuose taip pat reikia skaičiuoti plokštumos figūrų plotus. 


9 pavyzdys. 21 paveiksle pavaizduotas kvadratinės funkcijos 
f(x)=ax*+b grafikas. Kreivinės trapecijos, kurią riboja funkcijos 
f(x) grafikas ir tiesė у = 0 (ši figūra paveiksle užbrūkšniuota) yra lygus 
72. Raskime kvadratinės funkcijos išraiškos koeficientų a ir b reikšmes 
ir užrašykime kvadratinės funkcijos išraišką. 

Sprendimas. Kadangi parabolė eina per 
taškus (-3;0) ir (3,0), tai šių taškų 
koordinatės turi tenkinti lygtį 

f(x) ax) +b. 

Įstatę reikšmę  x--3 į išraišką 
f(x) ax! +b, gauname lygybę 

f(-3)=a-(-3) +b. 

Bet f(-3)-0, todėl lygybė virsta tokia: 

0=9a+b. Iš čia b= -9a. 

Taigi funkcijos f(x) išraiška yra tokia: /(х) = ах? -9a. Rasime 
koeficiento a reikšmę. 


Kreivinés trapecijos, kurią riboja funkcijos /(x)=ax7 -9a grafikas 
ir tiesė y = 0, plotas išreiškiamas apibrėžtiniu integralu 


3 
5 = [ox -9a)dx. 
343 


Bet uždavinio salygoje duota, kad 5 = 72, todėl gauname lygtį 
3 


flax -9a)ax - 72. 


-3 
Integrala apskaičiuosime atskirai: 


je? -9a)ax - ЁЭ -%) j 


-3 


-(£e» -9a (-3))-9a - 27a «9a - 27a = -36a. 
Taigi -36a = 72; i$ йа a=-2. Tada 
b--9a--9.(-2)-18. 
Vadinasi, kvadratinės funkcijos išraiška yra tokia /(x)=18-2x7. 
Atsakymas. а--2, b-18; f(x)=18-2x'. 


10 pavyzdys. Parabolė, kurios viršūnė yra koordinačių pradžios taškas 
O, yra simetriška Oy ašies atžvilgiu. Iš parabolės taško A į Ox ašį 
nubrėžtas statmuo АВ (22 pav.). Raskime paveiksle pažymėtos figūros 
plotą (užbrūkšniuotoji plokštumos dalis), jeigu stačiojo trikampio ABO 
plotas lygus 24. 

Sprendimas. Kvadratinės funkci- 
jos, kurios grafikas yra nubraižytoji 
parabolė, išraiška yra tokia A 

f(x)2ax!, a>0. 

Taškų А ir B abscisę pažy- 
mėkime raide т. Tada stačiojo 
trikampio АВО plotas 


S -lOB.AB, arb : di 
[Pe A a 22 pav. 

= L T lap 
S = yt /()= >! аг =5at. 


Kadangi uZdavinio salygoje duota, kad S, = 24, tai gauname lygybe 
at? 228, , arba аг =2-24=48. 
Apskaičiuosime — kreivinés trapecijos, kurią riboja funkcijos 
f(x)- ах? grafikas ir tiesės y=0, х=0, x=t plotą: 
3 


f f 
5, = | /Сдх- fax ax = a. 
0 0 


' a a ap 


0 


Kadangi buvome gavę, kad at? = 48, tai galutinai 


Ieškomasis figūros plotas 5 = S, – 5, =24-16=8. 
Atsakymas. 8. 


2.4. SUKINIŲ TŪRIŲ APSKAIČIAVIMAS 


Sukiniais vadinami erdviniai kūnai, kurie gaunami sukant plokštumos 
figūras apie ašį, kurioje yra viena šių figūrų kraštinė. 


Iš geometrijos kurso žinome, kad sukdami stačiakampį apie ašį, 
kurioje yra viena jo kraštinė, gausime ritinį, o sukdami trikampį ir 
trapeciją – kūgį ir nupjautinį kūgį. 23 paveiksle pavaizduoti minėti 
sukiniai, kurie gaunami sukant atitinkamas plokštumos figūras apie Ox 
ašį. 

J 


23 pav. 


Sukant kreivines trapecijas apie Ox ašį gaunamų kūnų (sukinių) 
forma priklauso nuo kreivinę trapeciją apribojančio funkcijos / (х) 
grafiko. 

24 paveiksle pavaizduotas sukinys, gautas sukant apie Ox ašį 
kreivinę trapeciją, kurią koordinačių plokštumoje apriboja tiesės у-0, 
x=a, x=b ir funkcijos у= f(x) grafikas (a <b, /(х) 20). 
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Įrodoma, kad sukinio, kurį gauname apie Ox ašį sukdami kreivinę 
trapeciją,apribotą tolydžios funkcijos f(x) grafiku ir tiesės у-0, 
x=a, x=b (а<Б), tūris apskaičiuojamas pagal formulę 


b 
V =r] /(х)ах. (1) 
Išnagrinėsime keletą pavyzdžių. 


1 pavyzdys. Rasime tūrį sukinio, 
gauto sukant apie abscisių ašį kreivinę 
trapeciją, apribotą funkcijos /(х)-4х 
grafiku ir tiesėmis x =4, y=0 (25 pav.). 

Sprendimas. Sukinio tūrį skaičiuo- 
jame pagal (1) formulę. Mūsų atveju 

а-0, b=4 ir f(x) 2 Ух. 


Gauname: 


ya Ч x) sen: хах- 
Misi: Хп. 
2 pavyaiys. Rasime tūrį sukinio, рашс sukant аре абѕсіѕіц ašį 


kreivinę trapeciia, apribota funkcijos f(x) )=2 grafiku ir tiesémis x=1, 


х=4, y=0 Q6 pav.). 


7 
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Sprendimas. Sukinio tūrį skaičiuo- 
jame pagal (1) formulę. Šiuo atveju 


a-l, b=4 ir /@=+. Gauname: 


'q2y 14 
ДЕ цам хн 


4 
- 4 2 2 y -241 2 
sud p ах= 4л 23117 
= 4 
=42-Ž— si (fee) 


3pavyzdys. Rasime türj suki- 
nio, gauto sukant apie abscisių ašį 
kreivinę trapeciją, apribotą funkcijos 
f(x)=sinx grafiku, tiese y=0, 
kai 0<x< x. (27 pav.). 

Sprendimas. Sukinio tūrį skai- 
čiuosime pagal (1) formulę imdami 
a=0, b-m, f(x)=sinx: 


V= от хах = — - = ны) E 


п Р E E S 
=Җ{х-узт2л 0+Žsin0) = £-. 


т? 
Atsakymas. > 


2.5. APIBRÉZTINIO INTEGRALO TAIKYMAS 
MECHANIKOJE 


Jei materialusis taškas juda greičiu, priklausančiu nuo laiko page! 
dėsnį у= v(r), tai kelias, kurį nueina taškas nuo laiko momento /, iki 


laiko momento t, , yra išreiškiamas apibrėžtiniu integralu: 


ges а; а) 
čia 1, >1, ir v(r) 2 0, kai rel, 231 


1 pavyzdys. Materialusis taško greitis laikui bėgant kinta pagal dėsnį 
v() = 302 «21-1 (2). Rasime taško nueitą kelią per pirmąsias 10 
sekundžių nuo judėjimo pradžios. 

Sprendimas. Taikysime (1) formulę. Uždavinio sąlygoje duota, kad 
1-0, 1, =10, v(r) 230 «2t-1. Turime: 


10 
S= [Ge «2 - ar 0 «e 0) -1090т. 
0 
Atsakymas. 1090 m. 
2 pavyzdys. Kūno judėjimo greitis laiko momentu išreiškiamas 
formule v-15—3/; čia greitis v matuojamas ЭЭ о laikas í — sekun- 


démis (s). Kokį kelią nueina kūnas nuo judėjimo pradžios iki sustojimo? 

Sprendimas. Kadangi sustojimo momentu kūno greitis lygus nuliui, 
tai mums reikia apskaičiuoti kelią, kurį nueina kūnas nuo laiko momento 
f, 20 iki t 25 (v=15-3:=0, kai 1-5). Taikome (1) formulę: 


-375т. 


0 


8-|08-з0а- (27), 


Atsakymas. 37,5 m. 


3 pavyzdys. Du kūnai pradėjo judėti tiese vienu metu iš vieno taško 
viena kryptimi. Vienas kūnas judėjo greičiu v= 617 + 2/ (2) , о kitas — 


greičiu v=41+5 (2). Rasime, kokiu atstumu vienas nuo kito bus 


kūnai po 5 sekundžių nuo judėjimo pradžios? 


Sprendimas. Remdamiesi (1) formule, apskaičiuosime kelius, kuriuos 
nueina pirmasis ir antrasis kūnai per pirmąsias 5 sekundes nuo judėjimo 
pradžios: 


5 
s= (622 +21)ar = Qe +02), =275 m, 
0 


5 


s, = [(41+5)dr = Qr +50), = 75 m. 
0 
Taigi po 5 sekundžių atstumas tarp kūnų bus 
s=s —5, =275m-75 m= 200 m. 
Atsakymas. 200 m. 


4 pavyzdys. Kūnas mestas nuo žemės paviršiaus vertikaliai aukštyn grei- 
čiu v=39,2-98/ (2) . Raskime, į kokį didžiausią aukštį pakils kūnas. 


Sprendimas. Tuo laiko momentu, kai kūnas pasiekia didžiausią 
pakilimo aukštį, jo greitis lygus nuliui. 

Vadinasi, у-0, ty. 392-98/-0, Каі t-4s.Remdamiesi (1) 
formule rasime, į kokį kelią nueis kūnas per pirmąsias 45 nuo judėjimo 
pradžios: 


4 
= [(392-9,80)а = 892: - 497 )|^ =784 m. 
0 


Atsakymas. 784 m. 
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VII DALIS. KOMBINATORIKA, TIKIMYBĖS IR 
STATISTIKA 


1 SKYRIUS. KOMBINATORIKA 
1.1. GALIMYBIŲ MEDIS 


Kombinatorika (lot. combino - jungiu, derinu) — matematikos šaka, 
nagrinėjanti, kiek skirtingų junginių, tenkinančių tam tikras sąlygas, 
galima sudaryti iš nurodytų elementų. 

Kombinatorikos uždavinių esmę padeda suprasti schema, vadinama 
galimybių medžiu. Išnagrinėsime keletą pavyzdžių. 


1 pavyzdys. Justė pusryčiams gamina sumuštinius. Ji ima duoną arba 
batoną, ant kurių deda dešrą, žuvį arba sūrį. Braižydami galimybių medį 
suskaičiuosime, kiek skirtingų rūšių sumuštinių gali pagaminti Justė? 

Sprendimas. Justė gali rinktis vieną iš dviejų sumuštinio pagrindų: 
duoną arba batoną, kitaip sakant, yra du sumuštinio pagrindo pasirinkimo 
būdai. Kiekvienam iš šių dviejų pagrindo pasirinkimų yra trys galimi 
sumuštinio „viršaus“ pasirinkimai: arba dešra, arba žuvis, arba sūris. Taigi 
sumuštinių pagrindo ir viršaus pasirinkimą kartu galima pavaizduoti taip: 


E Ant pagrindo Sumuštinis 
Pagrindai dedami 
a 


1 pav. bs 


Nubraižytoji schema vadinama galimybių medžiu (1 pav.). Šis medis 
turi 6 viršūnes. Ties viršūnėmis užrašytas jas atitinkantis sumuštinio 


522 


pagrindo ir viršaus pasirinkimas. Taigi iš viso Justė gali pagaminti 6 
skirtingų rūšių sumuštinius: duona su dešra (dd), duona su žuvimi (dž), 
duona su sūriu (ds), batonas su dešra (bd), batonas su žuvimi (dž) ir 
batonas su sūriu (bs). 


2 pavyzdys. Laura į kelionę pasiėmė tris skirtingas poras batų, keturis 
skirtingus sijonus ir dvi skirtingas palaidinukes. Rasime, kiek skirtingų 
aprangos komplektų ji gali sudaryti iš tų daiktų. Nubraižysime galimybių 
medį. 


Sprendimas. Skirtingas poras batų pažymėkime raidėmis su 


indeksais b, b,, b,, skirtingus sijonus — 5), 5,, s,, s,, Skirtingas 
palaidinukes — p,, p, . Tada pasirinkimo galimybes galėsime pavaizduo- 


ti galimybių medžiu (2 pav.). 


P Pa Pi P, Pi P; Pi P; P, Pa Pa Р: Pi P, Pi P; Р P; Р Р, Р P; P. Р: 
2 pav. 


Matome, kad medis turi 24 viršünes. Taigi Laura iš viso gali sudaryti 
24 skirtingus aprangos komplektus: 


bsp,. bsp, bsp, bsp, bsp. bsp, bsp, bsp. 
bsp,. bsp,. bsp, 65р, bsp, 65р, bsp. bsp. 
bsp, bsp. BP. bs,p,, Бузур, bs,p,, bs py, Ь/5,р,. 


3 pavyzdys. Braižydami galimybių medi nustatysime, kiek skirtingų 
triženklių skaičių su skirtingais skaitmenimis galima sudaryti iš skaitmenų: 
а) 4,5,6; Ы) 3,7,8,9; с) 0,4, 5. 


Sprendimas. a) Galimybiu medis pavaizduotas 3 paveiksle. 


Trečias skaitmuo 
456 


tras 
Pirmas skaitmuo 
skaitmuo 


465 
546 
564 
645 


3 pav. 


5 654 


Jis turi 6 viršūnes. Vadinasi, iš skaitmenų 4,5,6 galime sudaryti 
šešis triženklius skaičius, neturinčius vienodų skaitmenų. Šie skaičiai yra 
tokie: 456, 465, 546, 564, 645, 654. 


b) Galimybių medis pavaizduotas 4 paveiksle. 


Pirmas skaitmuo 


Trečias skaitmuo Antras skaitmuo 


7 

о OL сог 0000 OQ) Qe On AN © сз г C 00 сэ оо c - 

C C 00 000 O. e) e ОО 00 О ON) NC C ON ON em em C C оо оо 

f cn e сэ e e) € CC CC C- 00 оо 00 0000 0008 OO 0 000 
4 pav. 


Galimybių medis turi 24 viršūnes. Vadinasi, iš skaitmenų 3, 7, 
8, 9 galima sudaryti 24 triženklius skaičius, neturinčius vienodų 
skaitmenų. Šie skaičiai yra tokie: 

378, 379, 387, 389, 397, 398, 738, 739, 783, 789, 
793, 798, 837, 839, 873, 879, 893, 897, 937, 938, 973, 
978, 983, 987. 


c) Šiuo atveju svarbu pabrėžti, kad sudaromų skaičių pirmasis 
skaitmuo negali būti lygus 0. Galimybių medis pavaizduotas 5 paveiksle. 


Antras Trečias 


Pirmas Н Skaičius 
: skaitmuo 
skaitmuo skaitmuo 5 
0 405 
4 
5 0 450 
4 5 рау. 
2 0 504 
4 0 540 


Galimybių medis turi 4 viršūnes. Vadinasi, i$ skaitmenu 0, 4, 5 
galime sudaryti 4 triženklius skaičius, neturinčius vienodų skaitmenų. 
Šie skaičiai yra tokie: 405, 450, 504, 540. 


4 pavyzdys. Iš skaitmenų 1, 2, 3, 4, 5 sudaromi lyginiai triženkliai 
skaičiai, turintys skirtingus skaitmenis. Braižydami galimybių medį 
rasime, kiek iš viso tokių lyginių triženklių skaičių galima sudaryti iš 
duotųjų skaitmenų. 

Sprendimas. Duotame rinkinyje yra du lyginiai skaitmenys: 2 ir 4. 
Kai jie bus gale, triženklis skaičius bus lyginis. Galimybių medis 
pavaizduotas 6 paveiksle. 


Pirmas skaitmuo 


Trečias skaitmuo Antras skaitmuo 


4 44| 2/M р 

жое TNN 17172 200 717000) 700 L nn c4] on» POOL 

C. o M TAN ЭГ, ез (60 Музы өк чт м Чү жи 0 Чү w — (ч (ү с жр 

тэй e= жата s тэ! бї бї 04 63 тоет Lg E. 12.2. 
6 pav. 


Galimybių medis turi 24 viršūnes. Vadinasi, iš duotuju skaitmenų 


galima sudaryti 24 lyginius triženklius skaičius, neturinčius vienodų 
skaitmenų. 
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Šie skaičiai yra tokie: 124, 132, 134, 142, 152, 154, 214, 
234, 254, 312, 314, 324, 342, 352, 354, 412, 422, 452, 
512, 514, 524, 532, 534, 542. 


5 pavyzdys. Braižydami galimybių medį raskime, kiek skirtingų 
lyginių triženklių skaičių, neturinčių vienodų skaitmenų, galima sudaryti iš 
skaitmenų 0, 1, 2, 5. 

Sprendimas. Galimybių medis pavaizduotas 7 paveiksle. Braižant 
galimybių medį reikia atkreipti dėmesį į tai, kad pirmasis sudaromų 
skaičių skaitmuo negali būti lygus 0, o paskutinis skaitmuo gali būti 


tiktai 0 arba 2. Trečias 


Antras : Skaičius 
skaitmuo skaitmuo 
Pirmas 2 102 
skaitmuo 150 


152 
120 
210 
250  7pav. 
502 
510 


0 
0 
0 
2 
0 
5) 512 
0 520 

Šis galimybių medis turi 10 viršūnių. Ties viršūnėmis užrašyti juos 
atitinkantys triženkliai lyginiai skaičiai, kurių skaitmenys skirtingi. Tokių 
skaičių yra dešimt: 102, 150, 152, 120, 210, 250, 502, 510, 


512, 520. 
1.2. KOMBINATORINĖ DAUGYBOS TAISYKLĖ 


Sprendžiant kombinatorikos uždavinius galimybių medį braižyti 
patogu tik tada, kai daiktų pasirinkimo galimybių skaičius yra nedidelis. 
Kuo daugiau pasirinkimo galimybių, tuo daugiau šakų turi galimybių 
medis ir tuo nepatogiau jį braižyti. Išnagrinėsime pavyzdį. 
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1 pavyzdys. Valgykla pietums siūlo 5 rūšių užkandžius, 3 rūšių 
sriubas, 6 rūšių antruosius patiekalus, 4 rūšių desertus ir 2 rūšių gėrimus. 
Kiek skirtingų variantų pietų galima sudaryti pasirenkant kiekvieno 
patiekalo po vieną? 

Pazymékime: 

užkandžius: и, u,, и, и 


4» Us, 


sriubas: 5,, 5,, 5,; 
antruosius patiekalus: 4,, 4,, a}, а, 4,, as; 
desertus: 4,, 4,, d,, d,; 


gėrimus: g,, gy. 
Pabandykime surašyti visas galimybes braizydami galimybiu medi. 


Antrieji 
patiekalai 


d, Desertai 


& “8, Gėrimai 8 pav. 

Cia pavaizduota tik dalis galimybių medžio. Matome, kad nubraižyti 
visą šį medį sunku -tai užimtų daug laiko ir vietos. Tačiau medžio 
viršūnių kiekį, kuris rodo skirtingų variantų pietų skaičių, galima 
apskaičiuoti. 

Kadangi pasirinkti užkandį yra 5 galimybės, pasirinkti sriubą yra 3 
galimybės, pasirinkti antrąjį patiekalą — 6 galimybės, pasirinkti desertą — 4 
galimybės, pasirinkti gėrimą — 2 galimybės, tai pasirinkti pietus, į kurių 
sudėtį įeina 1 rūšies užkandis, 1 rūšies sriuba, 1 rūšies antrasis patiekalas, 
1 desertas ir 1 gėrimas, iš viso yra 5-3-6-4-2 =720 galimybių. Taigi iš 
siūlomų patiekalų galima sudaryti 720 skirtingų pietų variantų. 


Apibendrinsime šį pavyzdį ir suformuluosime kombinatorinę 
daugybos taisyklę. Šią taisyklę ir taikėme spręsdami 1 pavyzdį. 


Kombinatorinė daugybos taisyklė. 

Tarkime aibėje 4, уга n, elementų, aibėje 4, уга n, elementų, 
..., aibėje 4, yra n, elementų. Tuomet elementų komplektui sudaryti, 
pasirenkant po vieną elementą iš kiekvienos aibės (ir iš А,..., ir iš А, ), 
уга ny: n, :...: n, būdų. 


Kombinatorinė daugybos taisyklė plačiai taikoma sprendžiant 
kombinatorikos uždavinius. 


Pateiksime pavyzdžių. 


1 pavyzdys. Vienos klasės mokiniams reikia išsirinkti seniūną ir jo 
pavaduotoją iš septynių kandidatų. Keliais skirtingais būdais galima tai 
padaryti? 

Sprendimas. Taikysime kombinatorinę daugybos taisyklę. Seniūną 
galima pasirinkti iš septynių kandidatų, t.y. iš septynių mokinių aibės. 
Taigi išsirinkti seniūną yra septyni būdai. Jeigu seniūnas jau pasirinktas, 
tai jo pavaduotoją galima pasirinkti iš likusių šešių kandidatų, t.y. iš 
likusių šešių mokinių aibės. Vadinasi, išrinkti seniūno pavaduotoją yra šeši 
būdai. Todėl remiantis kombinatorine daugybos taisykle seniūno ir jo 
pavaduotojo porų iš viso yra 7-6= 42. 


Atsakymas. 42 būdais. 


2 pavyzdys. Kiek yra būdų sudaryti trispalvę vėliavėlę su vertikaliomis 
vienodo pločio juostomis, turint penkių skirtingų spalvų audinio? 

Sprendimas. Vėliavą sudaro trys vienodo pločio skirtingų spalvų 
juostos. Pirmosios juostelės spalvą galima pasirinkti iš turimų 5 spalvų, t.y. 
5 būdais. Antrosios juostelės audinio spalvą galime pasirinkti iš likusių 4 
spalvų, t.y. 4 būdais. Trečiosios juostelės spalvą galime pasirinkti iš likusių 
3 spalvų, t.y. 3 būdais. Pagal kombinatorinę daugybos taisyklę sudaryti 
trispalvę vėliavėlę yra 5-4-3=60 būdų. 

Atsakymas. 60 būdų. 


3 pavyzdys. Kiek yra penkiaženklių skaičių? 

Sprendimas. Pirmąjį sudaromo penkiaženklio skaičiaus skaitmenį 
renkamės iš devynių skaitmenų aibės (1,2,3,4,5,6,7,8,9), nes 
pirmas skaičiaus skaitmuo negali būti lygus nuliui. Antrąjį skaitmenį 
renkamės iš dešimties skaitmenų aibės (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9] , trečiąjį 
skaitmenį renkamės taip ра iš dešimties skaitmenų aibės 
(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9), ketvirtąjį - taip pat iš dešimties skaitmenų 
aibės (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9], penktąjį - taip pat iš dešimties 
skaitmenų aibės (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9). Pagal kombinatorinę 
daugybos taisyklę penkių skaitmenų rinkinį, t.y. penkiaženklį skaičių, 
galima sudaryti 9-10-10-10-10 = 90000 būdais. Taigi iš viso yra 90000 
penkiaženklių skaičių. 

Atsakymas. 90000. 


4 pavyzdys. Apskaičiuokime, kiek yra keturženklių skaičių, neturinčių 
vienodų skaitmenų. 

Sprendimas. Pirmąjį sudaromo keturženklio skaičiaus skaitmenį 
renkamės iš aibės (1,2,3,4,5,6,7,8,9], turinčios 9 skaitmenis, nes 
pirmas skaičiaus skaitmuo negali būti lygus 0. Antrąjį sudaromo skaičiaus 
skaitmenį renkamės iš aibės, turinčios 9 skaitmenis, nes vienas iš dešimties 
skaitmenų (ne nulis) jau pasirinktas. Trečiąjį sudaromo skaičiaus skaitmenį 
renkamės iš aibės, turinčios 8 skaitmenis, nes du iš dešimties skaitmenų 
jau pasirinkti. Ketvirtąjį sudaromo skaičiaus skaitmenį renkamės iš aibės, 
turinčios tik 7 skaitmenis, nes trys iš dešimties skaitmenų jau pasirinkti. 
Taigi pasinaudoję kombinatorine daugybos taisykle, gauname, kad 
keturženklių skaičių, neturinčių vienodų skaitmenų, iš viso yra 
9-9-8-7-4536. 

Atsakymas. 4536. 


5 pavyzdys. Iš skaitmenų 3 ir 4 sudaromi visi galimi keturženkliai 
skaičiai. Kiek jų yra iš viso? Nubraižę galimybių medį surasime visus 
šiuos skaičius. 

Sprendimas. Sudaromų keturženklių skaičių pirmąjį skaitmeni renkamės 
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iš aibės {3,4}, turinčios du skaitmenis, antrąjį - iš aibės {3,4}, 
turinčios du skaitmenis, trečiąjį — iš aibės (3,4), turinčios du skaitmenis, 
ketvirtąjį — iš aibės {3,4}, turinčios du skaitmenis. Pagal kombinatorinę 
daugybos taisyklę keturių skaitmenų rinkinį (keturženklį skaičių) galime 
sudaryti 2-2-2-2=16 būdų. Taigi iš skaitmenų 3 ir 4 iš viso galima 
sudaryti 16 skirtingų keturženklių skaičių. 

Nubraižykime galimybių medį: 


3 3333 
— = 3334 

3 3343 

: (T4 3344 
3 3433 

s< 3434 

4 шид 3443 

5 4 3444 

3 4333 

———_, 4334 

3 4 — 3 4343 

: 4 4344 
3 4433 

зо 4434 

4 — 4443 

bp: 4 4444 


Matome, kad galimybių medis turi 16 viršūnių. Skaičiai yra tokie: 
3333, 3334,3343, 3344, 3433, 3434, 3443, 3444, 4333, 


4334, 4343, 4344 4433, 4434, 4443, 4444. 

Atsakymas. 16 skaičių: 3333, 3334, 3343, 3344, 3433, 3434, 
3443, 3444, 4333, 4334, 4343, 4344 4433, 4434, 4443, 
4444. 


6 pavyzdys. Apskaičiuosime, kiek skirtingų triženklių skaičių, 
neturinčių vienodų skaitmenų, galima sudaryti iš skaitmenų 1,3,5,7,9. 

Sprendimas. Pirmąjį sudaromo triženklio skaičiaus skaitmenį galime 
rinktis iš aibės (1,3,5, 7,9) , turinčios penkis elementus (skaitmenis). Jei 
pirmąjį skaitmenį jau pasirinkome, tai antrąjį sudaromo triženklio skaičiaus 
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skaitmenį galime rinktis iš aibės, turinčios keturis elementus (skaitmenis). 
Jeigu pirmuosius du skaitmenis jau pasirinkome, tai trečiąjį galėsime 
rinktis iš aibės, turinčios tik tris elementus (skaitmenis). Taigi pasinaudoję 
kombinatorine daugybos taisykle, gauname, kad iš skaitmenų aibės 
{1,3,5,7,9}, galėsime sudaryti 5-4:3=60 skaitmenų  trejetu 
(triženklių skaičių, neturinčių vienodų skaitmenų). 

Atsakymas. 60 skaičių. 


7 pavyzdys. Apskaičiuosime, kiek triženklių skaičių galima sudaryti iš 
skaitmenų 1,3,5, jeigu skaitmenys skaičiuose nesikartoja. Nubraižysime 
galimybių medį. 

Sprendimas. Pirmąjį skaitmenį (šimtų) galime pasirinkti 3 būdais, t.y. 
galime pasirinkti bet kurį iš trijų skaitmenų 1,3,5.Po kiekvieno tokio 
pirmojo skaitmens pasirinkimo antrąjį skaitmenį (dešimčių) galime 
pasirinkti tik 2 būdais, nes į antrojo skaitmens vietą galime parašyti bet 
kurį iš dviejų po pirmojo pasirinkimo likusių skaitmenų (pirmojo 
išrinktojo skaitmens rašyti negalime, nes pagal uždavinio sąlygą 
skaitmenys skaičiuje neturi kartotis) Po pirmųjų dviejų skaitmenų 
pasirinkimo į trečiojo skaitmens (vienetų) vietą galime rašyti tik vieną 
likusįjį skaitmenį, t.y. trečiajam skaitmeniui pasirinkti yra tik 1 būdas. 
Pagal kombinatorinę daugybos taisyklę galime sudaryti 3-2-1-6 
triženklius skaičius su skirtingais skaitmenimis. Šio uždavinio grafinė 
iliustracija yra specialus grafas, vadinamas galimybių medžiu: 


3 135 
І 
sen 153 
| 1 315 
Pradžia Bem ан 
1 513 
5 
==. 531 


Atsakymas. 6. 10 pav. 


8 pavyzdys. Apskaičiuosime, kiek skirtingų keturženklių skaičių, 
neturinčių vienodų skaitmenų, galima sudaryti iš skaitmenų 0,1,2,3. 


Sprendimas. Pirmąjį sudaromo keturženklio skaičiaus skaitmenį 
galime rinktis iš aibės (1, 2,3], turinčios tris elementus (skaitmenis), nes 
pirmasis skaičiaus skaitmuo negali būti lygus nuliui. Jei pirmąjį skaitmenį 
jau pasirinkome, tai antrąjį skaitmenį galime rinktis iš aibės, turinčios tris 
elementus (skaitmenis). Jeigu pirmuosius du skaitmenis jau pasirinkome, 
tai trečiąjį skaitmenį galėsime rinktis iš aibės, turinčios tik du elementus 
(skaitmenis). Jeigu pirmuosius tris skaitmenis jau pasirinkome, tai 
ketvirtąjį skaitmenį galėsime rinktis iš aibės, turinčios vieną likusį 
elementą (skaitmenį). Taigi pasinaudoję kombinatorine daugybos taisykle, 
gauname, kad iš skaitmenų aibės {0,1, 2,3 } galėsime sudaryti 
3.3.2.1-18 skaičių. 

Atsakymas. 18 skaičių. 


9 pavyzdys. Raskime, kiek triženklių skaičių galima užrašyti 
skaitmenimis 1,2,3,4, jei bet kuris skaičiaus skaitmuo gali kartotis. 


Sprendimas. Pirmąjį sudaromo triženklio skaičiaus skaitmenį 
renkamės iš aibės {1,2,3,4}, turinčios keturis elementus (skaitmenis). 
Antrąjį skaitmenį taip pat renkamės iš aibės {1,2,3,4}, turinčios keturis 
elementus (skaitmenis). Trečiąjį skaitmenį renkamės iš aibės (1,2,3,4), 
turinčios keturis elementus (skaitmenis). Taigi pasinaudoję kombinatorine 
daugybos taisykle, gauname, kad iš skaitmenų aibės {1, 2,3, 4 }, galėsime 
sudaryti 4-4-4= 64 triženklius skaičius, kuriuose bet kuris skaitmuo gali 


kartotis. 
Atsakymas. 64. 


10 pavyzdys. Duoti skaitmenys 0,4,3,8,7. Kiek iš jų galima 
sudaryti: 

a) triženklių skaičių; 

b) nelyginių triženklių skaičių, neturinčių vienodų skaitmenų? 

Atsakymą į uždavinio b) klausimą gausime pasinaudoję kombina- 
torine daugybos taisykle, o taip pat nubraižę galimybių medį. 

Sprendimas. a) Pirmąjį skaitmenį galima pasirinkti 4 būdais, nes 
pirmasis skaitmuo negali būti 0. Antrąjį skaitmenį galima pasirinkti 5 


būdais, nes skaitmenys gali kartotis ir antrasis skaitmuo gali būti 0. trečiąjį 
skaitmenį galima pasirinkti taip pat 5 būdais. Pagal kombinatorinę 
daugybos taisyklę triženklių skaičių yra 4-5-5 =100. 

b) Pirmąjį skaitmenį galime pasirinkti 3 būdais, nes negalime imti O ir 
vieno iš nelyginių skaičių (arba 3, arba 7). Antrąjį skaitmen; galima 
pasirinkti 3 būdais, nes dabar galime imti ir 0, bet negalime pasirinkti 
vieno iš nelyginių skaičių. Trečiąjį skaitmenį renkamės 2 būdais (arba 3, 
arba 7). Pagal kombinatorinę daugybos taisyklę triženkliam skaičiui 
sudaryti yra 3-3-2=18 būdą. Tą patį atsakymą galime gauti nubraižę 
galimybių medį: 

4 3 8 7 


Ą 8 Á 7 0 4 8 A 4 3 7 0 4 8 
3 X T3 T3 7 7 7 3 73 7 7 3 3 3 3 
11 pav. 


gauti skaičiai: 403, 407, 437, 483, 487, 473, 307, 347, 
387, 803, 807, 843, 847, 837, 873, 703, 743, 783. 

Iš duotųjų skaičių 0,4,3,8,7 galima sudaryti 18 nelyginių 
triženklių skaičių su nesikartojančiais skaitmenimis. 

Atsakymas. a) 100; b) 18. 


11 pavyzdys. Iš 25 lietuviškos abėcėlės raidžių sudaromi įvairūs 
keturių raidžių junginiai taip, kad juose gretimos raidės būtų skirtingos. 
Kiek tokių raidžių junginių iš viso galima sudaryti? 

Sprendimas. Pirmąją raidę galime pasirinkti 25 būdais, t.y. iš aibės, 
turinčios 25 elementus (raides). Po pirmosios raidės pasirinkimo antrąją 
raidę galime pasirinkti tik 24 būdais, t.y. iš aibės, turinčios 24 elementus 
(raides), nes pirmosios raidės kartoti negalima. Trečioji raidė turi skirtis 
nuo antrosios, tačiau gali sutapti su pirmąja. Todėl trečiąją raidę galime 
rinktis iš aibės, turinčios 24 elementus (raides), t.y. 24 būdais. Ketvirtoji 
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raidė turi skirtis nuo trečiosios, tačiau sutapti su antrąja arba pirmąja raide . 

Todėl ketvirtąją raidę galime rinktis taip iš aibės, turinčios 24 elementus 

(raides), t.y. taip pat 24 būdais. Taigi pasinaudoję kombinatorine daugybos 

taisykle, gauname, kad keturių raidžių rinkinį (rinkiniuose gretimos raidės 

turi būti skirtingos) galime sudaryti 25-24-24-24 = 345600 būdais. 
Atsakymas. 345600. 


1.3. KOMBINATORINĖ SUDĖTIES TAISYKLĖ 


Nors kombinatorinė daugybos taisyklė yra pakankamai universali, 
esama daug uždavinių, kuriuose neužtenka pritaikyti vien tik šią taisyklę. 
Išnagrinėsime pavyzdį. 

1 pavyzdys. Kavinėje yra 6 rūšių bandelių ir 7 rūšių pyragaičių. 
Pasirinkti vieną bandelę galima 6 būdais, o vieną pyragaitį - 7 būdais. 
Pasinaudoję kombinatorine daugybos taisykle (žr. 1.2 skyrelį), gauname, 
kad vieną bandelę ir vieną pyragaitį, t.y. skanėstų porą, galime pasirinkti 
6-7=42 būdais. 

O kiek yra būdų pasirinkti vieną skanėstą, t.y. tik vieną bandelę arba 
tik vieną pyragaitį? Atsakymą į šį klausimą rasime pasinaudoję 
kombinatorine sudėties taisykle, 

Galimybių pasirinkti pirmąjį daiktą arba pasirinkti antrąjį daiktą 
skaičius lygus galimybių pasirinkti pirmąjį daiktą skaičiaus ir galimybių 
pasirinkti antrąjį daiktą skaičiaus sumai. Schematiškai kombinatorinę 
sudėties taisyklę galime pavaizduoti taip: 


Galimybių 
pasirinkti 


I daikto II daikto 
pasirinkimo pasirinkimo pirma aca 
limybi = ! 
md antrąjį daiktą 
skaičius 


galimybių 
skaičius skaičius 


Grįžkime prie 1 pavyzdžio ir atsakykime į suformuluotą klausimą, 
kiek yra galimybių pasirinkti vieną skanėstą (bandelę arba pyragaitį). 
pasinaudoję kombinatorine sudėties taisykle, gauname, kad vieną bandelę 
arba vieną pyragaitį, t.y. vieną skanėstą, galime pasirinkti 6+7 =13 būdų. 
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Išnagrinėkime dar vieną pavyzdį. 


2 pavyzdys. Knygyne yra 4 pavadinimų angliškų knygų, 8 pavadinimų 
vokiškų knygų ir 13 pavadinimų rusiškų knygų. Kiek skirtingų galimybių 
(būdų) turi atėjęs į knygyną skaitytojas, jei jis nori pirkti vieną knygą? 

Sprendimas. Jei skaitytojas nori pirkti vieną knygą, tai jis gali 
pasirinkti arba anglišką, arba vokišką, arba rusišką. Pasirinkti vieną 
anglišką knygą iš 4 pavadinimų angliškų knygų galima 4 būdais, vieną 
vokišką knygą iš 8 pavadinimų vokiškų knygų — 8 būdais, vieną rusišką 
knygą iš 13 pavadinimų rusiškų knygų — 13 būdų. Todėl pirkti vieną knygą 
(arba anglišką, arba vokišką, arba rusišką) skaitytojas turi 4+8+13 = 25 
galimybes. 

Apibendrinsime šį pavyzdį, suformuluodami kombinatorinę sudėties 
taisyklę bendru atveju. 

Tarkime, aibėje 4 yra n elementų, aibėje A, - n, 
elementų, ..., aibėje А, — n, elementų, o kiekviena aibių pora neturi 
bendrų elementų. Tuomet pasirinkti vieną elementa iš jų (arba iš 4, , arba 


A,,..., arba iš A, ) galima n +n, +...+n, būdais. 


1.4. SUDĖTINIAI KOMBINATORIKOS UZDAVINIAI 


Kai kuriuos kombinatorikos uždavinius galima išspręsti tiktai taikant 
tam pačiam uždaviniui ir kombinatorinę sudėties, ir kombinatorinę 
daugybos taisykles. — Tai —sudétiniai kombinatorikos uždaviniai. 
Išspręskime keletą tokių uždavinių. 


1 pavyzdys. Kiek skirtingų raidžių junginių, kuriuos sudaro ne mažiau 
kaip keturios skirtingos raidės, galima sudaryti iš žodžio LAISVĖ 
raidžių? 

Sprendimas. Žodį LAISVĖ sudaro šešios skirtingos raidės. 
Pasinaudoję kombinatorine daugybos taisykle, gauname, kad iš šešių 
raidžių 1,4,1,5,У,Ё galime sudaryti 6-5-4-3-360 raidžių 
junginių, į kuriuos įeina keturios skirtingos raidės, 6-5-4-3-2 = 720 


raidžių junginių, į kuriuos įeina penkios skirtingos raidės ir 

6-5-4-3-2-1-720 raidžių junginių, į kuriuos įeina šešios skirtingos 

raidės. Taigi, pasinaudoję kombinatorine sudėties taisykle, gauname, kad 

iš minėtų šešių raidžių iš viso galima sudaryti 360+ 720+ 720 = 1800 

junginių, kuriuos sudaro ne mažiau kaip keturios skirtingos raidės. 
Atsakymas. 1800. 


2 pavyzdys. Knygyne yra 4 pavadinimų angliškų knygų, 8 pavadinimų 
vokiškų knygų ir 13 pavadinimų rusiškų knygų. Kiek skirtingų 
pasirinkimo galimybių (būdų) turi atėjęs į knygyną skaitytojas, jei jis nori 
pirkti: 

a) dvi knygas skirtingomis kalbomis; 

b) ne daugiau kaip dvi knygas skirtingomis kalbomis; 

€) ne daugiau kaip tris knygas skirtingomis kalbomis? 

Sprendimas. a)Jei skaitytojas nori pirkti dvi knygas skirtingomis 
kalbomis, tai jis gali vieną anglišką ir vieną vokišką arba vieną anglišką ir 
vieną rusišką, arba vieną vokišką ir vieną rusišką knygą. Remiantis 
kombinatorine daugybos taisykle, galimybių pirkti vieną anglišką ir vieną 
vokišką knygą yra 4-8=32, vieną anglišką ir vieną rusišką knygą — 

4.13252, o vieną vokišką ir vieną rusišką — 8-13=104. Remiantis 
kombinatorine sudėties taisykle, pirkti dvi knygas skirtingomis kalbomis 
skaitytojas turi 32-- 524-104 =188 galimybes. 


b) Jei skaitytojas nori pirkti ne daugiau kaip dvi knygas skirtingomis 
kalbomis, tai jis gali pirkti vieną knygą arba dvi knygas skirtingomis 
kalbomis. Pirkti vieną knygą jis turi 4+8+13=25 galimybes (žr. 1.3 
skyrelio 2 pavyzdį), o dvi knygas skirtingomis kalbomis — 188 galimybes 
(žr. a) atvejį). 

Taigi, pasinaudoję kombinatorine sudėties taisykle, gauname, kad 
pirkti ne daugiau kaip dvi (vieną arba dvi) knygas skirtingomis kalbomis 
skaitytojas turi 25+188= 213 galimybių. 

с) Jei skaitytojas nori pirkti ne daugiau kaip tris knygas skirtingomis 
kalbomis, tai jis gali pirkti vieną knygą arba dvi knygas skirtingomis 
kalbomis, arba tris knygas skirtingomis kalbomis. Jau žinome, kad vieną 


knygą galima išrinkti 25 būdais, o dvi knygas skirtingomis kalbomis — 188 
būdais, taigi dar reikia apskaičiuoti, kiek galimybių skaitytojas turi 
norėdamas išsirinkti tris knygas skirtingomis kalbomis. Pirkėjas gali 
rinktis vieną anglišką knygą 4 būdais , vieną vokišką knygą — 8 būdais ir 
vieną rusišką knygą – 13 būdų. Pagal kombinatorinę daugybos taisyklę, 
išsirinkti tris knygas skirtingomis kalbomis jis turi 4:8.13=416 
galimybių (būdų). 

Taigi pasinaudoję kombinatorine sudėties taisykle, gauname, kad 
išsirinkti ne daugiau kaip tris knygas skirtingomis kalbomis yra 
25+188+416 = 629 galimybės (būdai). 

Atsakymas. a) 188; b) 213; c) 629. 


3 pavyzdys. Lentynoje yra 3 skirtingų mėnesių žurnalai „Panelė“, 5 
skirtingų mėnesių žurnalai „Laima“, 4 skirtingų mėnesių žurnalai „Ji“ ir 7 
skirtingų mėnesių žurnalai „Moteris“. Kiek skirtingų pasirinkimo 
galimybių turi mergaitė, jei ji nori paimti: 

a) vieną žurnalą , 

b) du skirtingų pavadinimų žurnalus, 

€) tris skirtingų pavadinimų žurnalus , 

d) ne daugiau, kaip tris skirtingų pavadinimų žurnalus? 

Sprendimas.  Pazymime žurnalų pavadinimus: „Panelė“ — P, 
„Laima“ — L, „Ji“ — J, „Moteris“ — M. 

a) Pasinaudoję kombinatorine sudėties taisykle, gauname, kad 
pasirinkti vieną žurnalą mergaitė turi 3+5+4+7=19 galimybių. 

b) jei mergaitė nori paimti du skirtingų pavadinimų žurnalus, tai ji gali 
imti žurnalus „Panelė“ ir „Laima“, arba žurnalus „Panelė“ ir „Ji“, arva 
žurnalus „Panelė“ ir „Laima“, arba žurnalus „Laima“ ir „Ji“, arba žurnalus 
„Laima“ ir „Moteris“, arba žurnalus „Ji“ ir „Moteris“. Pasinaudoję 
kombinatorine daugybos taisykle, gauname, kad 

žurnalų „Panelė“ ir „Laima“ komplektui pasirinkti yra 3-5 = 15 būdų; 

žurnalų „Panelė“ ir „Ji“ komplektui pasirinkti yra 3:4 =12 būdų; 

žumalų „Panelė“ ir „Laima“ komplektui pasirinkti yra 3-7 = 21 būdas; 
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žurnalų „Laima“ ir „Ji“ komplektui pasirinkti yra 5-4 = 20 būdų; 

žurnalų „Laima“ ir „Moteris“ komplektui pasirinkti yra 5-7=35 
būdai; 

žurnalų „Ji“ ir „Moteris“ komplektui pasirinkti yra 4-7 = 28 būdai. 

Pagal kombinatorinę sudėties taisyklę du skirtingų pavadinimų 
žurnalus mergaitė gali pasirinkti 15+12+21+20+35+28=131 būdu. 


с) Panašiai samprotaudami, kai ir b) atveju, gauname, kad trijų 
skirtingų pavadinimų žurnalų pasirinkimo būdų skaičius yra toks: 

PLJ — 3-5-4=60 būdų, 

PLM - 3-5-7=105 būdai, 

LJM — 5-4-7=140 būdų, 

PJM - 3-4-7=84 būdai. 

Pagal kombinatorinę sudėties taisyklę tris skirtingų pavadinimų 
žurnalus mergaitė turi 60+105+140+84 = 389 galimybes (būdus). 


d) Galima pasirinkti arba vieną, arba du, arba tris skirtingų 
pavadinimų žurnalus, todėl ne daugiau kaip tris skirtingų pavadinimų 
žurnalus galima pasirinkti 19+131+389 =539 būdais. 


Atsakymas. a) 19; b) 131; c) 389; d) 539. 


4 pavyzdys. Apskaičiuokime, kiek yra mažesnių už 100000 natūraliųjų 
skaičių, neturinčių vienodų skaitmenų. 

Sprendimas. mažesnis už 100000 natūralusis skaičius gali būti arba 
vienaženklis, arba dviženklis, arba triženklis, arba keturženklis, arba 
penkiaženklis, todėl ieškosime natūraliųjų vienaženklių, natūraliųjų 
dviženklių, neturinčių vienodų skaitmenų, natūraliųjų triženklių, neturinčių 
vienodų skaitmenų, natūraliųjų keturženklių, neturinčių vienodų skaitmenų 
ir natūraliųjų penkiaženklių, neturinčių vienodų skaitmenų, skaičiaus. 

Vienaženklių natūraliųjų skaičių yra 9. 

Dviženklio natūraliojo skaičiaus dešimčių skaitmenį pasirenkame iš 
aibės (1,2,3,4,5,6,7,8,9), turinčios 9 elementus (skaitmenis), t.y. 9 
būdais, o vienetų skaitmenį taip pat iš aibės, turinčios 9 skaitmenis, nes iš 
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dešimties galimų skaitmenų vieną skaitmenį (ne nulį) jau pasirinkime. 
Pagal kombinatorinę daugybos taisyklę, dviženklių skaičių natūraliųjų 
skaičių yra 9-9=81. 

Triženklio skaičiaus šimtų skaitmenį galima pasirinkti 9 būdais, 
dešimčių skaitmenį — taip pat 9 būdais, o vienetų skaitmenį — 8 būdais, nes 
iš aibės (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9) jau pasirinkti du skaitmenys. Taigi 
pasinaudoję kombinatorine daugybos taisykle, gauname, kad triženklių 
natūraliųjų skaičių, neturinčių vienodų skaitmenų, iš viso yra 
9-9-8-648. 

Analogiškai samprotaudami, randame, kad keturženklių natūraliųjų 
skaičių, neturinčių vienodų skaitmenų, iš viso yra 9-9-8-7=4536, o 
penkiaženklių natūraliųjų skaičių, neturinčių vienodų skaitmenų, iš viso 
yra 9-9-8-7-6= 27216. 

Taigi pasinaudoję kombinatorine sudėties taisykle, gauname, kad 
mažesnių už 100000 natūraliųjų skaičių, neturinčių vienodų skaitmenų, iš 
viso yra 9+81+ 648+ 4536+ 27216 = 32490. 


Atsakymas. 3249(). 


5 pavyzdys. Apskaičiuokime, kiek yra ne mažesnių už 100 ir mažesnių 
už 10000 natūraliųjų skaičių, kurie dalijasi iš 5. 

Sprendimas. Kad natūralusis skaičius dalintųsi iš 5 paskutinis jo 
skaitmuo turi būti 0 arba 5. Pirmasis skaičiaus skaitmuo negali būti lygus 
0. Triženklio skaičiaus (nuo 100 iki 999) pirmąjį skaitmenį (šimtų 
skaitmenį) renkamės iš aibės (1,2,3,4,5,6,7,8,9], turinčios 9 
elementus (skaitmenis). Atkreipiame dėmesį į tai, kad šioje aibėje nėra 
skaitmens 0, nes pirmasis skaičiaus skaitmuo negali būti lygus nuliui. 
Antrąjį triženklio skaičiaus skaitmenį (dešimčių skaitmenį) renkamės iš 
aibės (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9], turinčios 10 elementų (skaitmenų), o 
trečiąjį (vienetų skaitmenį)— iš aibės {0,5}, nes triženklis skaičius turi 
dalintis iš 5. Pagal kombinatorinę daugybos taisyklę triženklių skaičių, 
kurie dalijasi iš 5, iš viso уга 9-10-2 = 180. 


Analogiškai keturženklio skaičiaus (nuo 1000 iki 9999) pirmąjį 
skaitmenį (tūkstančių) renkamės iš aibės (1,2,3,4,5,6,7,8,9), 
turinčios 9 elementus (skaitmenis), antrąjį skaitmenį (šimtų) iš aibės 
(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9), turinčios 10 elementų (skaitmenų), trečiąjį 
skaitmenį (dešimčių) — iš aibės (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9], turinčios taip 
pat 10 elementų (skaitmenų) ir ketvirtąjį skaitmenį (vienetų) -iš aibės 
(0,5), turinčios du skaitmenis, nes keturženklis skaičius turi dalintis iš 
5. Pagal kombinatorinę daugybos taisyklę keturženklių skaičių, kurie 
dalijasi iš 5, i$ viso уга 9-10-10-2 = 1800. 

Taigi pasinaudoję kombinatorine sudėties taisykle, gauname, kad ne 
mažesnių už 100 ir mažesnių už 10000 natūraliųjų skaičių, kurie dalijasi iš 
5, iš viso yra 180 +1800 = 1980. 

Atsakymas. 1980. 


1.5. NATŪRALIOJO SKAIČIAUS FAKTORIALAS 


Natūraliojo skaičiaus faktorialas (žymimas л!) yra visų natūraliųjų 
skaičių nuo n iki I sandauga: 


n! n- (n- 1): (n-2)-...-3-2-1. (1) 


1 pavyzdys. Apskaičiuokime 1!, 2!, 3!, 4!, 5!, 6!. 
Sprendimas. 

1-1, 21-2122, 
51-5-4-3-2:1-120, 


3123.2.126, 4!=4.3.2.1=24, 
6!-6-5-4-3-2-1-720. 


Simbolį n! skaitome taip: „en faktorialas“. 
Susitarta laikyti, kad 0!=1. 
Aišku, kad п!= n-(n-1)!. (2) 


2 pavyzdys. 3!=3-2!=6, 4!-4-31-24, 5!=5-4!=120, 


6!=6-5!=720. 


(2) formulė dažnai naudojama apskaičiuojant reiškinių su faktorialo 
ženklu reikšmes bei prastinant reiškinius su faktorialo ženklu. 


Išnagrinėsime keletą pavyzdžių. 


3 pavyzdys. Apskaičiuokime: 
40! 100! 


a) 381-39!^ b) og 100:98. 


Sprendimas. a) Taikysime (2) formulę. Gauname: 
240)... 40... 40:39-38!  40-39-35! 40-99 ag 
381-39! 381+39-381 38!«39.38! 38!(1+39) 40 
b) Taikysime (2) formule. Gauname: 

100! 100-99! . 100-99-98! 


pgr 100:98- 981 рете" 


= 100 -99 – 100 -98 = 100 (99 – 98) =100. 
Atsakymas. а) 39; b) 100. 


-100-98 = 


4 pavyzdys. Suprastinkime reiškinius: 


(n+2)!-(n+1)! n 
gp > 9) 1-03) 


Sprendimas. a) Pritaikę (2) formulę gauname, kad 
(п+2)!= (п+ 2)(п +1)! ir (n+1)!=(n+1)-n!, todėl 


(1420-8141 (n2) (+D (m+ (4271) _ 
n! n! i n! Е 


И ет ү, ду. 


b) Taikome (2) formulę. Gauname: 
n! | n: (n-1) -7-(1-1) (1-2) 
(1-1) (1-2) (n-D-:(n-2) (7-1)-(7-2) ^ 


Atsakymas. a) (1-1), b) n. 
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1.6. GRETINIAI, KÉLINIAI, DERINIAI 


Sakykime, kad turime л skirtingų elementu a,,a,,..,a, ir iš jų 
sudaromi junginiai (rinkiniai) po K elementų; čia 1<k<n ir 
pasikartojančių elementų junginyje nėra. 

Aišku, kad junginiai gali skirtis vienas nuo kito elementų skaičiumi 
(tai priklauso nuo skaičiaus k). Jei iš minėtų skirtingų elementų 
а ,а,,...,а, Sudaromi junginiai (rinkiniai) po k elementų, tai šie 
junginiai gali skirtis vienas nuo kito pačiais elementais bei elementų 
išsidėstymo tvarka, kuri gali būti svarbi arba nesvarbi. 

Pagal tai junginiai skirstomi į atskiras rūšis, kurios turi savo 
pavadinimus. 


1.6.1. Gretiniai. Gretiniai su pasikartojimais 


Gretiniais i$ л elementų po k vadinami tokie junginiai (rinkiniai), 
kurių kiekvienas turi k elementų, pasirinktų iš n skirtingų elementu, ir 
kurie vienas nuo kito skiriasi arba bent vienu elementu, arba elementų 
išsidėstymo tvarka. 


1 pavyzdys. Sudarysime visus galimus skirtingus gretinius iš 4 
elementų (raidžių) 4, B, C, D po 2 elementus (raides): 
AB AC AD 
BA CA DA 
BC BD CD 
CB DB DC 
Gavome 12 skirtingų gretinių. Atkreipiame skaitytojų dėmesį į tai, kad 
šiuose rinkiniuose nėra pasikartojančių elementų (nėra vienodų raidžių), o 
rinkiniai vienas nuo kito skiriasi arba į tuos rinkinius įeinančiais 
elementais (raidėmis), arba elementų (raidžių) išsidėstymo tvarka 
(pavyzdžiui, rinkiniai 48 ir BA yra skirtingi). 
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Gretinius, sudarytus iš k elementų, kurie pasirinkti iš n elementų, 
trumpiau vadiname gretiniais iš n po k. Gretinių i$ n elementų po k skaičių 
žymime simboliu Aš ir apskaičiuojame pagal formulę 


АК 2 n: (n-1)-(n-2)-...-(n- (k-1). (1) 


2 pavyzdys. Apskaičiuokime gretinių skaičių: 42, 42, Aj. 
Sprendimas. 
А2 = 5-(5-1)=5-4=20, 
A; = 5-(5-1)-(5-2)=5-4-3=60, 
41-5-(5-1)-(5-2)-(5-3)-5-4-3-2-120. 
Susitarta laikyti, kad A -]ir 4 21. 
(1) formulę galime gauti pasinaudoję kombinatorine daugybos 


taisykle. Iš tikrųjų, jeigu kiekvienas gretinys yra sudarytas iš k elementų, 
tai pasirinkti pirmąjį jo elementą yra n būdų. Lieka п —1 elementas. 

Vadinasi, antrąjį sudaromo gretinio elementą renkamės iš likusių 
n-l elementų, t.y. antrajam elementui pasirinkti yra 7-1 būdų. 
Trečiajam gretinio elementui pasirinkti yra (n— 2) būdai ir t.t.. Paskutinį 
k-taji gretinio elementą, galime pasirinkti (n – (k — 1)) būdais. 

Pasinaudoję kombinatorine daugybos taisykle, ^ gauname, 
kad iš n skirtingų elementu pasirinkti k elementų galima 
n-(n-1)-(n-2)-... 
galima sudaryti A“ --(п-1)-(п-2)-... 


:(n-(k-1)) būdais. Taigi i$ n skirtingų elementų 
*(n- (k — 1)) gretiniu. 
(1) inae ind perrašyti ir taip: 


4 G D ТУ О) 


3 pavyzdys. Apskaičiuosime 42, А; ir 4; naudodamiesi (2) formule. 


! ! 44.3.2. 
5! ES зад р, 


2. 
Sprendimas. А;= 6- GN“ Ie 


5! S! 5-4-3-2:1 
(5-3) 31 Эр. 2-1 
5! == 5.4.3.2.1 
(5-4) a 1 
Sprendžiant eis uždavinius dažnai tenka ieškoti gretinių 
skaičiaus. Išnagrinėkime keletą tokių uždavinių. 


A. -60, 


АВ -120. 


4 pavyzdys. Apskaičiuosime, kiek triženklių skaičių su skirtingais 
skaitmenimis galima sudaryti iš skaitmenų 2,4,6,8. Nubraižę galimybių 
medį, rasime visus šiuos skaičius. 

Sprendimas. Kadangi skaitmenų išdėstymo tvarka skaičiuje yra 
svarbi, tai šiame uždavinyje reikia rasti, kiek galima sudaryti skirtingų 
gretinių iš 4 elementų (skaitmenų) po 3. Taikome (1) formulę: 

A3=4-(4-1)-(4-2)=4-3-2=24. 
Galėjome skaičiuoti ir pagal (2) formulę: 
> 49) 4 4-3-2: 
+ (4-3! H 1 
аы аавыг medi: 


s AN zx ИМ, 
AAAAAAAAAAAA 


> pav. 


=24. 


Gavome 24 skaičius: 
246, 248, 264, 268, 284, 286, 426, 428, 462, 468, 482, 486, 
624, 628, 642, 648, 682, 684, 824, 826, 842, 846, 862, 864. 


5 pavyzdys. Kiek skirtingų triženklių skaičių, neturinčių vienodų 
skaitmenų, galima sudaryti iš skaitmenų 0,3,4,6,8 7 


Sprendimas. Iš penkių skaitmenų 0,3,4,6,8 galima sudaryti 
A= 5-4-3-60 trijų skaitmenų rinkinių, kuriuose nėra vienodų 
skaitmenų. Tarp šių trijų skaitmenų rinkinių bus tokių, kurie prasideda 
skaitmeniu 0. 

Tokių rinkinių yra tiek, kiek gretinių po du elementus (skaitmenis) 
galima sudaryti iš elementų (skaitmenų) 3,4,6,8: 

41-4-(4-1)-4-3-12. 

Šiuos rinkinius reikia atmesti, nes pirmasis sudaromo triženklio 
skaičiaus skaitmuo negali būti nulis. 

Vadinasi, ieškomų triženklių skaičių iš viso yra 

4A3- 412 60-12 = 48. 

Atsakymas. 48. 


6 pavyzdys. Iš skaitmenų 5,6,7,8,9 sudaromi triženkliai skaičiai. 
Kiek galima sudaryti lyginių ir kiek nelyginių triženklių skaičių, kurių visi 
trys skaitmenys turi būti skirtingi. 

Sprendimas. Apskaičiuosime, kiek galima sudaryti lyginių triženklių 
skaičių. Pirmiesiems dviem skaitmenims parinkti yra 42-12 galimybių. 
Paskutinis (trečiasis) sudaromų skaičių skaitmuo turi būti 6 arba 8, nes 
sąlygoje pasakyta, kad skaičius turi būti lyginis. Vadinasi, paskutiniam 
skaitmeniui parinkti yra 2 galimybės. Pagal kombinatorinę daugybos 
taisyklę iš skaitmenų 5,6,7,8,9 iš viso galima sudaryti 
41-2-12-2-24 lyginius 
pasikartojančių skaitmenų. 


triženklius skaičius, neturinčius 


Analogiškai samprotaudami randame, kad iš minėtų skaitmenų galime 
sudaryti А, -3-12-3-36 triženklius nelyginius skaičius, neturinčius 
pasikartojančių skaitmenų. Šiuo atveju paskutinįjį (trečiąjį) sudaromo 
nelyginio triženklio skaičiaus skaitmenį renkamės iš trijų skaitmenų aibės 
(5;7;9), todėl trečiajam skaitmeniui parinkti yra 3 galimybės. 
Atsakymas. 12 lyginių triženklių skaičių ir 36 nelyginius triženklius skaičius. 
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7 pavyzdys. Kiek penkiaženklių skaičių galima sudaryti iš skaitmenų 
1,2,4,6,7,8, jeigu nė vienas skaitmuo sudarytame skaičiuje neturi 
kartotis. Kiek tų skaičių yra lyginiai? 

Sprendimas. Pirmiausia apskaičiuosime, kiek penkiaženklių skaičių 
galima sudaryti iš 6 duotųjų skaitmenų. Reikia rasti gretinių iš 6 elementų 
(skaitmenų) po 5 skaičių: 

41-6-(6-1)-(6-2)-(6-3)-(6-4)-6-5-4-3-2-1720. 

Taigi galime sudaryti 720 penkiaženklių skaičių su skirtingais 
skaitmenimis. Apskaičiuosime, keli iš šių skaičių yra lyginiai. Paskutinįjį 
lyginį skaitmenį galima pasirinkti iš keturių skaitmenų 2,4,6,8, t.y. 
keturiais būdais, o pirmuosius keturis — Ai büdais. 

Pasinaudoje kombinatorine daugybos taisykle, gauname, kad lyginiu 
skaičių уга 41:4-5-4-3-2-4-480, 

Atsakymas. 720; 480. 


8 pavyzdys. Kiek galima sudaryti natūraliųjų skaičių, iš kurių 
kiekvienas būtų parašytas 3 skirtingais skaitmenimis? 

Sprendimas. 15 10 skaitmenų 0,1, 2,...,9 galima sudaryti 

! 
Ау= 19 - 8-9-10- 720 skaičius. Iš šio skaičiaus reikia atimti tuos 
skaičius, kurie prasideda skaitmeniu 0. Tokių skaičius bus tiek, kiek 
gretinių po 2 skaitmenis galima sudaryti iš skaitmenų 1,2,...,9, t.y. 
9! 


Aie 89-72. 


Vadinasi, skaičių galima sudaryti А} — 42 = 720— 72 = 648. 

Atsakymas. 648. 

9 pavyzdys. Keliais skirtingais būdais i$ devynių kandidatų galima 
išrinkti keturis žmones keturioms skirtingoms pareigoms užimti? 


Sprendimas. Pagal uždavinio sąlygą yra 4 vietos ir 9 kandidatai į jas. 
Tik keturi iš devynių kandidatų bus išrinkti užimti tas skirtingas pareigas. 
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Šiuo atveju svarbi ir tvarka, kuria keturi kandidatai bus išrinkti toms 
pareigoms. Vadinasi, reikia rasti gretinių iš 9 elementų po 4 skaičių: 

4,91. 9 

Аз = (ду 51 

Atsakymas. 3024 büdais. 


-9-8-7-6-3024. 


10 pavyzdys. 30 moksleivių grupė pasikeitė fotonuotraukomis. Kiek 
buvo užsakyta fotonuotraukų? 


Sprendimas. Užsakytų nuotraukų skaičius yra lygus gretinių iš 30 
skirtingų elementų po 2 skaičiui: 
43,730. (30-1) 230.29 - 870. 
Atsakymas. 870. 


11 pavyzdys. Meno mokyklos 9 klasėje уга 15 berniukų ir 10 
mergaičių. Koncertui reikia šokėjų dueto, dainininkų dueto ir smuikininkų 
dueto (kiekvieną duetą sudaro bemiukas ir mergaitė). Keliais būdais 
galima parinkti koncerto atlikėjus, jei visi minėti moksleiviai vienodai 
gerai moka ir dainuoti, ir šokti, ir groti smuiku. 

Sprendimas. Uždavinį išspręsime keliais būdais. 

1 būdas. Iš 15 berniukų pasirinkti šokėją, dainininką ir smuikininką 
galima Ал, būdais, o iš 10 mergaičių parinkti šokėją, dainininkę ir 


smuikininkę yra A й būdų. Remdamiesi kombinatorine 
daugybos taisykle, gauname, kad šokėjų, dainininkų ir smuikininkų 
duetams pasirinkti уга 47, · 41, 2 15-14-13-10-9-8—1965600 būdų. 

2 būdas. Iš 15 berniukų parinkti tris berniukus уга Cj, būdų, o iš 
10 mergaičių parinkti tris mergaites yra C büdy. 

Pirmajai mergaitei galima parinkti tris berniukus, antrajai tik du 
berniukus, o trečiajai — tik vieną berniuką. Iš viso yra 6 galimybės. 
Šokėjų, dainininkų ir smuikininkų poros gali tarpusavyje keistis (visi 
vienodai dainuoja, šoka ir groja smuiku) 3! būdų. 


Pagal kombinatorinę daugybos taisyklę koncerto atlikėjus galima 
parinkti Ci «Cj, -6-31=1965600 būdų. 
Atsakymas. 1965600 būdų. 


Gretiniai su pasikartojimais 


Gretiniy su pasikartojimais iš n elementu po k skaičius žymimas 
A* ir apskaičiuojamas pagal formulę Af= n! . (3) 


12 pavyzdys. Sudarysime visus galimus gretinius su pasikartojimais iš 
keturių elementų 4, В,С, D ро 2 elementus: 


AB AC AD 
BA BC BD 


CA CB CD 


DA DB DC 


Iš viso gavome 16 gretinių su pasikartojimais, t.y. А?= 16. 

Nagrinėdami 1 pavyzdį buvome gavę, kad iš 4 elementų А, B, C, D 
galima sudaryti 12 gretinių po 2 elementus, t.y. 41-12. Prie šio gretiniu 
skaičiaus prijunge dar 4 gretinius 44, BB, CC, DD, gauname iš 
viso 16 gretinių su pasikartojimais. 

13 pavyzdys. Kiek skirtingų keturženklių skaičių galima užrašyti, 
panaudojant skaitmenis 3,4,5 ? 

Sprendimas. A1-3' -81. 

Atsakymas. 81. 


14 pavyzdys. Kiek skirtingų dviženklių skaičių galima sudaryti iš 
skaitmenų 7,8,9, kai tas pats skaitmuo skaičiuje gali kartotis? 

Sprendimas. p. =32=9. 

Atsakymas. 9. 


1.6.2. Këliniai. Këliniai su pasikartojimais 


Kėliniais iš n elementų vadinami tokie junginiai (rinkiniai), kurių 
kiekvienas sudarytas iš visų n elementų ir kurie vienas nuo kito skiriasi tik 
elementų išdėstymo tvarka. 


Taigi kėliniai iš n elementų yra gretiniai iš tų pačių л elementų po л. 

Kėlinių skaičius žymimas simboliu P, . 

Pagal apibrėžimą P, = А”. 

Pabrėžiame, kad kėliniai yra sudaryti i$ tų pačių elementu ir vienas 
nuo kito skiriasi tik tų elementų išdėstymo tvarka. 

1 pavyzdys. Sudarysime visus kėlinius iš trijų elementų А,В ir C. 
Kėliniai, sudaryti iš trijų elementu 4, B ir C, yra: 

ABC, АСВ, ВАС, ВСА, САВ ir СВА. 
Taigi gavome šešis skirtingus kėlinius. Visi kėliniai sudaryti iš tų 


pačių šešių raidžių (elementų) ir skiriasi (vienas nuo kito) tiktai šių raidžių 
(elementų) išdėstymo tvarka. 


Kėlinių iš n elementų skaičius apskaičiuojamas pagal formule: 
P, n: (n-1)-(n-2)- ... -1=n!. (1) 
2 pavyzdys. Apskaičiuosime P,, P, ir Р,. 
Sprendimas. Taikome (1) formule: 
P, 2312 3.2.12 6, 
Р,-4!-4-3-2-1-24, 
Р,-5!-5-4-3-2:1-120. 
Atsakymas. P, =6, Р,-24, Р,-120. 


3 pavyzdys. Iš skaitmenų 5,6,7,8,9, nekartojant ju, sudaromi 
skirtingi penkiaženkliai skaičiai. 

1. Kiek iš viso tokių penkiaženklių skaičių galima sudaryti? 

2. Kiek tarp jų bus tokių, kurie nesidalys iš 57 

3. Kiek tarp sudarytų penkiaženklių skaičių bus lyginių skaičių? 
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Sprendimas. 
1. Kadangi iš 5 duotuju skaitmenų sudaromi penkiaženkliai skaičiai 
yra gretiniai iš 5 elementų po 5, t.y. kėliniai, tai jų skaičius lygus 
Р,-51!-5-4-3-2-1-120. 


2. Iš 5 dalysis tie iš skaitmenų 5,6,7,8,9 sudaryti penkiaženkliai 
skaičiai, kurie baigiasi skaitmeniu 5. Raskime, kiek tokių skaičių galima 
sudaryti. Jei paskutinis sudaromo penkiaženklio skaičiaus skaitmuo yra 5, 
tai pirmuosius keturis skaitmenis galima pasirinkti tiek būdų, kiek galima 
sudaryti kėlinių iš 4 elementų. Vadinasi, iš viso galima sudaryti 
P, 2412 4-3-2-1- 24 penkiaženklius skaičius, kurie dalijasi iš 5. Tada 
nesidalijančių iš 5 yra P, — P, =120—24=96 skaičiai. 

3. Lyginiai bus tie skaičiai, kurie baigiasi skaitmenimis 6 arba 8. 
Penkiaženklius (lyginius) skaičius, kurie baigiasi skaitmeniu 6, galima 
gauti taip: reikia iš 4 skaitmenų 5,7,8,9 sudaryti visus galimus 
keturženklius skaičius ir prie jų visų gale prirašyti skaitmenį 6. Junginiai, 
sudaryti iš 4 skaitmenų po 4, yra kėliniai, todėl jų skaičius lygus 
P,=4!1=4-3-2-1=24. 

Taigi lyginių penkiaZenkliu skaičių, kurie baigiasi skaitmeniu 6, iš 
viso yra 24. Tiek pat yra ir lyginių penkiaženkiių skaičių, kurie baigiasi 
skaitmeniu 8. Vadinasi, iš viso lyginių penkiaženklių skaičių, sudarytų iš 
penkių skaitmenų 1,2,3,4,5 yra 24424 = 48. 

Atsakymas. 1. 120; 2. 96, 3. 48 

4 pavyzdys. Keiciviiis traukinys turi 10 vagonų. Keliais būdais galima 
išdėstyti vagonus paruosiani {таки 

Sprendimas. P, =191=10 9-8 7.6.3. 4.3. 2-12: 362880 būdų. 

Atsakymas. 362880. 

5 pavyzdys. Kiek skirtingų trispalviu vėliavų su horizontaliomis 
juostomis galima padaryti kombizucjant mėlyną, balia ir raudoną spalvas? 
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Sprendimas. P, =3!1=3-2-1=6 skirtingas vėliavas. 
Atsakymas. 6. 


6 pavyzdys. Keliais būdais galima susodinti 4 žmones prie keturviečio 
stalo? 
Sprendimas. Yra tiek susodinimo būdų, kiek galima sudaryti kėlinių 
iš 4 elementų: 
Р,-4!-4-3-2-1-24. 
Atsakymas. 24. 


7 pavyzdys. 10 knygų, kurių septynios yra skirtingų autorių iš trys — 
vieno autoriaus, sustatytos vienoje knygų lentynoje. Kiek yra galimybių jas 
atsitiktinai sustatyti į lentyną taip, kad to paties autoriaus knygos būtų greta? 

Sprendimas. To paties autoriaus 3 knygas laikome viena knyga. Tada 
turime aštuonių skirtingų autorių knygas, kurioms sustatyti į lentyną yra 
Р, =8! būdų. Tris to paties autoriaus knygas galima sustatyti į lentyna 
P, «3! būdais. Pagal kombinatorinę daugybos taisyklę knygoms į lentyna 
sustatyti iš viso yra P, - P, =8!-3!= 241920 būdų. 

Atsakymas. 241920 būdų. 


8 pavyzdys. | eilę reikia sustatyti 5 berniukus taip, kad Martynas ir 
Justinas stovėtų greta. Kiek yra galimybių tai padaryti? 

Sprendimas. Greta sustoję Martynas ir Justinas gali būti laikomi vienu 
elementu, tada berniukus perstatyti yra P, -41!-4-3-2-24 būdai. Be to, 
Martynas ir Justinas gali pasikeisti vietomis, todėl sustatyti berniukus į eilę 
yra 4!-2!= 48 būdai. 

Atsakymas. 48. 


9 pavyzdys. Studentas 6 savaites turi laikyti po egzaminą kas savaite. 
Du iš šešių egzaminų yra matematikos egzaminai. Kiek yra būdų sudaryti 
egzaminų laikymo eilę, kad matematikos egzaminų netektų laikyti vieną 
po kito? 


Sprendimas. Uždavinį spresime dviem būdais. 

1 būdas. Jei pirmasis matematikos egzaminas bus laikomas | arba 
6 savaitę, tai antrajam matematikos egzaminui lieka 4 galimybės, nes vieną 
savaitę reikia praleisti. Jei pirmasis matematikos egzaminas laikomas 
arba 2, arba 3, arba 4, arba 5 savaitę, tai kitam egzaminui laikyti 
lieka 3 galimybės. Taigi, matematikos egzaminus galima išdėstyti 
2-44-4-3-20 būdų. Kitus egzaminus galima išdėstyti P, = 4!= 24 
būdais. Pagal kombinatorinę daugybos taisyklę egzaminų laikymo eilei 
sudaryti yra 20-4!= 480 galimybių. 

2 būdas. Visus egzaminus galima išdėstyti 6!= 720 būdų. 

Du matematikos egzaminus laikome kaip vieną egzaminą, tada juos 
galima išdėstyti 5 būdais, o likusius egzaminus 4! būdų. Kadangi 
matematikos egzaminus galime keisti vietomis, tai pagal kombinatorinės 
daugybos taisyklę visus egzaminus išdėstyti yra 2:5 · 4! = 240 galimybių. 
Kadangi matematikos egzaminų negalima laikyti vieną po kito, tai iš visų 
galimybių skaičiaus atimame galimybių, kai matematikos egzaminai 
laikomi vienas po kito, skaičių. Vadinasi, egzaminų laikymo eilei sudaryti 
уга 720—240 = 480 galimybių. 

Atsakymas. 480. 


Kėliniai su pasikartojimais 


Junginiai, sudaryti iš n elementų (2,,a,,...,a, ), kurių pirmasis 
elementas a, pasikartoja k, kartų, antrasis elementas a, pasikartoja k, 
kartų, trečiasis elementas a, pasikartoja k, kartų, ..., elementas a, 


pasikartoja k, kartų, yra vadinami kėliniais su pasikartojimais. 


Kėlinių su pasikartojimais iš л elementų a,,a,,...,a, skaičius 


” 


randamas pagal formule 


Pk, k; саа, k,)= 


n! 


ELEC CE 0) 


čia k, —elemento a, pasikartojimų skaičius, k, — elemento a, 
pasikartojimų skaičius, . . . 
Visada k, +k, +...+k, =n. 


‚ k, -elemento a, pasikartojimų skaičius. 


10 pavyzdys. Žinoma, kad elementas x pasikartoja 2 kartus, 
elementas y pasikartoja 3 kartus, elementas z pasikartoja 2 kartus. Iš 
šių elementų (įskaitant jų pasikartojimų skaičių) galima sudaryti įvairius 
kėlinius su pasikartojimais, pavyzdžiui, xxyyyzz,  xyxyzyz, 
Zyxyxzy. 

Kiekvienas toks kélinys su pasikartojimais turi po 7 elementus: 

2434227. 


Pasinaudoję (2) formule, gauname, kad tokių kėlinių su 


pasikartojimais skaičius lygus 
7! 1-2-3-4-5-6-7 
5,0.3.2)-э821-1-2-1:2-3:1-2 = 210. 


Atsakymas. 210. 


11 pavyzdys. Kiek kėlinių su pasikartojimais galima sudaryti iš žodžio 
„kalakutas“ raidžių? 
Sprendimas. Šiuo atveju turime 2 raides k, 3 raides a, 1 raidę /, 1 
raidę u, 1 raidę t ir l raidę 5; iš viso 9 raidės: 
2+3+1+1+1+1=9. 
Pagal kėlinių su pasikartojimais skaičiaus formulę (2) ieškomųjų 
kėlinių su pasikartojimais skaičius lygus: 
I .4. 
RE) эзүү” TZ 25 
Atsakymas. 30240. 


12 pavyzdys. Kiek skirtingų skaičių galima gauti perstatant skaitmenis 
skaičiuje 2233344455? 
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Sprendimas. Siuo atveju skaitmuo 2 pasikartoja 2 kartus, skaitmuo 3 
pasikartoja 3 kartus, skaitmuo 4 pasikartoja taip pat 3 kartus ir skaitmuo 5 
pasikartoja 2 kartus. Pasinaudoję (2) formule, gauname, kad kėlinių su 
pasikartojimais skaičius lygus 

10! 10-9-8-7-6-5-4-3-2-1 
21-31-31-21 2:1-3-2:1-3-2-1-2:1 

Taigi perstatinėdami skaičiuje 2233344455 skaitmenis galime iš viso 
gauti 25200 skirtingų skaičių. 

Atsakymas. 25200. 


Р,(2,3,3,2) = = 25200. 


13 pavyzdys. Keliais büdais galima vienoje eilutéje parašyti 6 pliusus 
ir 4 minusus? 

Sprendimas. Siuo atveju pliusas eilutéje pasikartoja 6 kartus, o 
minusas — 4 kartus. 15 viso eilutéje уга 10 elementu. 

Reikia rasti kėlinių su pasikartojimais iš 10 elementų skaičių. 
Pagal (2) formulę šis skaičius yra 
BE 10-9-8-7-6-5-4-3-2-:1 2210 
6-4! 6-5-4-3-2:1-4-3-2:1 i 

Taigi vienoje eilutėje išdėstyti 6 pliusus „+“ ir 4 minusus „—“ iš viso 
yra 210 būdų. 

Atsakymas. 210 būdų. 


P (6, 4)- 


1.6.3. Deriniai. Deriniai su pasikartojimais 


Deriniais i$ л elementų po k vadinami tokie junginiai (rinkiniai), 
kurių kiekvienas turi po k elementų, pasirinktų iš n elementų, ir kurie 
vienas nuo kito skiriasi bent vienu elementu. 


1 pavyzdys. Sudarysime visus galimus derinius iš keturių elementų 
A,B,C,D po du elementus. 

Sprendimas. 1.6.1. skyrelio 1 pavyzdyje buvome surašę visus 
skirtingus gretinius iš keturių elementų 4, B,C,D ро 2. Jų iš viso 
gavome 12. Dabar sudarysime visus galimus derinius iš tų pačių keturių 
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elementų 4,B,C, D po2: 
AB AC AD 
BC BD CD 

Matome, kad rinkiniuose nėra pasikartojančių elementų, o rinkiniai 
vienas nuo kito skiriasi tiktai į juos įeinančiais elementais. Pavyzdžiui, 
rinkiniai 4B ir BA, AC ir CA, AD ir DA, BC ir CB, BD ir 
DB, CD ir DC, priešingai nei minėtame 1.6.1 skyrelio 1 pavyzdyje, 
nelaikomi skirtingais. 

Taigi iš keturių elementu 4, B, C, D galima sudaryti šešis derinius 
po 2 elementus. 

Derinius, turinčius k elementų, kurie pasirinkti iš п elementų, trum- 
piau vadiname deriniais iš л po k. Derinių skaičių Є; galima apskaičiuoti 
padalijus gretinių iš п po k skaičių iš kėlinių po k skaičiaus, t.y. 

Cho An л (8-0 (n-2)-...  (n- (6-1). 
9-28 k! i 
čia k!=k-(k-1)-(k-2)-... -1. 


(1) 


2 pavyzdys. Apskaičiuokime: C2, Cj, Cj. 
Sprendimas. Pasinaudoję (1) formule, gauname, kad 
41.3-0-1) 32. 


22 
G= p 2 wq 
41 5.(5-1.(5-2) 5.4.3 

37. 5. сн == 

“Өд 3! 334 0 

С3-41..1:0-1-0-2):0-3) 7-6:54 _,, 

r 4! 4-3-2-1 : 
Deriniu i$ n po k skaičiaus radimo formulė gali būti ir tokia: 

£ n! 

Os ИМ -ЫГ 0) 


3 pavyzdys. Naudodamiesi (2) formule, apskaičiuokime: 
C 2 E 3 С. 

Sprendimas. Pasinaudoję (2) formule, gauname, kad: 

3! 3-2-1 


С сз мыйын ш 
Сау ут ^ 

3) S 5-4-3.2-1 
С=З 6730 3-21-21 5: 
(0 7 7-6-5-4-3-21 
E P“ 432271 S 
Susitarta laikyti, kad C?-1 ir C$=1. 


Įrodoma, Кай С" =1 ir С! =n. 

Pasinaudoję (1) formule, gauname, kad ryšys tarp gretinių iš ” 
elementų ро k skaičiaus 4^ ir derinių iš n elementų po k skaičiaus С^ 
nusakomas formule 

A! sk CI. (3) 


7! 7! 
4r -43) ^ 3r 
8! 8! 
31(8-3) 5r 
Užrašysime (be įrodymo) formules; išreiškiančias derinių skaičiaus savybes: 
1. C=C", (4) 


4 pavyzdys. A3=41-C3=4!- 


Aį=31-Cį=31- 


Šią formulę patogu taikyti derinių skaičiui apskaičiuoti, kai k > >: 


5 pavyzdys. Apskaičiuosime C (р, - 


Sprendimas. Pasinaudoje (4) formule, gauname: 


.100-(100-1).(100-2) _ 100-99-98 


C7 Сю “Со 22 3 7160700. 


Atsakymas. 161700. 


2. C «C^ e CT kai k<n. (5) 


2-1? 


6 pavyzdys. Pasinaudoje (5) formule, gauname, kad 
a 40: СЕК Сї-Сїүхб 1-01661. 


3. С1-С1-С1-..«С771-С171-С1-2". (6) 


7 pavyzdys. Kai n=5, tai, pasinaudoję (6) formule, gauname, kad 
C$4Ci4Ci4C;4Ci4Ci-2 = 32. 


Pabaigai išspręsime uždavinių, kuriuose reikia rasti derinių skaičių. 


8 pavyzdys. Keliais būdais iš 20 mokinių galima išrinkti 3 mokinius į 
mokyklos tarybą. 

Sprendimas. Kadangi skirtingos mokinių grupės (kiekvienoje grupėje 
yra po 3 mokinius) viena nuo kitos turi skirtis bent vienu mokiniu, o 
mokinių išdėstymo (parinkimo) tvarka nėra svarbi, tai reikia rasti derinių iš 
20 elementų po 3 skaičių: 


20.(20-1).(20-2) 20.19.18 _ 
ЕТ MEO. =1140. 
Taigi iš 20 mokinių grupės išrinkti 3 mokinius į mokyklos tarybą iš 
viso yra 1140 būdų. 


Atsakymas. 1140. 


3 = 
Съ= 


8 pavyzdys. Keliais būdais galima sudaryti startinį penketą iš 12 
krepšininkų? 
Sprendimas. Reikia rasti derinių iš 12 elementų po 5 skaičių: 


с3..412:02-1):02-2)-02-3)-02-4) 12:11:10:9:8 _ 797 
ыг 5-4-3-2:1 54321 7 


Atsakymas. 792 büdai. 
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9 pavyzdys. Mokytojas savarankiškam darbui parinko 8 uždavinius. 
Kiek skirtingų savarankiško darbo užduočių jis gali sudaryti, jei į vieną 
užduotį įeina 3 uždaviniai? 

Sprendimas. Kadangi šiame uždavinyje yra nesvarbu, kokia eile 
(tvarka) surašysime uždavinius užduotyje, o pačios užduotys turi skirtis 
bent vienu uždaviniu, tai reikia rasti derinių iš 8 elementų po 3 skaičių: 
8.(8-1).(8-2) 8.7.6 
шээс рро УЫ 

Taigi iš 8 skirtingų uždavinių mokytojas gali parengti 56 savarankiško 
darbo užduotis po 3 uždavinius kiekvienoje. 

Atsakymas. 56. 


C= 56. 


10 pavyzdys. Iš dėžės, kurioje уга 15 baltų ir 5 juodi rutuliai, 
atsitiktinai ištraukiami du rutuliai. Kiek yra galimybių ištraukti bent vieną 
juodą rutulį? 

Sprendimas. Posakis „ištraukti bent vieną juodą rutulį“ reiškia, kad 
tarp dviejų ištrauktų rutulių yra arba vienas, arba du juodi rutuliai. 

Raskime, kiek yra būdų traukiant 2 rutulius ištraukti vieną juodą 
rutulį. 

Vieną juodą rutulį i$ 5 juodų rutulių galima ištraukti С büdais. Kai 
traukiami du rutuliai, tai antrasis ištrauktas rutulys turi būti baltas ir jį iš 15 
baltų rutulių galima ištraukti C n būdų. Taigi ištraukti vieną juodą rutulį, 


e - Р Б : ! > р 
remiantis kombinatorine daugybos taisykle, galima С, “С z5.15-75 


büdais. 
Ištraukti du juodus rutulius iš 5 galima 
"UE MN T ч 
Br“ mal O ond. 


Vadinasi, pagal kombinatorinę sudėties taisyklę, yra 75+10=85 
galimybės ištraukti bent vieną juodą rutulį. 
Atsakymas. 85 galimybės. 
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11 pavyzdys. Iš 10 loterijos bilietų 2 bilietai yra „laimingi“. 
Atsitiktinai ištraukiami 5 bilietai. Kiek yra galimybių: 

a) ištraukti vieną „laimingą“ bilietą; 

b) ištraukti du „laimingus“ bilietus; 

c) ištraukti bent vieną „laimingą“ bilietą. 

Sprendimas. a) Vieną „laimingą“ bilietą iš 2 „laimingų“ galima 
ištraukti Cle 2 būdais. Kai traukiami penki bilietai, tai likusieji keturi 
ištraukti bilietai turi būti „nelaimingi“ ir juos iš 8 „nelaimingų“ bilietų 
galima ištraukti C š = 70 būdais. Taigi ištraukti vieną „laimingą“ bilietą iš 
viso traukiant 5 bilietus, remiantis kombinatorine. daugybos taisykle, 
galima C,-C;=2 70 = 140 būdų 

b) Bilietų traukimo eiliškumas nesvarbus. Iš 2 „laimingų“ bilietų 
ištraukti 2 „laimingus“ yra es =1 galimybė. 

Kadangi traukiami 5 bilietai, tai likusieji 3 bilietai turi būti 
„nelaimingi“. 15 8 „nelaimingų“ bilietų ištraukti 3 „nelaimingus“ bilietus 
galima 91-56 büdais. Vadinasi, remiantis kombinatorine daugybos 
taisykle, yra Cž-C4=1-56=56 galimybės ištraukti du „laimingus“ 
bilietus iš penkių ištrauktų bilietų. 

с) Jau suradome (žr. punktą a) ), kad ištraukti vieną „laimingą“ bilietą 
yra 140 būdų, ištraukti du „laimingus“ bilietus yra 56 galimybės 
(žr. punktą b)). 

Vadinasi, remiantis kombinatorine sudėties taisykle, gauname, kad 
ištrauktume bent vieną „laimingą“ bilietą (arba vieną, arba du „laimingus“ 
bilietus) galima 140+ 56 =196 būdais. 

Atsakymas. 2) 140; b) 56; c) 196. 


12 pavyzdys. Klasėje yra 14 mergaičių ir 8 berniukai. Keliais būdais 
galima išrinkti 5 moksleivių delegaciją, į kurią įeitų 3 mergaitės ir 2 
berniukai? 


Sprendimas. Mergaites galima pasirinkti C z , būdais, o berniukus — 


Cl būdais. Remiantis kombinatorine daugybos taisykle, skirtingų 
delegacijų skaičius lygus 

з m3 214:04-1):04-2) 8-(8-1) 14-13-12 GER. 

Carey 1-2-3 12; .152-3 1 =, 


Atsakymas. 10192. 


13 pavyzdys. Šokių ratelį lanko 7 mergaitės ir 5 berniukai. Keliais 
būdais iš jų galima sudaryti 4 šokėjų poras? 

Sprendimas. | būdas. 4 mergaites galima parinkti Сі būdų. Kai 
mergaitės jau parinktos, yra svarbi berniukų parinkimo tvarka, todėl juos 
galima parinkti 4: būdų. Remiantis kombinatorine daugybos taisykle, 4 
šokėjų poroms sudaryti yra 

7! 58 


-=5-6-7-4-5=4200 būdų. 


C As үзү 


2 būdas. Galima iš pradžių C$ būdais parinkti 4 berniukus. Po to 
svarbi bus mergaičių parinkimo tvarka, todėl jas galėsime parinkti 47 
būdais. Vadinasi, 4 šokėjų poras galima sudaryti 

5! 7! 


4 jl 
Cid di nk epe 4200 būdų. 


3 būdas. Mergaites galima parinkti C$ būdais, o berniukus G: 
būdais ir poras galima sukeisti vietomis, todėl galimybių yra 
4С1-С1-4200. 
Atsakymas. 4200. 


14 pavyzdys. 15 20 klasës mokiniu | konferencija reikia pasiusti 5 
mokinius. Kiek yra galimybių išrinkti 5 mokinius, jei klasės seniūnas ir du 
jo pavaduotojai negali vienu metu išvykti? 


Sprendimas. 1 būdas. 5 mokinius parinkti iš 20-ties уга С, gali- 


mybių. Iš to skaičiaus reikia atmesti tuos variantus, kada seniūnas ir du jo 


pavaduotojai patenka į išeinančiųjų į konferenciją penkių mokinių grupę. 
Jeigu seniūnas ir du jo pavaduotojai įeina į penkių mokinių grupę, tai 
likusius du reikia išrinkti iš 17 mokinių, o tai galima padaryti С 2, būdais. 
Vadinasi, pasiųsti į konferenciją mokinius yra 
5 3. 20 17! _ 17! (18-19-20 Ч 
аСт ШаГЭЛЭ P$ 0015 
= 1817, 113=15368 galimybės. 

2 būdas. Kadangi seniūnas ir du jo pavaduotojai kartu negali išvykti į 
konferenciją, tai galima pasiųsti 4 moksleivius iš 17, o vieną iš tų trijų arba 
3 moksleivius iš 17, o du iš tų trijų, arba visus 5 iš 17 moksleivių 
Vadinasi, уга С}, Ton +С}, € +С? = =15368 galimybės. 


Atsakymas. 15368. 


15 pavyzdys. Anglai šeimoje naujagimiui gali suteikti ne daugiau kaip 
3 vardus (tvarka nesvarbi). Kiek skirtingų būdų yra pasirinkti naujagimiui 
vardus, jei juos reikia rinkti iš 13 vardų? 

Sprendimas. Vieną vardą parinkti yra 13 galimybių. Du vardus 


! : 
parinkti yra Ch- 07 3-78 galimybés. Tris vardus parinkti 
- zr c ЗС. 11-1913 tcd PON ON 
ya Cy-4 10 wena зав galimybės. Naujagimiui galima 


parinkti arba vieną, arba du, arba tris vardus, todėl pagal kombinatorinę 
sudėties taisyklę parinkti vardą yra 13+ 78 + 286 = 377 galimybės. 
Atsakymas. 377. 


16 pavyzdys. 8 turistus reikia apgyvendinti dviejuose viešbučio 
kambariuose taip, kad kiekviename būtų ne mažiau kaip 3 žmonės. Keliais 
skirtingais būdais tai galima padaryti? 

Sprendimas. Pirmame kambaryje galima apgyvendinti tris turistus 

S el E 


TS “9237 = 56 būdais, 


t^ 


_8! 5:678 
4741 2-3-4 
penkis turistus - C; = C, = 56 būdais. 

Likusieji turistai kiekvienu atveju bus apgyvendinti antrajame 
kambaryje. Kambariuose galima apgyvendinti arba tris, arba keturis, arba 
penkis turistus, todėl paskirstyti galima 56+ 70+ 56 2182 būdais. 

Atsakymas. 182. 


keturis turistus C š = =70 büdu, 


17 pavyzdys. Kiek skirtingų stygų galima nubrėžti per 6 apskritimo 
taškus? 

Sprendimas. Skirtingų stygų galima nubrėžti tiek, kiek galima sudaryti 
derinių iš 6 elementų po 2, nes styga vienareikšmiškai nusakoma dviem 
apskritimo taškais ir elementų išsidėstymo tvarka čia neturi reikšmės. 
Pavyzdžiui, АВ ir BA — viena ir ta pati styga. Taigi galima išvesti 

С1- uL. =15 skirtingu stygu 
$ 2*4! : 


Atsakymas. 15 skirtingu stygu. 


18 pavyzdys. Kiek įstrižainių turi iškilasis deSimtkampis? 
Sprendimas. Daugiakampio įstrižainių skaičius randamas iš formulės 
Ck - n, kur n kampų skaičius. 
Dešimtkampio viršūnes galima sujungti 
; 00D 9.10 
"2-8! 2 
10 iš jų yra daugiakampio kraštinės, todėl įstrižainių yra 45-10 = 35. 
Atsakymas. 35. 


=45 tiesėmis, 


19 pavyzdys. Iš 36 kortų kaladės, kurioje yra 4 tūzai, ištrauktos 6 
kortos. Keliais atvejais tarp jų bus: 
1) vienas tūzas; 
3) du tūzai; 
5) trys tūzai; 


2) bent vienas tūzas; 
4) bent du tūzai; 
6) keturi tūzai? 
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Sprendimas. 

1) Vieną tūzą galima pasirinkti C! būdais. Dar reikia parinkti 5 
kortas, tarp kurių nebūtų nė vieno tūzo. Jas galima parinkti C x; büdu. 
Remiantis kombinatorine daugybos taisykle, vienas tüzas bus: 


„as 4 32! _, 28-29-30-31-32 
Car 553277 * 2-3-4-5 


= 805504 atvejais. 
2) 6 kortoms iš 36 paimti yra Gr būdų. Iš šio skaičiaus reikia atimti 
variantų skaičių, kai nėra nė vieno tūzo, t.y. C A . Vadinasi, bent vienas 
tūzas iš 6 bus 
А 36! 32! - 
Cs. -С%, = 630 61-261 =1041600 atvejais. 


3)2 tūzams parinkti yra бї büdu. Trükstamas 4 kortas galima 
parinkti C$, büdy. Du tüzai bus: 


4! 32! 3:4 29.303132 
21-21 41-28! 2 2-3-4 


4) 6 kortas iš 36 galima parinkti G. būdu. Iš šio skaičiaus reikia 


Ci CRT 


= 215760 atvejais. 


atimti skaičių variantų, kai nėra nė vieno tūzo, Ly. С®,, ir atimti skaičių 


variantų, kai yra tik vienas tūzas, t.y. C|-C3,. Vadinasi, iš 6 kortų bus 
bent du tūzai 
C$ -C$ -C 4: C3, = 236096 atvejais. 


5) Trys tūzai bus C Ch-303 28 
6) Keturi tūzai iš 6 paimtų kortų bus 
290). 
21.30! 

Atsakymas. 1) 805504; 2) 1041600; 3) 215760; 4) 236096; 
5) 19840; 6) 496. 


=19840 atvejais. 


Са CL = 496 atvejais. 


20 pavyzdys. Iš natūraliųjų skaičių sudaromi šešiaženkliai skaičiai, 
turintys tris lyginius ir tris nelyginius skaitmenis, be to, skaitmenys 
skaičiuje nesikartoja. Kiek galima sudaryti tokių skaičių? 

Sprendimas. 15 skaičių 1,2,3,4,5,6, 7,8,9 nelyginių skaičių yra 5, 
o lyginių 4, todėl paimti po 3 skaitmenis galima C 3 -C 1 = 40 būdų. 

Kiekviename šešiaženkliame skaičiuje keisdami skaitmenis vietomis 
gauname 6!=720 variantų. Šešiaženklių skaičių pagal kombinatorinę 
daugybos taisyklę yra 40-720= 28800. 

Atsakymas. 28800. 


Deriniai su pasikartojimais 
Derinių su pasikartojimais iš n elementų po k skaičius apskai- 


čiuojamas pagal formulę 


л, (n+k-I)! 
ECO М 


21 pavyzdys. Apskaičiuosime C]. 
Sprendimas. Remdamiesi (7) formule, gauname: 
-(4-7-1) 10! 


72120. 


D 
Ci- 01): ^ 7131 


Derinių su pasikartojimais i$ n elementų po k skaičiaus radimo 
formulé gali büti ir tokia 


me a RE (8) 


22 pavyzdys. Apskaičiuosime Ст remdamiesi (8) formule. 
Sprendimas. Pagal (8) formule: 


- ! 
е aa a 


Sprendžiant uždavinius patogiau naudotis (8) formule. 


23 pavyzdys. Parduotuvėje yra 5 skirtingų spalvų pieštukų. Keliais 
skirtingais būdais galima nusipirkti 8 pieštukų rinkinį? 
Sprendimas. 
pow ANT 12! 2121... 
С=С, s a7Cy7 8-(2-8) 841 = 495. 


Atsakymas. 495. 


24 pavyzdys. Gėlių kioske yra 4 skirtingų rūšių gėlių. Keliais 
skirtingais būdais galima nusipirkti 5 gėles puokštei sudaryti? 
Sprendimas. 
8-(8-1)- (8-2) 


Сї-С1,ү-С1-С15-С1- 3-2-14 


8-7-6 
=S 1756. 
Atsakymas. 56. 


1.7. LYGCIU SU GRETINIU IR DERINIU SKAICIAUS 
SIMBOLIAIS SPRENDIMAS 


Prisiminkime gretinių iš n elementų po k skaičiaus Aš ir derinių iš n 


elementų po k skaičiaus C^ radimo formules: 


A; 7 n:(n-1)-(n-2)-....(n-(k-1)); (1) 
кті. 

с еге (2) 

n:(n-1):(n-2)-...:(n-(k-1)). 

s r 9 
ko n! 

C 7 XE(n- Er 9 

Taip pat reikia žinoti derinių skaičiaus savybę: 
QUSE. (5) 
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Sprendžiant kombinatorines lygtis dažnai tenka skaičiuoti reiškinių su 
nežinomuoju faktorialus: 


хЇ-х-(х-1)-(х-2)....-3-2:1, (6) 
(2-1) -(х-1)-(х-2)-(х-3).-...-3-2-:1, (7) 
(х-2)-(х-2)-(х-3)-(х-4)....-3-2:1, (8) 
(х-1)-(х41)-х-(х-1)-...-3-2-1, (9) 
(х-2)-(х42)-(х-1)-х-(х-1)-...-3-241: (10) 
(х)-2х-(2х-1)-(х-2)....-3-2-1: (11) 
(2х-1)-(2х-1)-2х-(2х-1)-...-3-2-1 (12) irtt. 
Išnagrinėsime pavyzdžių. 


1 pavyzdys. Išspręskime lygtis: 
a) 41-42; b) 42,2156; 
4)Сї,-11С1, е) С2-С", 
ерөн 


х-1 
CX 


с) СЇї-С1-15(х-1): 
f) C? 42x-9; 


2) =$; h) А? 4C: =14(x+1). 


x«l x«l 


Sprendimas. a) Taikome (1) formule: 42 = x(x-1). Gauname lygtį 
х(х-1)-42, афа x/-x-42-0. Ši kvadratinė lygtis turi du 
sprendinius x,=-6 ir x,=7. Kadangi pagal uždavinio prasmę x- 
natūralusis skaičius (x > 2), tai sprendinį x, =-6 reikia atmesti. Taigi 
duotoji lygtis turi vieną sprendinį х = 7. 

b) Pritaikius (1) formulę, lygtis atrodys taip: 

(x+1)-(x+1-(2-1))=156, arba (х-1)-х-156. 

Gautąją lygtį pertvarkome į kvadratinę: х} +х-156=0. Jos 
sprendiniai yra x, = 13 ir x, =12. Sprendinį x, = —13 reikia atmesti, 
nes x yra natūralusis skaičius (n € N). 

Taigi duotoji lygtis turi vienintelį sprendinį x 212. 
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с) Pastebėkime, kad duotosios lygties apibrėžimo sritis yra: x— 
natūralusis skaičius (ne М), x22. Pritaikę (3) formulę, gauname: 

»x(x-0D(-2) х(х-1(х-2) ! ¿ aL 

C MERERI s SP = (x l)(x-2). 


; x(x-1 х(-1) | 
Fic yp vp 


Tada duotoji lygtis tampa tokia: 


а D(x- 2)«3x(-0- 15(x - 1). 

Kadangi x1, tai, suprastinę abi šios lygties puses iš х-1, 
gauname lygtį 10-2) += 15: 

Šią lygtį pertvarke, gauname kvadratinę lygtį x7+x-90=0. Jos 
sprendiniai yra x, = –10 ir x, =9. 

Sprendinį x, =-10 reikia atmesti, nes jis nepriklauso lygties 
apibrėžimo sričiai ( x — natūralusis skaičius, x 22). 

Taigi duotoji lygtis turi vienintelį sprendinį x =9. 

d) Lygties apibrėžimo sritis yra: ne N, x22. Remiantis (3) formule, 


4 (x*2)x*D)x(x-1) „2 x(x-1) 
Ç х-27 SERERE RE Ir С rod UU) g . 
Tada duotoji lygtis tampa tokia: 


(к+2)(х+1)х(х-1) үү х(х-1) 
24 2 Y. 


Kadangi x z0 ir x z1 (lygties apibrėžimo sritis yra xe N, x22), 
tai, suprastinę abi šios lygties puses iš x(x – 1), gauname lygtį 
(x+2)(x+1)=132, афа х?+3х-130=0, 
turinčią du sprendinius x, = —13 ir x, =10. 
Sprendinys x,=-13 netinka, nes elementų skaičius negali būti 
neigiamas (prisiminkite duotosios lygties apibrėžimo sritį: x — natūralusis 


skaičius, х> 2). 


Taigi duotoji lygtis turi vieną sprendinį x = 10. 


e) Lygties apibrėžimo sritis: х – natūralusis skaičius, х212. 
Remiantis (5) formule, C" - CT" , todėl duotoji lygtis tampa tokia: 
CT Sai. ; iščia x-12=8, х-20. 

Kadangi reikšmė х-20 priklauso lygties apibrėžimo sričiai 
(xe N, x212), tai ji yra duotosios lygties sprendinys. 

Taigi duotoji lygtis turi vieną sprendinį x = 20. 

f) Duotosios lygties apibrėžimo sritis yra: х — natūralusis skaičius, 
x 22. Pritaikę (4) formulę, gauname, kad 

coz x! = х! : 
(x-2)-(x-(x-2)! (х-2)-2! 
Pasinaudoje (6) ir (8) lygybémis, galutinai gauname, kad 
Cs х-(х-1)(х-2)-(х-3)-(х-4).-...-3-2:1 -Х0-1) 
B (x-2):(x-3):(x-4)-...- 
Tada duotoji lygtis tampa tokia: 
х1) 1) 


3-2-1-2-1 2 


+2x=9. 


Atlikę к оный йа šios lygties pertvarkius, gauname kvadratinę 
lygtį x“+3x-18=0, turinčią du sprendinius x =-6 іг x,=3. 
Sprendinys x, netinka, nes elementų skaičius negali būti neigiamas 
(prisiminkime lygties apibrėžimo sritį: ne №, x22). 

Taigi duotoji lygtis turi vienintelį sprendinį x= 3. 


g) Lygties apibrėžimo sritis: х – natūralusis skaičius (хє №). 
Pritaikę (4) formulę, gauname, kad 
gH хи... (2х)! (2х)! 
S (+1) Qx-(x+D)! (x+D!-(x- D! 


с (2х +1)! (2х +1)! 
ээг" (51) -(2х31-(5-0) (х-1)-(552)” 


Partvarkome lygties kairiaja puse: 


(2x)! 
С! (x+D!:(x-D! 
GA ees 
(x-1)!-(x+2)! 
(2х)! (х= 10)1- (+2) (2х)-(х-2) 


ŠBIV (хуй (х41)-0х41)7 


Pritaike (11), (10), (9) ir (12) lygybes, galutinai gauname, kad 


С x — 1: (x+2).(x+D—x— Zl 542 

GEL “(ха1-к-г-42-Т-(2х 51)-2х-(2х-4)--241 2х+1` 
Taigi duotoji lygtis tampa tokia: 

x42. 2 

2х+1 3^ 


Išsprendę šią lygtį, gauname, kad jos sprendinys уга x = 4. 
h) Lygties apibrėžimo sritis: x – natūralusis skaičius (хє №). Re- 
miantis (2) ir (4) formulėmis, 
rg» (x +1)! 2 (х +1)! 
= (x+1-3) (х-2)!” 


Cie (х+1)! (x +1)! 


хы (х41)-(х41-(х-1)) (х—1)!-2!` 
Pritaike (7), (8) ir (9) lygybes, galutinai gauname: 
a (+1); x(x-1)(a-2—271. 


G> = (х+1)х(х-1), 
ман (х+1)-х-(х=1)—<=2 Т _ х-(х41) 
= TIA 2 


Tada duotoji lygtis tampa tokia: 
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(x-1): х-(х-1) - 


Б ы ug.) 


Kadangi х + –1 (lygties apibrėžimo sritis: x — natūralusis skaičius), 
tai suprastinę abi paskutiniosios lygybės puses iš (x + 1), gauname lygtį 


хо 
(х-10)-х+5=14. 


Šią lygtį pertvarkę gauname kvadratinę lygtį 2х2 —x—-28- 0, 
turinčią du sprendinius x, = – 3,5 ir x, =4. 

Sprendinys x, netinka, nes jis nepriklauso lygties apibrėžimo sričiai. 

Taigi duotoji lygtis turi vienintelį sprendinį x=4. 

Atsakymas. a) 7, b) 12; c) 9; d) 10; e) 20; 0 3;g) 4; h) 4. 


2pavyzdys. Kalėdų proga vienos klasės moksleiviai apsikeitė 132 
dovanėlėmis. Kiekvienas moksleivis įteikė dovanėlę kiekvienam savo 
klasės draugui. Kiek moksleivių yra klasėje? 

Sprendimas. Tegu klasėje yra x moksleivių. Iš uždavinio sąlygos 
sudarome lygtį 42 = 132. 

Remdamiesi (1) formule, pertvarkome lygties kairiąją pusę: 
Alzx(x-l). Gauname lygtį x(x-1)=132, arba x^ -x-132-0. Ši 
lygtis turi du sprendinius x, = –11 ir x, =12. Sprendinys x, netinka, nes 
moksleivių skaičius negali būti neigiamas. Taigi klasėje yra 12 moksleivių. 

Atsakymas. 12 moksleivių. 


3 pavyzdys. Stalo teniso varžybų dalyvis susitiko po vieną kartą su 
visais kitais varžybose dalyvaujančiais tenisininkais. Iš viso buvo sužaistos 
55 partijos . Kiek tenisininkų dalyvavo turnyre? 

Sprendimas. Tegu varžybose dalyvavo x tenisininkų. Remdamiesi 
uždavinio sąlyga sudarome lygtį 

(25555: 
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х(х-1) 2 х(х-1) 
2! 


Kadangi pagal (3) formulę C? = 5 


, tai sudarytoji 


lygtis tampa tokia: 
x(x-1) 


5 = 55. 


Šią lygtį pertvarkome į kvadratinę lygtį x? – х — 110 = 0, kuri turi du 
sprendinius хү--10 ir х,-11. Sprendinys x, netinka, nes turnyro 
dalyvių skaičius negali būti neigiamas. Taigi varžybose dalyvavo 11 
tenisininkų. 

Atsakymas. 11 tenisininkų. 


4 pavyzdys. Raskime daugiakampio, turinčio 14 įstrižainių, kraštinių 
skaičių. 

Sprendimas. Daugiakampio įstrižainių skaičius apskaičiuojamas pagal 
formulę Gi =n, kur n — daugiakampio kraštinių skaičius. Tegu sąlygoje 
minimas daugiakampis turi x kraštinių. Tada remdamiesi uždavinio sąlyga 
galime sudaryti lygtį 


Cl-x-14, arba х) yia. 


Šią lygtį pertvarkę, gauname kvadratinę lygtį х? -3x-28=0, kuri 
turi du sprendinius x,=-4 ir x,=7. Sprendinys x, netinka, nes 
daugiakampio kraštinių skaičius negali būti neigiamas. Taigi uždavinio 
sąlygoje minimas daugiakampis turi 7 kraštines. 

Atsakymas. 7 kraštines. 


1.8. PASKALIO TRIKAMPIS. NIUTONO BINOMO 
FORMULE 


C : (0x k € n) bei ju skaitines reikšmes patogu surašyti į lentelę: 


n=0 e 1 

п=1 C? Gi 11 

п-2 ссі C2 1-9. 1 

n=3 C EL es OE 1331 
n=4 ССС Сея 14641 
п-5 ё06165 61616: l 5 10 10 5 1 


n-6  (C2€LC2€,C.C.CQ 1.6 15 20 15 6 1 


Šią lentelę galima neribotai testi. Jos eilutės sunumeruotos sveikaisiais 
neneigiamais skaičiais (n=0,1,2,3,4,5,6,...); n-tojoje eilutėje yra 
tokie skaičiai: CÓ, С!, C2, ..., C77, CT! С". 

Si lentelé vadinama Paskalio trikampiu, nes prancüzy matematikas ir 
fizikas Blezas Paskalis (B.Pascal; 1623 — 1662) savo veikaluose ja 
išgarsino. Iš lentelės matome, kad jos eilutės simetriškos, t.y. skaičiai, 
vienodai nutolę nuo eilutės pradžios ir galo, yra lygūs. Pavyzdžiui, 


Ciosg Cjl C=C; aC =i, Cls 201-35. 
Čia taikėme jau žinomą derinių skaičiaus savybę C^- C7 *, ба 
0<k<n. 
Kadangi С° = 
paskutinis skaičiai lygūs 1. 


С"=1 ir Со=1, tai kiekvienos eilutės pirmasis ir 


Kiekvienoje Paskalio trikampio eilutėje esančių skaičių suma lygi 
2", čia n — eilutés numeris. Tai išplaukia iš jau žinomos derinių savybės 
(žr. šio skyriaus 1.6. skyrelį): 


Со+С!+С2 +... CTI CTI CIE. 


Sio skyriaus 1.6. skyrelyje buvome užrašę derinių skaičiaus savybę, 
kuri išreiškiama formule C^-C^1«C^,, čia n=2,3,4,... ir 
I<k<n. 


Pavyzdžiui, C12 Cà «C1, C!=C%+C1, C1=C!+C! ни. 


Remiantis šia formule, lengva nuosekliai užpildyti Paskalio trikampio 
eilutes, nesinaudojant derinių skaičiaus radimo formulėmis. Kadangi C^" 


ir ge. Paskalio trikampio (7-1) eilutėje yra aukščiau negu б ir 


parašyti joje į dešinę ir į kairę nuo G“ , tai, norint rasti С“, reikia sudėti 


n? 


į dešinę ir į kairę nuo jo esančius ankstesnės eilutės skaičius. 


Pavyzdžiui, Paskalio trikampio trečiosios eilutės antrasis elementas 
C yra gaunamas sudėjus į dešinę ir į kairę nuo jo esančius ankstesnės 


(antrosios) eilutės elementus, t.y. skaičius C? ir Cj, ty. Су-С(4С| 


(2=1+1); ketvirtosios eilutės antrasis elementas С! yra gaunamas 
sudėjus į dešinę ir į kairę nuo jo esančius ankstesnės (trečiosios) eilutės 
elementus C$ ir C}, ty. C,=C5+C) (3=1+2); ketvirtosios eilutės 
trečiasis elementas yra gaunamas sudėjus į dešinę ir į kairę nuo jo esančius 
ankstesnės trečiosios eilutės elementas С, ir C}, ty. Cį=C,+C3 
(32241) irtt.. 

Taigi sudėję du gretimus Paskalio trikampio eilutės skaičius visuomet 
gausime tolesnės eilutės skaičių, esantį per vidurį tarp šių sudedamų 
skaičių. 

i 6-oji 7 iš m коз ш 


A ЛҮҮ Т. 


1+5 5+10 10+10 10+5 5+1 


тын 


1 6 15 20 15 6 1 


547 


Su Paskalio trikampio eilučių skaičiais susiduriame keldami 
natūraliuoju laipsniu dvinarį a+b. Užrašysime visiems gerai žinomas 
greitosios daugybos formules 

(ab) =а+Ь, 
(a+b? 2a! «2abb!, 
(4-5) =a' «3a b«3ab^ + P^. 

Matome, kad dešiniojoje ju pusėje parašyti koeficientai уга 
atitinkamos Paskalio trikampio eilutės skaičiai. Įrodoma, kad su bet kuriuo 
natūraliuoju n yra teisinga formulė 

(а+ 6)" -Сда" c Cla" be Cla" Ob! e... + Cha" * b +...+ 
+ Cab" +С"Ь". (1) 
Niutono binomo formulė. 


(1) lygybės dešinioji pusė vadinama binomo n-tojo laipsnio 
skleidiniu, o koeficientai C^ — binominiais koeficientais. 


1 pavyzdys. Raskime binomo (a + b)“ skleidinį. 
Sprendimas. Pasinaudoję Niutono binomo formule, gauname: 
(a+b) = С%а* « CLab«Cla!b? -С148 -С15. 
4(4-1) 4.3 2 
2! 2 


Kadangi C221, С1-4, Ci- 6, 


4(4-1)(4-2) 4-3-2 
3 321 


tai galutinai gauname, kad (a + b)! = a* + 4a b - 6a? b? +4ab + b^. 


Cį= -4, С{=1, 


2 pavyzdys. Raskime binomo (a — 6)“ skleidinį. 
Sprendimas. Pasinaudoję Niutono binomo formule, gauname: 
(a-b) -(а4(-5) 2 C2a! +С! а? -(-b)+C 2a 1-5)» 
*Cia-(-b) +C} -(- b)! =a* -4a'b+6a7b? - Aab? +b*. 
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3 pavyzdys. Raskime binomo (3 + 2x)* skleidinį. 
Sprendimas. Remdamiesi Niutono formule, gauname: 
(38-25) -С1-3"-0х)/ «C1-3 -Qx3) -С1-3"-(02ху + 


«Ci-3'-Qx) +C$ -3° (2x) =3* «4.3 ee? 4х? + 


4-3-2 


tp, 68€ +16х* =81+216х+216х° 496х7 +16х*. 


4 pavyzdys. Raskime binomo (2x – 3)° skleidinį. 
Sprendimas. Tarkime, kad a = 2х, o b=-3. 
Tada remdamiesi Niutono formule, gauname: 
(a+b) - Cà? «Cla b«Cla P «Cia P «Ciab' «Cip. 


Randame binominius koeficientus C$,C4,C2,C;,C; ir C$: 


0 1 1 56-1 5-4 _ 
Cj-l, Су-5, Cie = =10, 

з 5(5-1)(5-2) 5-43 | 
G= 3! “22176 

+ 56-16-2)6-3) _ 5-4-3-2 _ " 
ын тт CERA. C sls 


Vadinasi, (a+ b) = а? + Sa! b « 10a? b? 10a? b? + 5Sab* +b; 
į pastarąją išraišką įrašę а= 2x, o b=-3, galutinai gauname: 
(2x -3y -(2х) -5(2х) (-3)-10(2ху(-3) -10(2х)(-3) + 
+ 5(2x)(-3)* -(-3) = 32° - 240x* +720x7 -1080x^  810x — 243. 
5 pavyzdys. Raskime binomo (1—3x)* skleidinį. 
Sprendimas. Vėl taikome Niutono formulę: 
(1-32) =(1+(-3x2)Y =C? 15. C32) с. -1 C3») + 
acia. Ear y сез acta oaa 
265. 1-3] 46-34]. 


Randame binominius koeficientus: 


Ct-1, сї-6, c; 8670.55 


6(6-1)6- 2) _ 6-5-4 
3! "32417 
c- 6(6-146-2)6- 3). 6-5-4-3 
3 4! 4.3.2.1 
6(6-1(6-2)6-3)6-4) 6-5-4-3-2 
5! 7-5-4-3-241 

Įstatę apskaičiuotus binominius koeficientus, gauname: 

(i-3x2 =1+6-(-3x7)+15-(-3x2) +20-(-3x7) + 
=15-(-3x7) +6-(-3x) +(-3x7Y =1-18x? +135x* -540x5 + 
+1215x5 – 1458 х'° + 729 x" , 

Iš Niutono binomo formulės išplaukia tokios pagrindinės išvados: 


=15, 


Ci- -20, 


=15, 


Сая zi6.. Ce ST. 


1) binomo (a + b)" skleidinyje уга n+1 dėmuo; 

2) binomo (а + Б)" skleidinyje a laipsnio rodiklis mažėja nuo n iki 
0, o b laipsnio rodiklis didéja nuo 0 iki n, be to, kiekvieno skleidinio 
nario, pradedant antruoju, dauginamojo a laipsnio rodiklis yra vienetu 
mažesnis, negu prieš jį einančio nario dauginamojo a laipsnio rodiklis, o 
dauginamojo Б laipsnio rodiklis yra vienetu didesnis, negu prieš jį 
einančio nario dauginamojo b laipsnio rodiklis (pirmojo skleidinio nario 
dauginamasis а yra л – їојо laipsnio, o dauginamasis b – nulinio 
laipsnio); 

3) binominiai koeficientai, vienodai nutolę nuo skleidinio galų, yra 
ygus, 

4) binominiai koeficientai iš pradžių didėja, paskui mažėja; kai 
n=2m, тє №, tai skleidinio vidurinio démens binominis koeficientas 
yra didžiausias; Каі п= 2т+1, тє №, tai dviejų vidurinių dėmenų 
binominiai koeficientai yra vienas kitam lygūs; 

5) visų binominių koeficientų suma lygi 2", t 

СЄ «Cie... +С" = 2". 


Kiekvienas binomo (а+ Б)" skleidinio dėmuo уга Са" 
"к уга (к +1) – oje vietoje, tai bet kurį 


kar tb. 
Tya Ca b 


pavidalo. Kadangi dėmuo C* а 
dėmenį bendruoju pavidalu 
AU e 


binomo formule galime užrašyti taip: 
(a* b) =Т+Т,+...+Т,. 


pažymėję 
n, ir pavadinę (k+1)-uoju skleidinio nariu, Niutono 


Pavyzdžiui, Т, =Т,, = 
Т, =Т, 


1+1 


T, - T, 


2+1 


=C 0a" 95? — pirmasis narys, 
-С1а"7 —antrasis narys, 
=С? а" "b — trečiasis narys ir t.t. 

6 pavyzdys. Raskime binomo (5 * 127)" skleidinio penktąjį nari (7; ). 

Sprendimas. Remdamiesi binomo skleidinio (k+1)-ojo nario 
formule 7,,, -C а" "b , gauname: 

1 6 27,34 
Т,- Ta =C io d (3) (27) =С% (=) ($) = 

=120 -3° -3° = 87480. 

Atsakymas. Т, = 87480. 


12 
7 pavyzdys. Raskime binomo (s * 2) skleidinio aštuntaji nari. 


Sprendimas. Remdamiesi binomo skleidinio (k+1)-ojo nario 


formule T, ,, = Ck a""k b" , gauname 


7 
fos cx (2) -01,-37-128-х7- 


e 12! ss 1 101376 
72-7) 128- x © = 792-128 F ME" Y 
Atsakymas. T, — 10176. 
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12 
8 pavyzdys. Raskime binomo (1-4) skleidinio nari, kuriame 
nebütu x. 


Sprendimas. Tarkime, kad kintamojo х neturi (k-1)— asis 
skleidinio narys. Remdamiesi binomo skleidinio (k+1)-ojo nario 


formule 7,,,-C^a" "b. ir atsižvelgę į tai, kad а=, o 5-4х, 


n-12, gauname: 
12-k Xi 
T,í7Ch (z) (x) -Chxt Е 
Kad binomo skleidinio (k + 1) — asis narys 7,,, neturėtų x, būtina ir 


Зус 3, 
pakanka, kad x?' -1, афа x?' " =x°; iš Čia Žk-12=0, Ly. 


k=8. Vadinasi, k+1=8+1=9 —asis skleidinio narys neturi x. 
Apskaičiuojame šį narį: 
_12-11-10-9_ 


та аиту c 


Atsakymas. 495. 
9 pavyzdys. Raskime skleidinio narį, kuriame nebūtų x, jeigu 


binomo (2x+1) skleidinio koeficientų suma lygi 256. 


Sprendimas. Pasinaudoję Niutono formulės 5 savybe, turime, kad 
ССІ +С? +...+С^=2”" = 256; 2"-256: 25-25: ней. 
Tarkime, kad х neturi (k-1)— asis narys. Remdamiesi binomo 


skleidinio (k +1) — ojo nario formule Т, = Са" b^, gauname: 
k 
na4-CciQx)* (2) Teo mi Эл сн rre 


Kadangi 7,,, narys neturi x, tai x" "^ =1; iš čia n-2k =0. 
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Kadangi п=8, tai 8-2k=0; iš čia k=4. Vadinasi, x neturi 
k+1=4+1=5 — asis narys. 


Apskaičiuokite šį narį iš formulės T, 2 C^ -2"* - х"72*, Gauname: 


"——— 88-Ш8-38-3.,. 


-8-7-6-5-16 
7-11-2-3-4 
Atsakymas. 1120. 


=1120. 


10 pavyzdys. Binomo (+ -2) skleidinio pirmųjų trijų narių 
koeficientų suma lygi 97. Raskime skleidinio narį, turintį x“. 
Sprendimas. Pirmasis skleidinio narys yra (ty. antrasis 


сау 2-21", о trečiasis narys уга 


cier 2] = «27 “х? ш4С1х7776, 

Pagal uždavinio sąlygą šių narių koeficientų С°, -2C!, 4C? 
suma С2-2С1-4С2-97, 1-2n«2n(n-1)-97. Iš pastarosios 
lygybės n =8, n,--6. Sąlygą tenkina tik n —8,t.y. binomas yra 8 
laipsnio. 

Sakykime, kad х" turi (k + I) — asis binomo skleidinio narys: 

T SO тав“, 


2 


Mūsų uždavinyje п=8, a= x°, b--2, tai: 


> k -k 
та) (-2) -Cy2tcie ac (2 Сі, 


Kadangi binomo skleidinio (k--1)— ojo nario kintamasis x turi būti 


ketvirtojo laipsnio, tai 16—3k 24, 6-4. Taigi x“ turi penktasis 


dėstinio narys, kurį їг apskaičiuojame: 


n- T - C2 C139 =16-2: $ x* =1120х*. 


$: 7:65 
-2-3-4 
Atsakymas. T,=1120x*. 
11 pavyzdys. Binomo (1+ x)" skleidinio ketvirtasis narys lygus 0,96. 
Rasime x ir n reikšmes, kai binominių koeficientų suma lygi 1024. 
Sprendimas. Kadangi binominių koeficientų suma lygi 2", tai iš 
uždavinio sąlygos 2" =1024. Kadangi 1024 = 2'°, tai 2" -2".; iš čia 
n=10. 
Ketvirtasis binomo skleidinio narys yra 


10-9.8 
Т,--Т,ү-Сүх"- 1733“ y 


Pagal uždavinio sąlygą 120x? = 0,96; iš čia х’ = 0,008, ty. x=0,2. 
Atsakymas. х= 022; n=10. 


24 
12 pavyzdys. Rasime binomo (155 +É) skleidinio raciona- 


liuosius narius. 


=120x'. 


Sprendimas. (к +1) – asis skleidinio narys уга 7,,,-C'a" 5. 


[5 [2 А 
= ?)—— =61— x 
1377 b 77 todėl: 
Е 24-k k 
(hs) (5) е)" G 
Dia Va37 7) 2437) 2j 


24-k . k — 
9 ir 6 bus sveikieji 


neneigiami skaičiai, be to, 054424. Sąlygą E 


skaičius“ tenkina tiktai šios k reikšmės: 0,6,12,18,24. Iš šių k 


Pagal uždavnio sąlygą n=24, a 


Т, „у bus racionalusis skaičius tik tada, kai 


yra racionalusis 


24-k 


reikšmių tinka tik 6 ir 24, nes tada 9 


yra sveikasis skaičius. 


Apskaičiuojame ieškomuosius narius: 


"S (2X 220 
" 9. 6 
kai k=6, tai T. = T, - C$ (28) (3) 220, 


24-24 24 


| 3 (2ү8 16 
kai k=24, tai T4, = Ts = С (437) 16) -36. 


Atsakymas. Т, = — —- 2200 ir“ Tu= 


437 5 2401 


13 pavyzdys. Su kuria x reikšme binomo |10'&^ duci 


10” 
skleidinio ketvirtasis narys lygus 3500000 ? 


Sprendimas. Skleidinio ketvirtasis narys yra 


NN 
amu = -с| il - (o^). 


Remdamiesi uZdavinio salyga sudarome lygti: 
3 


C3-10 87109857 — 3500000, 


-ү3-42ї х 
35-10 5 = 3500000, 


3 
Таг 


2182 x-5lgx -3- 0, 

їЕх20, xzl, x>0. 
Įvedame pakeitimą Igx= у. 

2y!-5y-3-0, 


у=3, у,с- 


1 


Igx=3 ir ЇЕХ--5, Sprendimas. Sudarome nelygybių sistemą: lo 
2 
T;—T,. 
x-1000; x- du Remdamiesi skleidinio bendrojo nario formule, gauname: 
vio C3(2x)*33>C5(2x)3*, 
Atsakymas. Tm 1000. CO »CS(x)35. 
Supaprastine gauname: 
2 » 3x! » 2x5, 3-2x»0, 
14 pavyzdys. Raskime binomo ta -a5. va) skleidinio nari, i >, arba ai 0. 


turintį a pirmuoju laipsniu, jeigu skleidinio trečiojo nario koeficientas Išsprendę pastarąją sistemą, gausime: x e (-«; ofi; 3 ) 
Š : jj: 
35 vienetais didesnis, negu antrojo nario koeficientas. 


2 Pus us ЖА" 
Sprendimas. ta -а* а) (в i-a) A 


C-C!-35, ty. 
т(т-1) | 
2 
Iš čia т-10 arba т--7 (netinka, nes m»0). Remdamiesi 
binomo skleidinio (k + 1) — ojo nario formule, gauname: 


Atsakymas. x € Ce:9o(13). 


m=35. 


gs VENE XT 
T, = CD: Cio «ам -а ай =] Cy pk uo 70 j: 
Vadinasi, -2-4-1(10-4)-1. 
35 7 


о о 
Išsprendę šią lygtį, randame, kad 2 Bet skaičius Ч пёга 


natūralusis, todėl nario, п о о nirmuoju laipsniu, déstinyje nėra. 
Atsakymas. Tokio nario nėra. 
e 5 "E TERM КР 9 
15 pavyzdys. Su kuriomis x reikšmėmis penktasis binomo (2x + 3) 


skleidinio narvs bus didesnis už prieš jį ir po io stovinčius gretimus narius, 
t.y. didesnis už ketvirtąjį ir šeštąjį narį. 
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2 SKYRIUS. TIKIMYBÉS 
2.1. BANDYMAI IR BAIGTYS 


Atsitiktiniai jvykiai yra tokie jvykiai, kurie, atliekant bandymus, gali 
įvykti, bet gali ir neįvykti. 

Pavyzdžiui, metame monetą ir žiūrime, kas atvirto. Kadangi negalime 
iš anksto pasakyti, katra puse atvirs moneta, sakome, kad herbo atvirtimas 
(arba skaičiaus atvirtimas) yra atsitiktinis įvykis. Be to, herbo arba 
skaičiaus atvirtimas metant monetą yra vienodai galimi įvykiai, kai moneta 
yra simetriška ir vienalytė. 


Kad galėtume stebėti įvykius, reikia atlikti bandymus. Dažnai 
neįmanoma numatyti, kas įvyks atlikus bandymą, tačiau galima išvardyti 
visas bandymo baigtis. 


Pavyzdžiui, prieš mesdami lošimų kauliuką galime tik spėlioti, kiek 
akučių atsivers. Tačiau žinome, kad yra šešios bandymo baigtys: e,— 
atsivers viena akutė, е, – atsivers dvi akutės, e, – atsivers trys akutės, 
e,- atsivers keturios akutės, е, – atsivers penkios akutės, e, — atsivers 
šešios akutės. Šio bandymo baigčių aibė yra E = [e,,e,,e,,2,,05,04). 


Bandymo baigtys dažnai yra vadinamos elementariaisiais įvykiais. 


2.2. ATSITIKTINIAI ĮVYKIAI 


Dažniausiai mums rūpi ne vien tik bandymo baigtys, t.y. elementarieji 
įvykiai, bet ir kiti su bandymu susiję atsitiktiniai įvykiai. 

Kiekvieną su bandymu susijusį įvykį vaizduojame palankių jam 
bandymo baigčių aibe. Kiekvienas bandymo baigčių aibės poaibis atitiks 
su bandymu susijusį įvykį. 

Jau rašėme, kad jei bandymas yra lošimo kauliuko metimas, tai jo 
baigčių (elementariųjų įvykių) aibė yra E - le, e, es este]. 
Sakykime, atsitiktinis įvykis A- „atsivertė nelyginis akučių skaičius“. 


Šiam įvykiui palankios baigtys yra e,, e, ir e,, todėl įvykį A 
sutapdiname su poaibiu (e ese), ty. А=(е,,ез,е, }. Jei B- 
įvykis, kad atsivertė пе mažiau kaip 3 akutės, tai B - (е,,е,,ез,е,). 


Įvykis, kuriam palankios visos bandymo baigtys (palankūs visi ele- 
mentarieji įvykiai) vadinamas būtinuoju. Kitaip sakant, būtinasis įvykis 
yra toks įvykis, kuris, atliekant bandymą (eksperimentą), būtinai įvyksta. 

Įvykį, neturintį palankių baigčių, vadiname negalimuoju. Kitaip 
sakant, negalimasis įvykis yra toks įvykis, kuris, atliekant bandymą 
(eksperimentą), negali įvykti. 


Pavyzdžiui , jei bandymas yra lošimo kauliuko metimas, tai įvykis 
C — „atsivertė ne mažiau kaip viena akutė“, yra bütinasis, o įvykis D — 
„atsivertė daugiau kaip 6 akutės“, yra negalimasis. 


Įvykį, kuriam palankios visos tos baigtys, kurios nepalankios įvykiui 
A, vadiname priešinguoju įvykiu A. Kitaip sakant, įvykiui 4 
priešingas įvykis yra toks įvykis, kuris įvyksta tik tada, kai neįvyksta 
įvykis A. Įvykiui A priešingąjį įvykį Zymime 4. 

Pavyzdžiui, jei bandymas yra lošimo kauliuko metimas, o įvykis 4— 
„atsivertė nelyginis akučių skaičius“, tai įvykiui 4 priešingasis įvykis 
nusakomas taip: As „atsivertė lyginis akučių skaičius“. 

Du įvykiai vadinami nesutaikomais, jeigu nėra nei vienos baigties, 
kuri būtų palanki abiems įvykiams. Kitaip sakant, nesutaikomieji įvykiai 
yra tokie atsitiktiniai įvykiai, kurie kartu negali įvykti. 

Įvykis А ir jam priešingasis įvykis 4 yra nesutaikomi. Būtinasis ir 
negalimasis įvykiai yra nesutaikomi. Negalimasis įvykis yra nesutaikomas 
su bet kokiu kitu įvykiu. 

Pavyzdys. Sakykime, vieną kartą metamas lošimo kauliukas. 
Pažymėkime įvykius: 4 – atsivertė 5 akutės; B- atsivertė daugiau kaip 
5 akutės; C — atsivertė lyginis akučių skaičius. Tada įvykiai 4 ir B, A 
ir C yra nesutaikomi. 
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2.3. VEIKSMAI SU [VYKIAIS 
Įvykių 4 ir B sąjunga vadinamas įvykis, kuriam palankių baigčių 
aibę sudaro bent vienam iš įvykių A ir B palankios baigtys. 
Kitaip sakant, įvykių 4 ir B sąjunga yra įvykis, kuris įvyksta tada, 
kai įvyksta bent vienas iš įvykių А,В. 
Įvykių А ir B sąjungą žymime AUB. 


Diagramose įvykių sąjungas vaizduojame taip pat, kaip aibių 
sąjungas. 
Įvykiai A ir B nėra nesutaikomi Įvykiai A ir B yra nesutaikomi 


AUB E 


1 pav. 
Įvykio A ir priešingo jam įvykio sąjunga yra būtinasis įvykis. 


1 pavyzdys. Jei bandymas yra lošimo kauliuko metimas, o jo baigčių 
aibė E=|e,,e,,0,,0,,04,04| „čia e, žymi baigtį „atsivertė 1 akutė“, 
e,- „atsivertė 2 akutės“, e,— „atsivertė 3 akutės“, e,- „atsivertė 4 
akutės“, e, — „atsivertė 5 akutės“, e, — „atsivertė 6 akutės“, tai įvykių 

A- {е1,е,,е3,е,} ir В= {е,,е,,е,} sąjunga yra įvykis 
AUB=|e,,e,,e,,e,,e,). 

Žodžiais įvykį 40 B galima nusakyti taip: „neatsivertė 6 akutės“. 

2 pavyzdys. Vieną kartą ridenamas lošimo kauliukas. Jeigu įvykis 
A -„atvirto 1 akute", o įvykis B- „atvirto 2 akutės“, tai šių įvykių 
sąjunga yra įvykis C — „atvirto ne daugiau kaip 2 akutės * (C = AU B). 

Galime apibrėžti ne tik dviejų, bet ir trijų, keturių ir daugiau įvykių 
sąjungą. 
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Brėžinyje pavaizduota trijų įvykių 4, B ir C sąjunga. 


2 pav. 


3 pavyzdys. Vieną Капа ridenamas lošimo kauliukas. Jeigu įvykis A- 
„atvirto dvi akutės“, įvykis B — „atvirto keturios akutės“, įvykis C — 
„atvirto šešios akutės“, tai šių įvykių sąjunga yra įvykis D- „atvirto 
lyginis akučių skaičius“ (D = AU BUC). 

Įvykių 4 ir B sankirta vadinamas įvykis, kuriam palankių baigčių 
aibę sudaro abiems įvykiams palankios baigtys. Jeigu abiems įvykiams 
palankių baigčių nėra, tai įvykių sankirta yra negalimasis įvykis. 

Kitaip sakant, įvykių 4 ir B sankirta yra įvykis, kuris įvyksta tada, 
kai įvyksta abu įvykiai A ir B. 

Įvykių A ir B sankirtą Zymime 4( В. Dviejų nesutaikomų įvykių 
sankirta yra negalimasis įvykis. 

Diagramose įvykių sankirtą vaizduojame kaip aibių sankirtą. 
Brėžinyje а) nuspalvinta sritis vaizduoja įvykį AB, o brėžinyje b)— 
ivyki АВС, kuriam palankios visos tos baigtys, kurios palankios 
ird. ir B, 1 С. 


a) b) 


3 pav. 


1 pavyzdys. Jei bandymas yra lošimo kauliuko metimas, o jo baigčių 
aibė E= le, e, ,ез,е,,еу,е,}, čia e, žymi baigtį „atsivertė 1 akutė“, 


e, – „atsivertė 2 akutės“, e, — „atsivertė 3 akutės“, е, — „atsivertė 4 

akutės“, e, „atsivertė 5 akutės“, e, — „atsivertė 6 akutės“, tai įvykių 
А= lee, eze} ir B= le, e. esed] sankirta yra jvykis 
An B-e,.e,]. 


Žodžiais šį įvykį galime nustatyti taip: „atsivertė 3 arba 4 akutės“. 


2 pavyzdys. Urnoje yra keturi skaičiais 1,2,3,4 pažymėti vienodo 
dydžio ir svorio rutuliai. Atsitiktinai vieną po kito traukiame du rutulius. 
Šio bandymo baigtys yra tokios: 

ej2(52, е, =(1;3), е,=(1;4), е, =(2;1), е,=(3;1), 

е,=(4;1), е, =(2;3), е, =(3;2), е, = (2;4), e, =(4;2), 

е =(3;4), е, = (4; 3). 

Cia, pavyzdžiui, (3; 4) pažymėta baigtis, kad pirmojo ištraukto 
rutulio numeris yra 3, o antrojo - 4. Nagrinėkime tokius įvykius: 4 – 
„pirmojo rutulio numeris уга 1 arba 3, nelyginis skaičius“, B — „antrojo 
rutulio numeris yra 2 arba 4, t.y. lyginis skaičius“. Tada 

A = {(L; 2), (L; 3), (1; 4), (3; 1), (3; 2), 3; 4)), 

B = ((1; 2), (1; 4), 3; 2), (2; 4), (4; 2), G; 4)). 
Įvykių 4 ir B sankirta yra įvykis 

Ас\В={(;2), (1; 4), (3; 2), G; 4)). 

Žodžiais įvykį Ас\В galima nusakyti taip: „pirmojo rutulio numeris 
yra nelyginis skaičius, o antrojo rutulio numeris yra lyginis skaičius“. 

Įvykių А ir B skirtumu vadinamas įvykis, kuriam palankių baigčių 
aibę sudaro įvykiui A palankios, bet įvykiui B nepalankios baigtys. 
Kitaip sakant, įvykių 4 ir B skirtumas yra toks įvykis, kuris įvyksta 
tada, kai įvyksta А, bet neįvyksta B. 


Įvykių 4 ir B skirtumas žymimas AVB. 

Diagramoje įvykis А\В pavaizduotas užbrūkšniuota sritimi, žr. 
brėžinį a). Kai įvykiai A ir B yra nesutaikomi, tai 418-4, BVA=B, 
žr. brėžinį b). Gali būti, kad vienas iš įvykių 4\8, В\А yra negalimas 


įvykis. Brėžinyje с) pavaizduotas įvykis В\4 = Q. 


BVA=60 
4 pav. 
2.4. KLASIKINIS ĮVYKIO TIKIMYBĖS 
APIBREZIMAS 


Norėdami nagrinėti bandymą apibrėžiame jo baigtis (elementariuosius 
įvykius) ir sudarome jų aibę. 

Tarkime, metamos dvi monetos. Raidémis H ir S pažymėkime 
atitinkamai įvykius, kad atvirto herbas arba skaičius. Tada šio bandymo 
galimos baigtys yra tokios: HH, HS, SH, SS. 

Šie keturi elementarieji įvykiai ir sudaro elementariųjų įvykių aibę 
(HH, HS, SH „SS k. 

Sakykime, kad elementariųjų įvykių aibė yra baigtinė, o patys 
elementarieji įvykiai yra vienodai galimi. 
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Apibrėžimas. Jeigu kurio nors bandymo baigčių (elementariųjų 
įvykių) aibė yra sudaryta iš n vienodai galimų baigčių (elementariųjų 
įvykių), o su šiuo bandymu susijusiam įvykiui A palankių baigčių yra 


m, tai įvykio A tikimybe vadinamas skaičius 27 


Įvykio 4 tikimybė žymima simboliu P( 4). Taigi 


m 
Р(А)- Y (1) 
Kadangi т < п, tai teisinga nelygybė 0 < Р(4) <1. 
Taigi įvykio tikimybė yra neneigiamas, ne didesnis už 1 skaičius. 
Kadangi nei viena baigtis nėra palanki negalimajam įvykiui, tai 
negalimojo įvykio tikimybė lygi nuliui. 


Būtinajam įvykiui palankios visos baigtys, todėl jo tikimybė lygi 
vienetui. 

Kai bandymo baigčių yra nedaug, tai skaičiuoti įvykių tikimybės 
nesudėtinga. Pateiksime įvykių tikimybių skaičiavimo pavyzdžių. 


1 pavyzdys. Bandymas yra lošimo kauliuko metimas. Suraskime 
įvykių 

A — „atvirto lyginis akučių skaičius“ , 

B- „atvirto nelyginis akučių skaičius“, 

C - „atvirtusių lošimo kauliuko akučių skaičius dalijasi iš 3“ tikimybes. 

Sprendimas. Simboliu e, pažymėkime įvykį, kad atvirto k akučių 
(k=1,2,...,6). 

Pavyzdžiui, įvykis e, — „atvirto viena akutė“, e, — „atvirto dvi akutės“ 
ir tt. Tuomet šeši įvykiai ё,,6,,6,,6,,6,,ё, sudarys visų vienodai 
galimų bandymo baigčių aibę. Taigi šio bandymo elementariųjų įvykių 
aibė yra E=|e,,e,,2,,0,,0,,0; }. Vadinasi, n=6. Įvykiu A 


palankūs 3 vienodai galimi elementarieji įvykiai e,,e, ir e,, įvykiui B 
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palankūs taip pat 3 vienodai galimi elementarieji įvykiai e,,e, ir e,, о 
įvykiui C palankūs tik du elementarieji įvykiai e, ir e, . 
Taigi A- le, e, e, Ь В= eee] ir C - Íe,.e, }. 
Vadinasi, pirmais dviem atvejais m = 3, о trečiuoju atveju- m= 2. 
Tada, remiantis (1) formule, minėtų įvykių tikimybės yra: 
Р(4-4-4. Р(В)=2=1, Р(С)=2= 


1 
2 6 2 3 


Atsakymas. Р(А)= 2, Р(В)= >, Р(С)= i. 

2 pavyzdys. Sakykime, dėžėje yra 11 байц rutuliukų su numeriais 
1,3,5,7,9,11,13,15,17,19,21. Atsitiktinai 15 dėžės imame vieną 
rutuliuką. Raskime įvykių 4 — „ištraukto rutuliuko numeris dalijasi iš 3“ ir 
B — „ištraukto rutuliuko numeris yra pirminis skaičius“ tikimybes. 


Sprendimas. Pažymėkime bandymo - rutuliuko traukimas iš dėžės - 
elementariuosius įvykius: 


е, — „ištrauktas rutuliukas, kurio numeris 1“, 
е, — „ištrauktas rutuliukas, kurio numeris 3“, 
e, — „ištrauktas rutuliukas, kurio numeris 5“, 
e, — „ištrauktas rutuliukas, kurio numeris 7“, 
e, — „ištrauktas rutuliukas, kurio numeris 9“, 
e; — „ištrauktas rutuliukas, kurio numeris 11“, 
e, — „ištrauktas rutuliukas, kurio numeris 13“, 
e, — „ištrauktas rutuliukas, kurio numeris 15“, 
e, — „ištrauktas rutuliukas, kurio numeris 17“, 
£j; — „ištrauktas rutuliukas, kurio numeris 19“, 


e, — „ištrauktas rutuliukas, kurio numeris 21“. 


Matome, kad iš viso yra 11 elementariųjų įvykių. Taigi л=11. 


Іуукіш A yra palankūs 4 vienodai galimi elementarieji įvykiai 
£356,565 ге Cy: А= de, e, е ең | Vadinasi, m=4. 
2 
1 
elementarieji įvykiai 
6; гб ыб б» бу» бөз б» СУ: B - e, e, 6, 6,65. es, бар. Vadinasi, 
šiuo atveju m = 7. Tada pagal (1) formulę įvykio B tikimybė 


Tada remiantis (1) formule, įvykio A tikimybė Р(А)- 


Įvykiui B yra palankūs 7 


P(B)= T 
Atsakymas. Р(А)= <, P(B)- IL. 


11 11 


3 pavyzdys. Bilietai sunumeruoti skaičiais nuo 1 iki 35. Atsitiktinai 
ištrauktas vienas bilietas. Kokia tikimybė, kad jo numeris yra skaičiaus 4 
kartotinis? 

Sprendimas. Tegu įvykis А ~ „ištraukto bilieto numeris yra skaičiaus 
4 kartotinis“. Skaičiaus 4 kartotiniai yra šie bilietų numeriai: 4, 8, 12, 
16, 20, 24, 28, 32. Vadinasi, įvykiui A palankių įvykių skaičius 
m=8. Visų elementariųjų įvykių skaičius 5-35. Pasinaudoję (1) 


formule, gauname, kad įvykio A tikimybė P(A)= ЕЭ 


8 

А . чт. 

tsakyrnas. 35 

4 pavyzdys. Aštuoniose vienodose kortelėse parašyti skaičiai 2, 4, 

6, 7, 8, 11, 12,13. Atsitiktinai ištrauktos dvi kortelės. Kokia 
tikimybė, kad iš šių skaičių sudarytą trupmeną galima suprastinti? 

Sprendimas. Skaičiai 2,4,6,8 ir 12 yra lyginiai, о 7,11 ir 13 — 

pirminiai. Pirminiai skaičiai nedalūs. 
Elementariųjų įvykių skaičius п-А1-8-7-56. Palankias baigtis 
galime gauti tik iš skaitmenų 2,4,6,8 ir 12, todėl m-4i-5.4-20. 


Sakykime, kad įvykis А „iš duotųjų skaičių sudarytą trupmena galime 
suprastinti“. 
Pasinaudoję (1) formule, gauname, kad įvykio 4 tikimybė 


„2025 
P= 56 14` 
Atsakymas. u 


5 pavyzdys. Dėžutėje уга 5 kortelės, sunumeruotos skaičiais 1, 2, 
3, 4, 5. Atsitiktinai ištraukiama viena kortelė, užrašomas jos numeris ir 
kortelė grąžinama atgal į dėžutę. Po to kortelės sumaišomos ir atsitiktinai 
traukiama kita kortelė, vėl užrašomas jos numeris. Raskime tikimybės 
įvykių: 

A- „pirmosios kortelės numeris yra mažesnis už antrosios kortelės 
numerį“; 

B — „abiejų kortelių numeriai yra lyginiai skaičiai“; 


Sprendimas. Šio bandymo elementarieji įvykiai yra tokie: 


e, = (1,1), e, - (4,2), e (1,3); е,=(1,4), е, =(1,5), 

e, = (2,1), e, = (2,2); e, = (2,3), еу = (2,4), е„=(2,5), 
e,20,), е=(3;2), = 6,3), ец:=(3,4), е;= (3,5), 
e = (4,1), е; = (4,2), ев = (4,3), e = (4,4), e, =(4, 5), 
е= (5,1), е, = (5,2), e, 2 (5,3), €4(5,4) е„„=(5,5). 


Taigi iš viso уга 25 elementarieji įvykiai, todėl n - 25. [vykiui A 
palankūs elementarieji įvykiai yra šie: 
€), €, €,,6,, 44, буу бо» Eig €, E20 - 
Taigi iš viso yra 10 įvykiu: A palankių elementariųjų įvykių. 
Vadinasi, т 210. Remdamiesi (1) formule, gauname, kad įvykio A 
tikimybė 


10 
P(4)-5s- 


2217) 


22 
Ux 
-) 


Įvykiui B palankūs elementarieji įvykiai yra e; ,e,,e,,,e,,. Taigi iš 
viso yra 4 įvykiui B palankūs elementarieji įvykiai. Vadinasi, šiuo atveju 
m=4. Remdamiesi (1) formule, gauname, kad įvykio B tikimybė 


SIA 
Ф 


Sprendimas. Apskritima sudaro 360°, 5 pav. 
todėl elementariųjų įvykių skaičius л = 360. Sektorių, pažymėtų raide А, 
yra trys. Jie sudaro 90°, 60? ir 70? kampus. 

Kadangi m=90+60+70=220, tai tikimybė, kad suktuko rodyklė 
sustos A raide pažymėtame sektoriuje, lygi 


Atsakymas. P(4-2, P(B)- 3. 


5 pavyzdys. |sukto suktuko rodyklė gali 
sustoti bet kurioje padėtyje. Apskaičiuokite 
tikimybę, su kuria suktuko rodyklė sustos 
A raide pažymėtame sektoriuje. 


„220 1 
Р(0)= 360778 
Atsakymas. n 


6 pavyzdys. Dézutéje уга šeši vienodi sunumeruoti kubeliai. 
Atsitiktinai po vieną traukiami visi kubeliai. Kokia tikimybė, kad 
ištrauktųjų kubelių numeriai sudarys didėjančią seką? 

Sprendimas. Bandymo elementariųjų įvykių skaičius лп = 6!= 720. 
Įvykiui 4- „ištrauktųjų kubelių numeriai sudaro didėjančią seką“ 
palankus įvykis уга tik vienas, todėl т-1. 


Remdamiesi (1) formule, gauname, kad įvykio 4 tikimybė P(4)= 5: 


1 
Atsakymas. 770” 
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7 pavyzdys. Penkios vienodos kortelės, kuriose parašytos raidės E, 
A, D, S, L atsitiktinai dedamos į eilę. Apskaičiuokime įvykio 4 — 
„sudėtas žodis LEDAS“ tikimybę. 

Sprendimas. Iš viso  dėliojant korteles galima gauti 
Р,-51!-5-4-3-2-1-120 kombinacijų. Žodį LEDAS galima sudėlioti tik 
vieninteliu atveju. Vadinasi, visų elementariųjų įvykių skaičius n=120, o 
įvykiui 4 palankių įvykių skaičius m=1. 

1 


Pasinaudoję (1) formule, gauname, kad įvykio 4 tikimybė Р(А)= 120” 


1 
Atsakymas. 120” 

8 рауугӣуѕ. Rinkdamas telefono numerį, abonentas užmiršo du 
paskutinius numerio skaitmenis ir, žinodamas, kad tie skaitmenys yra 
skirtingi, surinko juos atsitiktinai. Kokia tikimybė, kad telefono numeris 
surinktas teisingai? 

Sprendimas. Du paskutiniuosius numerio skaitmenis galima surinkti 
A? būdų, t.y. tiek būdų, kiek yra gretinių iš 10 elementų 0, 1, 2, 3, 
4, 5, 6, 7, 8, 9 po 2. Vadinasi, jei bandymas yra „paskutiniųjų 
dviejų telefono numerio skaitmenų rinkimas“, tai galimų šio bandymo 
baigčių (visų atsitiktinių įvykių) skaičius п= А2. 
„Skaitmenys surinkti teisingai“ palankus yra tik vienas įvykis, t.y. viena 
bandymo baigtis, todėl m=1. Pasinaudoję (1) formule, gauname, kad 
įvykio A tikimybė 


хуш A — 


1 
Кута5. —. 
Atsakymas. 90 


9 pavyzdys. Iš 60 klausimų, įeinančių į egzamino bilietus, studentas 
išmoko 50. Kiekvieną bilietą sudaro du klausimai. Kokia tikimybė 
studentui ištraukti bilietą, kurio abu klausimus jis moka? 


Sprendimas. Elementariųjų įvykių skaičius n =C 2, = 60-59 = 3540, 
о įvykiui А — „ištrauktas bilietas, kurio abu klausimus studentas moka“ 
palankių įvykių skaičius m =C у = 50-49 = 2450. 

Pasinaudoję (1) formule, gauname, kad įvykio 4 tikimybė 


2450 245 
Р(4)= 3539 7 354^ 
245 
Atsakymas. 3547 


10 pavyzdys. Tvenkinyje gyvena 400 žuvų. Tinklu sugaunama 50 
žuvų, jos pažymimos ir paleidžiamos atgal. Vėliau atsitiktinai iš to paties 
tvenkinio pagaunama viena žuvis. Kokia tikimybė, kad ji bus pažymėta? 

Sprendimas. Pažymėkime įvykį A — „atsitiktinai pagauta pažymėta 
žuvis“. Kadangi tvenkinyje gyvena 400 žuvų, tai bandymo - vienos 
žuvies pagavimas — visų vienodai galimų baigčių skaičius л = 400. 
Įvykiui A palankių baigčių skaičius т = 50. Pasinaudoję (1) formule, 
gauname, kad ша A tikimybė 

41 


Atsakymas. BH 


11 pavyzdys. Tvenkinyje gyvena 30 žuvų. Tinklu sugaunamos 5 
žuvys, jos pažymimos ir vėl paleidžiamos į tvenkinį. Po kurio laiko iš šio 
tvenkinio atsitiktinai sugaunamos 7 žuvys. Kokia tikimybė, kad tarp jų 
bus dvi pažymėtos žuvys? 


Sprendimas. Įvykis А — „iš sugautų 7 žuvų 2 žuvys yra 
pažymėtos“. Kadangi iš 30 žuvų 7 žuvis galima parinkti C А büdais, tai 
bandymo (7 žuvų ištraukimas iš tvenkinio) galimų baigčių yra n -C » š 
Įvykiui А palankių baigčių yra m =C; „Єз 


Tada, remdamiesi (1) formule, gauname, kad įvykio 4 tikimybė 
С1-С3, | 5.4.25.24.23-22.21 253 


РЕ 5 LER < 
Fd p 30-29-28-27-26-25-24 20358' 
253 
Atsakymas. 50358: 


12 pavyzdys. Tarp 100 elektros lempučių уга 5 brokuotos. Kokia 
tikimybė, kad tarp trijų atsitiktinai paimtų lempučių visos trys lemputės 
yra nebrokuotos? 

Sprendimas. Šiuo atveju bandymo „trijų elektros lempučių iš 100 
atsitiktinis parinkimas“ galimų baigčių (visų galimų įvykių) skaičius 
п-С NE visos baigtys yra vienodai tikétinos, nes lemputés paimamos 
atsitiktinai. Įvykiui 4 — „tarp 3 atsitiktinai paimtų lempučių visos trys yra 


nebrokuotos“ palankių įvykių skaičius m=C2, . Vadinasi, P(A)= ец 


С? 
95-94-93 
e С» _ ы 
Р(А)= СУ: 10099-98 0856. 


Atsakymas. P(A)= 0,856. 


13 pavyzdys. Dėžėje уга 12 baltų ir 8 juodi vienodo didumo rutuliai. 
Nežiūrėdami išimame du rutulius. Kokia tikimybė, kad jie skirtingų 
spalvų? 

Sprendimas. Iš 20 rutulių išrinkti 2 rutulius galima: 

2с3.20-00-1) 20:19 
i d 2! “12 
Pasirinkti du skirtingų spalvų rutulius galima т = 12:8 =96 būdais. 
Tikimybė, Зил du rutuliai bus skirtingų spalvų, lygi: 


=190 būdais. 


Е _ 48. 
PA= i“ 957 
čia įvykis A — „ištraukti rutuliai yra skirtingų spalvų“. 
48 
Atsakymas. 95 
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14 pavyzdys. Iš dėžės, kurioje уга 6 balti ir 3 juodi rutuliai, 
atsitiktinai išimami 2 rutuliai. Kokia tikimybė, kad abu rutuliai juodi? 

Sprendimas. Elementariųjų įvykių yra n: n-C 3-1:3-36. Įvykis 
A - „atsitiktinai išimti abu juodi rutuliai“. Palankių įvykiui А 


elementariųjų įvykių yra m,=Cį=3. Įvykio A tikimybė 


TR TE 
би үр 
Atsakymas. 5 


15 pavyzdys. Grupė turistų, susidedanti iš penkiolikos vaikinų ir 
penkių merginų, burtų keliu nori išrinkti keturis žmones dalyvauti sporto 
varžybose su kita turistų grupe. Kokia tikimybė, kad komandoje bus du 
vaikinai ir dvi merginos? 

Sprendimas. Tegu įvykis A – „išrinktoje komandoje уга du vaikinai ir 
dvi merginos“. Šiuo atveju bandymas yra toks: „iš dvidešimties žmonių 
grupės burtų keliu renkami 4 žmonės“. Kadangi rinkimas vyksta burtų 
keliu, tai visos bandymų baigtys (galimi įvykiai) yra vienodai tikėtinos 
(vienodai tikėtini) ir nesutaikomos (nesutaikomi). Visų galimų bandymo 
baigčių (visų galimų įvykių) skaičius л = . Du vaikinus iš 15 galima 


pasirinkti C 2, būdais ir po kiekvieno tokio pasirinkimo dvi merginas iš 5 
galima pasirinkti C? būdais. Pagal kombinatorinę daugybos taisyklę 2 
vaikinus ir 2 merginas galima pasirinkti Gs Сё būdais, t.y. įvykiui A 


palankių įvykių skaičius m =С 2, +C}. leskomoji tikimybė Р(4)- = 1 
E us 
P(4)- 55 «0217. 
20 
2 2 


Atsakymas. x w «0217. 
20 
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16 pavyzdys. Dėžėje уга 7 balti ir 5 juodi rutuliai. Atsitiktinai 
traukiami 3 rutuliai. Kokia tikimybė, kad ištraukti 2 balti ir 1 juodas 
rutulys? 

Sprendimas. Iš viso dėžėje yra 12 rutulių. Iš 12 rutulių išrinkti 3 
rutulius galima 

з _ 12! 10-11-12 
2 39) 1-2-3 

Vadinasi, elementariųjų įvykių yra п = 220. Įvykis 4 — „atsitiktinai 
ištraukti 2 balti ir 1 juodas rutulys“. Įvykiui A palankių elementariųjų 
įvykių yra m, =G «Gies 21-5=105. Taigi įvykio А tikimybė 


= 220 būdais. 


105 21 

Р(4)= 357734 
A 21 
tsakymas. ^. 


17pavyzdys. Dėžėje yra 8 raudoni, 7 žali ir 5 mėlyni vienodi 
pieštukai. Atsitiktinai iš dėžės išimami 9 pieštukai. Kam lygi tikimybė, kad 
tarp jų bus 4 raudoni, 3 žali ir 2 mėlyni pieštukai? 

Sprendimas. 15 20 dėžėje esančių pieštukų 9 galima išrinkti C% 
būdais. Vadinasi, bandymo (iš dėžės atsitiktinai išimami 9 pieštukai) 
elementariųjų įvykių (baigčių) skaičius п= С 2) š 

Kadangi 4 raudonus pieštukus i$ 8 raudonu pieštuku galima išrinkti 
Ci būdais, 3 žalius pieštukus i$ 7 — C? būdais, o 2 mėlynus i$ 5- C? 
būdais, tai, remiantis kombinatorine daugybos taisykle, įvykiui 4 — „tarp 
ištrauktų 9 pieštukų bus 4 raudoni, 3 žali ir 2 mėlyni“ palankių įvykių 
skaičius m=Cž-C3-Cį. 

Pasinaudoję (1) formule, gauname kad įvykio A tikimybė 
-Cs Ci Co o 35 


P(4) C? 7 302328" 
20 
35 
Atsakymas. 507378" 


18 pavyzdys. Dėžėje yra 10 rutulių. Tikimybė, kad du atsitiktinai 


ištraukti rutuliai yra balti, lygi = Kiek dėžėje baltų rutulių? 


Sprendimas. Sakykime, kad baltų rutulių dėžėje yra k ir įvykis А- 
„abu ištraukti rutuliai yra balti“. 
Elementariųjų įvykių skaičius n=Ci,=45,0 įvykiui A palankių 


k! — (k-Ik : 2 
2... É- 
įvykių skaičius уга m -C, IKT x y Kadangi P(A)= I5" 
tai galime sudaryti lygtį (k x . Išsprendę šią lygtį, randame, kad 
k=4. 
Atsakymas. 4. 


19 pavyzdys. Atsitiktinai paimtas pirminis skaičius ne didesnis už 30. 
Kokia tikimybė, kad jį dalindami iš 3 gausime liekaną 2? 

Sprendimas. Pirminiai skaičiai, ne didesni už 30, yra šie: 2, 3, 5, 
7, LL I3, 17, 19, 23, 29. 

Taigi visų elementariųjų įvykių skaičius уга n —10. Įvykis A — „iš 
šių skaičių atsitiktinai paimtų skaičių dalindami iš 3 liekaną gauname 2“. 
Iš minėtų pirminių skaičių yra 5 skaičiai, kuriuos dalindami iš 3, gausime 
liekaną 2. Šie pirminiai skaičiai yra tokie: 5, 11, 17, 23, 29. 

Vadinasi, įvykiui 4 palankių elementariųjų įvykių yra m= 5. 
Pasinaudoję s formule, gauname, kad įvykio 4 tikimybė 

1 


Р(0-1 53: 


Atsakymas. i ; 


20 pavyzdys. Atsitiktinai sudaromas triženklis skaičius. Kokia 
tikimybė, kad jo visi trys skaitmenys yra skirtingi? 


Sprendimas. Pirmąjį sudaromo triženklio skaičiaus skaitmenį 
renkamės iš devynių skaitmenų: I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, nes 


pirmasis skaičiaus skaitmuo (šimtų skaitmuo) negali būti nulis, antrąjį ir 
trečiąjį skaitmenis renkamės iš dešimties skaitmenų aibės. Pasinaudoję 
kombinatorine daugybos taisykle, gauname, kad iš viso уга 
n=9-10-10=900 triženklių skaičių. 

Įvykiui 4 — „atsitiktinai sudaryto triženklio skaičiaus visi skaitmenys 
skirtingi“ palankių įvykių yra m=9-9-8=648 (tiek yra triženklių 
skaičių, kurių visi skaitmenys yra skirtingi, t.y. nesikartoja). Remdamiesi 
(1) formule, gauname, kad įvykio 4 tikimybė 

648 18 
КА)= ууу 7 35072. 
Atsakymas. 0,72. 


21 pavyzdys. Devynios kortelės pažymėtos skaitmenimis nuo 1 iki 9. 
Nesirenkant imamos keturios kortelės ir dedamos viena greta kitos. 
Gaunamas keturženklis skaičius. Kokia tikimybė, kad jis bus lyginis? 

Sprendimas. Pirmiausia rasime, keik keturženklių skaičių su 
skirtingais skaitmenimis galima sudaryti iš devynių skaitmenų 1, 2, 3, 
4, 5,6, 7, 8, 9. Iš šių skaitmenų galima sudaryti tiek keturženklių 
skaičių, kiek yra gretinių iš 9 elementų po 4 elementus, t.y. 
41-9-8-7-6-3024 keturženklius skaičius, neturinčius vienodų 
skaitmenų. Vadinasi, elementariųjų įvykių iš viso уга n = 3024. 

Rasime, kiek lyginių keturženklių skaičių su skirtingais skaitmenimis 
galima sudaryti iš skaitmenų 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Pirmąjį 
sudaromo keturženklio skaičiaus skaitmenį (tūkstančių skaitmenį) galime 
pasirinkti 8 būdais, nes negalime imti vieno iš keturių lyginių skaitmenų, 
antrąjį skaitmenį (šimtų) galime pasirinkti 7 būdais, trečiąjį (dešimčių) — 6 
būdais, ketvirtąjį (vienetų) — 4 būdais, nes skaičius turi būti lyginis (galime 
imti vieną iš keturių lyginių skaitmenų 2, 4, 6 arba 8). 

Pasinaudoję kombinatorinę daugybos taisykle, gauname, kad iš 
skaitmenų 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 galime sudaryti 
8-7-6-4-1344 keturženklius skaičius, neturinčius vienodų skaitmenų. 
Vadinasi, jei įvykis 4 — „sudėtas lyginis keturženklis skaičius“, tai 
įvykiui A palankių elementariųjų įvykių skaičius 
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m=8-7-6-4=1344. 
Pasinaudoję (1) formule, gauname, kad įvykio A tikimybė 


8.7.6.4 4 
M 15 3 


Atsakymas. 5- 


22 pavyzdys. | сїїс ant 7 kėdžių atsitiktinai sodinami 7 berniukai. 
Raskime tikimybes tokių įvykių: 

A — „du berniukai — Lukas ir Tomas — susės greta“; 

B — „trys berniukai — Lukas, Tomas ir Rokas — susės greta“. 


Sprendimas. Iš viso elementariųjų įvykių yra м = 7!. Greta susėdę 
Lukas ir Tomas gali būti laikomi vienu elementu, tuomet iš 6 elementų 
kėlinių bus 6!. Lukas ir Tomas gali pasikeisti vietomis, todėl 
elementariųjų įvykių, palankių įvykiui 4 , yra 

m=6!-2!. 
Pasinaudoję (1) formule, gauname, kad įvykio A tikimybė 
6-2! 6-5-4-3-2-1-2-1 2 
Peer TSS a ml T 

Greta suséde Lukas, Tomas ir Rokas gali büti laikomi vienu elementu. 
Tada prie šio elemento prijungę likusius 4 elementus (berniukus), gausime 
5 elementus, kurie užimti 5 vietas gali 5! būdais. Lukas, Tomas ir Rokas 
taip pat gali keistis vietomis ir tai gali padaryti 3! būdais. Pasinaudoję 
kombinatorine daugybos taisykle, gauname, kad įvykiui В palankių 
elementariųjų įvykių yra 


m=51-31. 
Tada pagal (1) formulę įvykio B tikimybė 
5-30 1 
Lana ui 
2 1 
Atsakymas. P(4)-5. Р(В)= =. 
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23 pavyzdys. | knygu lentyna atsitiktinai paimamos іг dedamos 4 
istorijos ir 3 matematikos knygos. Kokia tikimybė, kad vieno ir to paties 
dalyko (istorijos arba matematikos) knygos bus sudėtos greta? 

Sprendimas. Bandymo „7 knygų dėliojimas į lentyną“ galimų baigčių 
(visų galimų įvykių) skaičius n = 7!, nes 7 knygas išdėlioti lentynoje yra 
7! būdų. Įvykiui A- „vieno ir to paties dalyko knygos sudėtos greta“ 
palankių įvykių skaičius yra 

т-2-41-3!. 

Iš tikrųjų, 4 istorijos knygas galima sudėlioti į lentyna 4! būdais, o po 
kiekvieno tokio sudėliojimo 3 matematikos knygas galima sudėlioti 3! 
būdais. Be to, pačių knygų komplektus (istorijos arba matematikos) galima 
sudėti 2 būdais, t.y. pirmiausia gali būti sudėtos istorijos knygos, o po to 
matematikos arba pirmiausiai gali būti sudėtos matematikos, 0 po to 
istorijos knygos. Pagal kombinatorinę daugybos taisyklę ir gauname, kad 


m=2-4!:3!. 
Įvykio 4 tikimybė lygi 
_ 2541531 2 
Puts do 735^ 
Atsakymas. 2, 
35 


24 pavyzdys. Metame šešiasienį lošimo kauliuką. Raide k pažymime 
atsivertusių kauliuko akučių skaičių ir nagrinésime kvadratinį trinarį 
x*+2kx+9. Raskime šių įvykių tikimybes: 

A — „Kvadratinio trinario grafikas nekerta abscisių ašies“; 

В — „kvadratinio trinario grafikas kerta abscisių ašį dviejuose taškuose“; 

C — „kvadratinio trinario grafikas liečia abscisių ašį“. 

Sprendimas. Elementariųjų įvykių skaičius п = 6. 

1) Kvadratinio trinario grafikas nekerta abscisių ašies, kai D «0, t.y. 
k!-9«0, -3«k «3. Palankių įvykių skaičius m=2, nes k gali įgyti 
reikšmes 1 ir 2. Įvykio А tikimybė 


2,1 
Р(А)- 3 
2) Grafikas kerta abscisių ašį, Каі D>0. Vadinasi, k?-9>0, ty. 
k<-3 афа k » 3.I$ Cia m=3,nes k gali įgyti reikšmes 4, 5, 6. Taigi 
3. 1 
P(B)- $T 
3) Grafikas liečia abscisių ašį, kai 0-0, todėl &? 9-0; iš čia 
=-3 ir k,=3. Reikšmė k=-3 netinka, todėl lieka viena reikšmė 


k=3. Vadinasi, įvykiui C palankių įvykių уга m=1. Tada 
P(C)-— 


|. 1. 1 
Atsakymas. PE 

25 pavyzdys. Kubas, kurio visos sienos nudažytos, supjaustytas į 1000 
vienodo didumo kubelių. Juos sumaišius, atsitiktinai paimamas vienas 
kubelis. Apskaičiuokime tikimybes įvykių: 

A — „kubelis turės vieną nudažytą sieną“; 
B — „kubelis turės dvi nudažytas sienas“; 
C - „kubelis turės tris nudažytas sienas“; 
D - „kubelis neturės nudažytų sienų“; 
E — „kubelis turės vieną arba daugiau nudažytų sienų“. 
Sprendimas. Kiekvienoje kubo sienoje yra po 64 kubelius, kurių nudažyta 
tik viena sienelė. Kadangi kubas turi 6 sienas, tai tokių kubelių yra 
64-6=384. Gavome, kad įvykiui А palankių įvykių yra т = 384. 
Kadangi visų galimų elementariųjų įvykių skaičius мт = 1000, tai, 
pasinaudoję (1) formule, gauname, kad įvykio A tikimybė 
384 48 

зан 1000 125: 

Prie kiekvienos kubo briaunos уга po 8 kubelius, kurių dvi sienelės 
nudažytos. Kadangi kubas turi 12 briaunų, tai tokių kubelių yra 
8-12=96. Vadinasi, įvykiui B palankių elementariųjų įvykių skaičius 
т =96. Pasinaudoję (1) formule, gauname, kad įvykio В tikimybė 


_ 12 
Br T 125” 


Prie kiekvienos kubo viršūnės yra po vieną kubelį su trimis 
nudažytomis sienomis. Kadangi kubas turi 8 viršūnes, tai tokių kubelių iš 
viso yra 8. Vadinasi, įvykiui C palankių elementariųjų įvykių skaičius 
m-8. diii (1) formule, gauname, kad jvykio C tikimybé 

1 
1060” 125: 

Kadangi kubelių, kurių visos sienos yra nenudažytos, iš viso yra 512, 
tai įvykiui D palankių elementariųjų įvykių skaičius m= 512. 
Pasinaudoję (1) formule, gauname, kad įvykio D tikimybė 

512 64 
P(D)= 10007125” 

Kadangi kubelių, kurių nudažyta viena, dvi ar trys sienelės, yra 

384+96+8 = 488, 


Р(С)= = 


_ 488 6l 
PE 1000 125: 
хай” 
> B 2.64 25. 
Рија is P(B)= зу. P(C)- 15s. P(D)= 25 P(E)- тз: 


2.5. PRIESINGO ĮVYKIO TIKIMYBÉ 


Prisiminkime, kad įvykį, kuriam palankios visos tos baigtys, kurios 
nepalankios įvykiui 4, vadiname priešinguoju įvykiu 4. Kitaip sakant, 
įvykiui 4 priešingas įvykis yra toks įvykis, kuris įvyksta tada, kai 
neįvyksta įvykis 4. Įvykiui А priešingąjį įvykį žymime 4. 

1 pavyzdys. Sakykime, kad atliekame tokį bandymą: ridenami keturi 
idealūs lošimo kauliukai ir stebima, kiek iškris akučių. Nagrinėkime su 
šiuo bandymu susijusį įvykį Æ — „nors vieno kauliuko iškris šešetas“. 
Šiam įvykiui priešingas įvykis yra A „nė vieno iš keturių ridentu 
kauliukų neiškrito šešetas“. 
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Įvykio A ir priešingo jam įvykio 4 tikimybės susijusios lygybe 


[а-а] эм 


Iš tikrųjų, jei įvykiui А palankių baigčių уга m, tai likusios n-m 
baigtys yra palankios priešingam įvykiui 4. 
Remdamiesi klasikiniu įvykio tikimybės apibrėžimu, gauname, kad 


P(A) P = Ё -2-1-7-1-Р(4). 


Teisinga lygybė Р(А)+ P(A) =1. 

Išnagrinėsime pavyzdžių, kuriuose užuot ieškojus kurio nors įvykio A 
tikimybės, patogiau pirmiausia rasti jam priešingo įvykio 4 tikimybę, o 
tik po to, pasinaudojus formule P(A)=1- P(A), rasti ieškomąją įvykio A 
tikimybę. 

2 pavyzdys. Gaminant detalę, atliekama keletas operacijų. Tikimybė 
gauti detalę, neatitinkančią standartų, lygi 0,01. Kokia tikimybė pagaminti 
gerą detalę? 

Sprendimas. Pažymime įvykius: 

A – „pagaminta detalė atitinka standartus“, 

A — „pagaminta detalė neatitinka standartų“. 
Turime P(A)=0,01. Tada Р(4)-1-Р(4)-1-061-099. 
Atsakymas. 0,99. 


3 pavyzdys. Metame lošimo kauliuką. Kokia tikimybė, kad iškrito 
mažiau kaip šeši taškai? 


Sprendimas. Pažymėkime įvykius: 
A — „iškrito mažiau kaip šeši taškai“, 
A — „iškrito šeši taškai“. 
Įvykiui A — palankus tik vienas elementarusis įvykis, todėl 
e 
P(A)= ri 


Vadinasi, 


564 


= 1.35 
Р(4)=1-Р(4) =1- = = =. 
(4) =1- P4) -1- 5-2 
Sis pavyzdys гойо, kad, ieškant jvykio tikimybés, kartais patogiau 
rasti priešingo įvykio tikimybę. 
Atsakymas. 3 
4 pavyzdys. Ridenami keturi idealūs lošimo kauliukai ir stebima, kiek 
iškris akučių. Kokia tikimybė, kad nors vieno kauliuko iškris šešetas? 
Sprendimas. Nagrinėkime su šiuo bandymu susijusį įvykį 4 — „nors 
vieno kauliuko iškrito šešetas“. Šiam įvykiui priešingas įvykis yra A — 
„nė vieno iš ridentų keturių kauliukų neiškrito šešetas“. 
Elementariųjų įvykių aibės elementų skaičius 
n=6-6-6-6=1296. 
Įvykiui 4 palankių elementariųjų įvykių skaičius 
т=5:5:5:5 = 625. 
Šiuo atveju patogiau pirmiausia surasti įvykiui 4 priešingo įvykio А 
tikimybe 


A. «625 
FU) = 1396: 
Tada ieškomoji įvykio A tikimybė randama taip: 
1.625 _ 671 
аа жилий 1296 1296 
671 
Atsakymas. 1296 


5 pavyzdys. Mokyklos bibliotekos lentynoje bet kokia tvarka sustatyta 
15 vadovėlių, kurių 5 yra matematikos. Bibliotekininkė atsitiktinai paima 
tris vadovėlius. Raskime įvykio 4 — „bent vienas iš trijų paimtų vadovėlių 
yra matematikos“ tikimybę. 

Sprendimas. Jei įvykis A — „bent vienas iš paimtų trijų vadovėlių yra 
matematikos“, tai jam priešingas įvykis ras „nė vienas iš paimtų trijų 
vadovėlių nėra matematikos“. 


Šiame uždavinyje pirmiausia patogiau surasti įvykiui A priešingo 
įvykio A tikimybę 


15 
Tada ieškomoji įvykio A tikimybė randama taip: 


-1- P 1-247 
P(A)=1- (4) -1- 57 =: 
Е _ 67 
Taigi Р(А)- TE 
Atsakymas. P(4)-$. 


6 pavyzdys. Dėžėje yra 10 vienodų rutuliukų — 8 balti ir 2 raudoni. Atsi- 
tiktinai iš dėžės ištraukiami 3 rutuliukai. Apskaičiuokime tikimybes įvykių: 
А — „Visi trys ištraukti rutuliukai yra balti“; 
B - „ištraukti 2 balti ir 1 raudonas rutuliukai; 
C — „tarp ištrauktų trijų rutuliukų bent vienas rutuliukas yra raudonas“. 
Sprendimas. 15 10 dėžėje esančių rutuliukų 3 rutuliukus galima 
ištraukti би būdais, todėl bandymo (trijų rutuliukų traukimas iš dėžės) 
vienodai galimų baigčių (elementariųjų įvykių) skaičius yra 
Hec D Я 
Iš 8 baltų rutuliukų 3 baltus rutuliukus galima ištraukti С büdais, 
todėl įvykiui A palankių baigčių (elementariųjų įvykių) skaičius 
m=C,. 
Tada įvykio A tikimybė 
б; B5. 
P(A)= c 7109.8 ^15 
Kadangi iš 8 baltų rutuliukų 2 baltus rutuliukus galima ištraukti es 


büdais, o i$ 2 raudonu rutuliuku 1 raudona rutuliuka galima ištraukti С. ; 
büdais, tai, pasinaudoje kombinatorine daugybos taisykle, gauname, kad 
ištraukti 2 baltus ir I raudoną rutuliukus galima C7 -C! būdais. 


Vadinasi, įvykiui B palankių baigčių (elementariųjų įvykių) skaičius 


т=С2.С!. 
8.7 2 
PROLES COPS Cop 56 7 
Tada įvykio B tikimybė пите" 10-9-8 120. 15 
3.2.1 


Norėdami surasti įvykio C tikimybę, pirmiausia suraskime jam 
priešingo įvykio es „Visi trys ištraukti rutuliukai yra balti“ tikimybę. 
Kadangi įvykis С уга lygus ivykiui А, tai 


Р(С)-1-Р(С)-1- 7 8 
ejr Ael 15 15 

= 1 2-7 _ 8 
Atsakymas. P(4) - те, Р(В)= те, Р(С)= т. 


7 pavyzdys. Tikimybė, kad studentas išlaikys pirmąjį egzaminą, lygi 0,9, 
antrąjį — 0,8, trečiąjį — 0,7. Kokia tikimybė, kad studentas išlaikys bent vieną 
egzaminą? 

Sprendimas. Pastebėkime, kad įvykiui А – „studentas išlaikys bent 
vieną egzaminą“ priešingas įvykis yra 4- „Studentas neišlaikys nė vieno 
egzamino“. Pirmiausia raskime įvykio 4 tikimybę. Įvykis, kad studentas 
neišlaikys pirmojo egzamino, tikimybė lygi 0,1, antrojo — 0,2 ir trečiojo — 
0,3. Įvykio A tikimybė 

P(A) = 01-0,2-0,3 = 0,006. 
Tada ieškomoji įvykio 4 tikimybė randama taip: 
Р(4)-1-Р(4)-1-0606-0994. 

Atsakymas. 0,994. 

8 pavyzdys. Atsitiktinai paimamas triženklis skaičius. Kokia tikimybė, 
kad bent du jo skaitmenys sutaps? 


Sprendimas. Pirmiausia apskaičiuosime, kiek iš viso yra triženklių 
skaičių. Pirmąjį (šimtų) triženklio skaičiaus skaitmenį galima parinkti 9 
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būdais, t.y. galima imti vieną iš devynių skaitmenų I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 
(nulio imti negalima, nes skaičius negali prasidėti 0). Antrąjį (dešimčių) 
triženklio skaičiaus skaitmenį galima parinkti 10 būdų, nes galime imti bet 
kurį iš dešimties skaitmenų 0, I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Trečiąjį (vienetų) 
triženklio skaičiaus skaitmenį galime parinkti taip pat 10 būdų, t.y. galime 
imti bet kurį iš dešimties skaitmenų 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Pasinaudoję 
kombinatorine daugybos taisykle, gauname, Кай iš viso yra 
9-10-10 =900 triženklių skaičių. Taigi iš viso yra 900 elementariųjų įvykių. 
Apibrėžkime įvykį A ir jau priešingą įvykį А: 
A — „paimto triženklio skaičiaus bent du skaitmenys sutampa“; 
is „paimto triženklio skaičiaus visi skaitmenys skirtingi“. 
Patogiau apskaičiuoti įvykiui 4 priešingo įvykio A tikimybę. 
Apskaičiuosime, kiek yra triženklių skaičių, kurių visi trys skaitmenys yra 
skirtingi. Kadangi pirmąjį triženklio skaičiaus skaitmenį galime parinkti 9 
būdais, antrąjį — 9 būdais, o trečiąjį — 8 būdais, tai, pasinaudoję 
kombinatorine daugybos taisykle, gauname, kad triženklių skaičių su 
skirtingais skaitmenimis iš viso yra 9-9-8=648. Vadinasi, įvykiui 4 
palankių įvykių skaičius т = 648. Kadangi visų vienodai galimų 


elementariųjų įvykių skaičius n =900, tai įvykio A tikimybė 


_ 648 18 
P) = 900 25 
Tada ieškomoji įvykio A tikimybė randama taip: 
18 7 
P(A)=1- P(4)-1- 5 35535 
7 
Atsakymas. 25 
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2.6. NESUTAIKOMU [VYKIU SAJUNGOS TIKIMYBĖ. 
BET KOKIŲ ĮVYKIŲ SĄJUNGOS TIKIMYBĖ 
Prisiminkime, kad įvykių 4,B,C,... sąjunga vadinamas toks 
įvykis, kuris įvyksta tada, kai įvyksta bent vienas iš įvykių А, B,C,.... 
Žymima: AG BO Co... 


1 pavyzdys. Atliekamas bandymas: metamas standartinis lošimo 
kauliukas. Jei įvykis А — „atsivertė viena akutė“, įvykis В — „atsivertė 
trys akutės“, įvykis C — „atsivertė penkios akutės“, tai jų sąjunga yra 
įvykis D ~ „atsivertė nelyginis akučių skaičius“; čia О = 40 ВОС. 

Įvykių A ir B sąjungai AUB yra palankios visos baigtys, kurios 
palankios bent vienam įvykiui А ir B. 


Įvykiai A ir B vadinami nesutaikomais, kai jų sankirta yra 
negalimas įvykis. Tai reiškia, kad šie įvykiai negali įvykti kartu. 
Pavyzdžiui, metant lošimo kauliuką, negali tuo pačiu metu įvykti šie du 
įvykiai: A — „atsivertė trys akutės“, В — „atsivertė šešios akutės“. 
Vadinasi, įvykiai A ir B yra nesutaikomi. 


Jeigu įvykiai 4 ir B yra nesutaikomi, tai jų sąjungos tikimybė lygi 
įvykių A ir B tikimybių sumai: 
P(ALB)= P(4)4 P(B). (1) 
(1) formule galima taikyti ir kai nesutaikomų įvykių уга daugiau пери 
du. Iš tikrųjų, jeigu iš viso yra n vienodai galimų bandymo baigčių, o 
įvykiams 4, В palankių baigčių yra atitinkamai m, ir m,, tai įvykiui 
AUB уга т +m, palankių baigčių. Vadinasi, jei 


P(A)= = ir P(B)- —, tai 


+m т, 


түт» p, 
P(4o В)= ——- Be ce PL) PU. 


2 pavyzdys. Dėžėje уга 5 raudoni, 2 mėlyni ir 3 žali rutuliai. Kokia 
tikimybė, kad atsitiktinai ištrauktas rutulys bus arba mėlynas, arba žalias? 
Sprendimas. Bandymo elementariųjų įvykių skaičius 
=5+2+3=10. Pažymėkime įvykius: А — „ištrauktas "mėlynas 
rutulys“, B — „ištrauktas žalias rutulys“. Įvykiui Æ yra dvi palankios 
baigtys, įvykiui B — trys. Taigi, 
2 I 3 
P(A)= ту =, P(B)-1g- 
Įvykiai A ir B nesutaikomi, o įvykis ÆU B reiškia, kad ištrauktas 
rutulys yra mėlynas arba žalias. Naudodamiesi nesutaikomų įvykių 
sąjungos tikimybės radimo formule (1) gauname 


ЛИЛЕ 1 
P(Ao B)- Р(4)-Р(8)-1-16 = 1073: 
Atsakymas. i 


3 pavyzdys. Šaulys šauna į taikinį. Tikimybė išmušti 10 taškų lygi 
0,1, o išmušti 9 taškus — 03. Kam lygi tikimybė išmušti ne mažiau negu 
9 taškus? 

Sprendimas. Pažymėkime įvykius: À — „išmušta 10 taškų“, B — 
„išmušti 9 taškai“. Aišku, kad įvykiai А ir B yra nesutaikomi, nes jie 
negali įvykti kartu, t.y. neįmanoma vienu šūviu išmušti ir 10, ir 9 taškus. 
Įvykis AU B reiškia, kad išmušta ne mažiau negu 9 taškai, t.y. išmušta 9 
arba 10 taškų. 

Naudodamiesi nesutaikomų įvykių sąjungos tikimybės radimo 
formule (1) gauname P(AL В) = Р(4) + Р(В)=01+0,3=0,4. 

Atsakymas. 0,4. 


4 pavyzdys. Dėžėje yra 10 detalių, iš kurių 4 detalės yra brokuotos. 
Darbininkas atsitiktinai ištraukė tris detales. Raskime įvykio, kad tarp trijų 
paimtų detalių bent viena detalė yra brokuota, tikimybę. 


Sprendimas. Pažymėkime įvykius A — „ištraukta viena brokuota 


detalė“, B — „ištrauktos dvi brokuotos detalės“, C — „ištrauktos trys 
brokuotos detalės“. 


Apskaičiuokime įvykių 4, В ir C tikimybes: 


СС 45. 1 бб 6-6. 3 
Mem m 2 jm ut 
e 
"LIN ITE 
P E 120 30^ 


Įvykiai А,В ir С yra nesutaikomi. Įvykis 40 ВОС reiškia, kad 
ištrauktos viena arba dvi, arba trys brokuotos detalės. Vadinasi, reikia rasti 
įvykio AU ВОС tikimybę. Naudodamiesi nesutaikomų įvykių sąjungos 
tikimybės radimo formule gauname 


3 . 1 25. 9 
P(AUBUC)= P(4)+ P(B)+ P(C)= 2-4 ij "306736 7€ 
Atsakymas. 3. 


5 pavyzdys. Loterijoje yra 1000 bilietų. Iš jų I bilietas išlošia 500 
litų, 10 bilietų po 100 litų, 50 bilietų po 20 litų, 100 bilietų po 10 litų, 
200 bilietų po 5 litus, o likusieji nieko neišlošia. Tadas nusipirko vieną 
loterijos bilietą. Kokia tikimybė, kad jis išloš ne mažiau kaip 20 litų? 

Sprendimas. Pažymėkime įvykius: 

A — „Tadas išlošia ne mažiau kaip 20 litų“, 

B — „Tadas išlošia 20 litų“, 

C — „Tadas išlošia 100 litų“, 

D ~ „Tadas išlošia 500 litų“. 
Įvykiai B, C ir D yra nesutaikomi, be to, 

A-BOCUD ir 

P(A)= P(BoCUoD)- P(B)* P(C)+ P(D). 
Apskaičiuojame įvykių В,С ir D гаран 


Р(Ву--20--005: Р(Є)--10--001: Р(0)--4--000. 
1000 Y 1000 
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Tada 
Р(А)- P(BUCvuD)- P(B)+ P(C)+ P(D)- 
= 0,05 + 0,01 + 0,001 = 0,061. 
Atsakymas. 0,061. 


Kai įvykiai 4 ir B nėra sutaikomi, t.y gali įvykti kartu, tai lygybė 
P(AUB)= P(A)+ P(B) 
nėra teisinga. Šiuo atveju teisinga kiek sudėtingesnė lygybė. 
Kai įvykiai 4 ir B yra bet kokie, tuomet teisinga lygybė 
P(AUB)= Р(А)+ P(B)- P(An В). (2) 
Pateiksime (2) formulės taikymo pavyzdžių. 


6 pavyzdys. Metamos dvi monetos. Kokia tikimybė, kad bent vienos iš 
jų iškris herbas? 
Sprendimas. Pažymėkime įvykius: 
Įvykis 4 — „pirmosios monetos iškrito herbas“, 
В — „antrosios monetos iškrito herbas“, 
C – „bent vienos monetos iškrito herbas“. 
Tada С= 40 B. Kadangi įvykiai А ir В gali įvykti kartu, tai jie 
nėra nesutaikomi Taikysime (2) formulę 
P(AU8)= Р(А)+ P(B)- P(A В). 
Apskaičiuokime įvykių Л, B ir Ar В tikimybes. 


Bandymo (dvieiu monetų metimas) vienodai galimų baigéiu aibė yra 
tokia (HH,SS,SH,HS) Vadinasi, bandymo ciementariųjų įvykių 
skaičius =< 4. Pestebiküuoe, kac ivykis Асад įvyksta tada, kai įvyksta 
ir A, ir B, ty. metus dvi mocetss, ir pirmosios, 1 antrosios monetos 
atsiveičia herbas. 

Įvykiui AOB yra palanki tik viena baigtis: HH, įvykiui 4 уга 
palankios dvi baigtys HH аг HS, o įvykiui B patankios baigtys yra SS 
ir SH. 
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шард 2-1 ES 31 
Taigi Р(4)-2 3» P(B-1-75. P(4n B)-3. 
Vadinasi, ieškomoji įvykio ÆU В tikimybė 
21411223 
Р(40 В)= 5+5 1-1 


Atsakymas. i : 


7 pavyzdys. Du šauliai kartu, nepriklausomai vienas nuo kito, Sauna | 
tą patį taikinį. Pirmojo pataikymo tikimybė lygi 0,8, o antrojo- 0,6. 
Kokia tikimybė, kad į taikinį pataikys bent vienas šaulys? 

Sprendimas. Uždavinį išspręsime dviem būdais. 

1 būdas. Pažymėkime įvykius: 

įvykis A — „į taikinį pataikė pirmasis šaulys“, 
įvykis B — „į taikinį pataikė antrasis šaulys“, 
įvykis C — „į taikinį pataikė bent vienas šaulys“. 

Pastebėkime, kad įvykiai А ir B nėra nesutaikomi, nes jie gali įvykti 
kartu (į tą patį taikinį gali pataikyti abu šauliai). Akivaizdu, kad 
С-АУВ. Kadangi įvykiai A ir B nėra nesutaikomi, tai jų sąjungos 
AU B tikimybę skaičiuosime pagal (2) formulę 

P(Av В) = Р(А)+ KB)- (Ar В). 

Uždavinio sąlygoje duota, kad Р(4)-08, P(B)=0,6. Įvykis 
An B įvyksta tada, kai įvyksta ir Л, ir B, t.y. į taikinį pataiko abu 
šauliai. Kadangi 

P(AnB)=0,6-08=0,48, tai 
P(Av B)=0,8 +0,6 -0,48 = 0,92. 

2 būdas. Įvykiui, kad į taikinį pataikys bent vienas šaulys, priešingas 
įvykis yra, kad į taikinį nepataikys nė vienas šaulys. Tikimybė, kad | 
taikinį nepataikys nė vienas šaulys lygi Р-0,2-0,4-0,08. Tada 
tikimybė, kad i taikinį pataikys bent vienas šaulys lygi 

Р-1-0,08-0,92. 

Atsakymas. 092. 


8 pavyzdys. Lošimo kauliukas metamas du kartus. Kokia tikimybė, 
kad nors kartą atsivers arba trys akutės, arba keturios akutės? 

Sprendimas. Uždavinį išspręsime dviem būdais. 

1 būdas. Bandymo baigtis galima pavaizduoti skaičių poromis (i; j), 
i=1,2,...,6; /=1,2,...,6; čia i reiškia atsivertusių akučių skaičių po 
pirmojo metimo, j — po antrojo (žr. ientelę). 


(131813 ү4 1319! 
тарта | 0:3 «9 |(:5 066 | 


(5:1) 
| 6 (6:0) | 


Iš viso yra n 2 6-6 —36 baigtys. 
Pažymėkime įvykius: 
A — „nors kartą atsivertė trys akutės“, 
B — „nors kartą atsivertė keturios akutės“, 
C — „nors kartą atsivertė arba trys akutės, arba keturios akutės“. 
Tada C = 40 B. Kadangi įvykiai A ir B gali įvykti kartu, tai jie 
nėra nesutaikomi. Taikysime (2) formulę 
P(Av В) = P(A)+ P(B)- (Ar B). 
Apskaičiuokime įvykių л, B ir Am B tikimybes. 


Įvykiui 4 palankių baigčių aibė yra 
(0:3), G:1)(2; 3), (3; 2), 6:3), G; 4), (4; 3), (3; 5), (5; 3), @; 6),(6; 3)}. 
Taigi įvykiui A iš viso yra m=11 palankių baigčių. Tada įvykio A 
tikimybė 
Р(4)- x 
Įvykiui B palankių baigčių aibė yra 


{(1; 4), (4; 1), (2;4), (4; 2), (3; 4), (4;3), (4; 4), (4; 5), (5; 4), (4;6),(6; 4) ). 
Matome, kad įvykiui B palankių baigčių skaičius taip pat yra т-11. 
Tada įvykio B tikimybė 
-1 
P(B) = 36 
Įvykis Ar В įvyksta tada, kai įvyksta ir įvykis A, ir įvykis B, t.y. 


du kartus metus kauliuką, atsiverčia ir trys akutės, ir keturios akutės. Yra 
tik dvi baigtys, palankios Am B. Šios baigtys уга (3; 4) ir (4; 3). Taigi 
1 24144 L 2055 
p v fuse xx 
Apskaičiuoti įvykio C = 40 B tikimybę P(C) galėjome ir kitu būdu: 


P(4nB)- 3 - 


pasinaudoję lygybe P(C)= 1- PC). čia C — įvykiui C priešingas įvykis. 

Apibrėžkime įvykiui C — „nors kartą atsivertė arba trys akutės, arba 
keturios akutės“ priešingą įvykį C: 

C – „nė karto neatsivertė nei trys akutės, nei keturios akutės“. 

Įvykiui C palankių baigčių aibė yra 

(0:1), (1; 2), (2; 1), (2; 2), (1; 5), (1; 6), (2; 5), (2; 6), (5; 1), (5; 2), (6; 1), 
(6; 2), (5; 5), (5; 6), (6; 5), (6; 6)}. 

Matome, kad įvykiui C palankių baigčių iš viso yra m=16. Tada 
įvykio C tikimybė 

Cc)-16.4 
Pc) 36 9' 

Vadinasi, ieškomoji įvykio C tikimybė 

212р(6\-1-4-5. 
КС)-1-Р()-1-5-4- 

2 būdas. Pirmą kartą lošimo kauliukas galėjo atsiversti 3 arba 4 
akutėmis. Tada antrą kartą jis galėjo atsiversti 1, 2, 5 arba 6 akutėmis 
arba pirmą kartą 1, 2, 5 arba 6 akutėmis, o antrą kartą 3 arba 4 
akutėmis, arba ir pirmą kartą, ir antrą kartą 3 arba 4 akutėmis. Vadinasi, 
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i Wükimybé p= 2 4, 4.2. 2 2 20 5 
ieškomoji tikimybė Pes ГЭ” 65 6 36 9 
Atsakymas. 3. 


9 pavyzdys. Iš natūraliųjų skaičių eilės nuo 1 iki 1000 atsitiktinai 
imamas vienas skaičius. Kokia tikimybė, kad jis dalijasi iš 3 arba iš 47 

Sprendimas. Bandymo elementariųjų įvykių skaičius п = 1000. Tarp 
natūraliųjų skaičių nuo 1 iki 1000 yra 333 skaičiai, kurie dalijasi iš 3. Iš 
tikrųjų, natūraliųjų skaičių, kurie dalijasi iš 3, bendras pavidalas yra 3m, 
me N. Tada 


1<3m «1000, < т<333 iščia 1<т<333, nes me N. 


l. 
3 

Analogiškai, tarp natūraliųjų skaičių nuo 1 iki 1000 yra 250 skaičių, 
kurie dalijasi iš 4. Iš tikrųjų, natūraliųjų skaičių, kurie dalijasi iš 4, 
bendras pavidalas yra 4m; čia me N. Tada gauname: 
15т5250; iš čia 1<m<250, nes me N. 
Pažymime įvykius: 

A — „paimtas skaičius dalijasi iš 3“, 

B — „paimtas skaičius dalijasi 15 4“, 

C — „paimtas skaičius dalijasi iš 3 arba iš 4“. 


1<4m <1000, 


Tada С= 40 В. Įvykiai A ir B nėra nesutaikomi, t.y. jie gali 
įvykti kartu. Jie įvyksta kartu tada, kai paimtas skaičius dalijasi ir iš 3, ir iš 
4, t.y. dalijasi iš 12. leSkomoji įvykio C = AU B tikimybė apskaičiuojama 
pagal (2) formulę Р(С) = P(A4u В) = Р(4) + P(B)- P(Ar В); čia įvykis 

AANB reiškia, kad „paimtas natūralusis skaičius dalijasi ir iš 3, ir iš 4, t.y. 
dalijasi iš 12. 
Tarp natūraliųjų skaičių nuo 1 iki 1000 yra 83 skaičiai, kurie dalijasi iš 12 


(1<12m= 1000, 1у <5%3з]; iš čia Is m83). 
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Kadangi įvykiui A palankiųjų elementariųjų įvykių skaičius yra 

т =333, įvykiu B- m, = 250 ir įvykiui Ar B — m, =83, tai šių 
įvykių tikimybės yra: 

333 (B) 250 


Р(4)= Тоо” = 1000” 


Vadinasi, ieškomoji įvykio C = AU B tikimybė 
333 , 250 


_ ..83 50 1 
PV В) = 1000 * 1000 1000 1000 2' 


83 


P(AnB)= 1000” 


Atsakymas. i 


2.7. NEPRIKLAUSOMŲ ĮVYKIŲ 
SANKIRTOS TIKIMYBĖ 


Sakykime įvykiai 4 ir В yra nepriklausomi. Tada įvykio 4 
tikimybė P( 4) nepriklauso nuo to, ar įvyko, ar neįvyko įvykis B. 

Analogiškai, įvykio B tikimybė P(B) nepriklauso nuo to, ar įvyko, 
ar neįvyko įvykis А. Nuspręsti, ar įvykiai yra nepriklausomi, galima iš 
uždavinio sąlygos. Pavyzdžiui, tikimybė įmesti kamuolį į krepšį vienam iš 
dviejų krepšininkų nepriklauso nuo to, ar į krepšį įmetė kitas krepšininkas. 
Panašiai herbo iškritimas metant vieną iš dviejų monetų nekeičia herbo 
iškritimo tikimybės metant antrą monetą. 


Apibrėžimas. Įvykiai A ir B vadinami nepriklausomais, kai jų 
sankirtos tikimybė lygi įvykių 4 ir B tikimybių sandaugai, 
P(AnB)= P(A)- P(B). (1) 
Si formulė taikoma ir tada, kai nepriklausomų įvykių yra daugiau 
negu du. 
Pavyzdžiui, jei trys įvykiai А,В ir C yra nepriklausomi, tai jų 
sankirtos AN BNC tikimybę skaičiuojame remdamiesi formule 
P(ANBNC)= P(A)- P(B)- P(C). (2) 


Pateiksime (1) formulės taikymo pavyzdžių. 


1 pavyzdys. Metama moneta їг lošimo kauliukas. Kokia tikimybė, kad 
monetos iškris herbas, o kauliuko atsivertusių akučių skaičius bus lyginis? 

Sprendimas. Pažymėkime įvykius: 

A — „monetos iškrito herbas“, 

В – „kauliuko atsivertė lyginis akučių skaičius“, 

C — „monetos iškrito herbas, o kauliuko atsivertė lyginis akučių 
skaičius“. 

Aišku, kad įvykiai 4 ir 2 yra nepriklausomi ir С= 40 B. 
Vadinasi, pasinaudoję (1) formule, gauname, kad ieškomoji įvykio 
C = An B tikimybė 

P(An B)= P(A)- P(B). 


1 


Kadangi Р(4)---, o P(B)-2-7, tai 


2pavyzdys. Metami trys lošimo kauliukai. Kokia tikimybė, kad 
visuose kauliukuose atsivers penkios akutės? 
Sprendimas. Pažymėkime įvykius: 
A — „pirmojo kauliuko atsivertė penkios akutės“, 
B — „antrojo kauliuko atsivertė penkios akutės“, 
C – „trečiojo kauliuko atsivertė penkios akutės“. 
Įvykiai 4, B ir C yra nepriklausomi, nes kiekvieno jų tikimybė 
nepriklauso nuo to, ar įvyko, ar neįvyko kiti du įvykiai. 
Reikia rasti šių įvykių sankirtos, t.y. įvykio 4^ BC - „visų trijų 
kauliukų atsivertė penkios akutės“ tikimybę. 
Pasinaudoję (2) formule, gauname 
P(ANBNC)= P(A)- P(B)- P(C). 


Kadangi P(4)- 7. Р(В)= 7. ir Р(С)= 2, 


tai ieškomoji tikimybė 


P(AnBnO)- i-r 


1 
Atsakymas. Zi 
3 pavyzdys. Lošimo kauliukas metamas 3 kartus. Apskaičiuokime 
įvykio A — „nė karto neiškris 5 akutės“ tikimybę. 
Sprendimas. Pažymėkime įvykius: 
B — „metant kauliuką pirmąjį kartą neiškrito 5 akutės“, 
C - „metant kauliuką antrąjį kartą neiškrito 5 akutės“, 
D - „metant kauliuką trečiąjį kartą neiškrito 5 akutės“. 
Aišku, kad 4=BNCrND. Kadangi įvykiai В,С ir D уга 
nepriklausomieji, tai, remiantis (2) formule, 


Р(А)- P(BAC ^ D)- P(B): P(C): P(D). 
Kadangi P(B)- P(C)= P(D)= 2 „tai 


RM 

Р(4)=$ 6 6 216 
125 
Atsakymas. 216 


4 pavyzdys. Du medžiotojai vienu metu ir nepriklausomai vienas nuo 
kito šauna į zuikį. Zuikis laikomas nušautu, jeigu pataiko bent vienas 
medžiotojas. Kokia tikimybė, kad zuikis bus nušautas, jeigu medžiotojų 
pataikymo tikimybės lygios 0,8 ir 0,75? 

Sprendimas. Pažymėkime įvykius: 

A — „zuikis nušautas“, 

В — „į zuikį pataiko pirmasis medžiotojas“, 

C - „į zuikį pataiko antrasis medžiotojas“, 

BAC - „į zuikį pataiko pirmasis ir antrasis medžiotojas“. 

Iš uždavinio sąlygos išplaukia, kad įvykiai B ir C уга 
nepriklausomi, o jų tikimybės tokios: 
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Р(В)-08 ir P(C)= 0,75. 

Įvykiams В ir C priešingi įvykiai yra tokie: 

B- „і zuikį nepataiko pirmasis medžiotojas“, 
C - „į zuikį nepataiko antrasis medžiotojas“. 

Pastebėkime, kad įvykis ВАС - „į zuikį nepataiko nei pirmasis, nei 
antrasis medžiotojas“ yra įvykis 4. 

Kadangi įvykiai Вис taip pat уга nepriklausomi, tai, pasinaudoję 
(2) formule, gauname, kad ieškomoji įvykio А= Вас tikimybė 

(а) Р(Вс\С)= P(B)- P(c). 

Apskaičiuojame įvykių P(B) ir P(c) tikimybes: 

P(B)-1- P(B) -1-08-02, 

P(C)=1- P(C) -1- 0,75 - 025. 
Taigi galutinai gauname: 

P(4)- 0.2025 = 095. 

Gautasis rezultatas rodo, kad nors medžiotojai nėra labai taiklūs, 
tačiau jų bendri veiksmai gali būti pakankamai sėkmingi. 

Šį uždavinį galėjome spręsti ir trumpiau. Pastebėkime, kad įvykiai B 
ir C nėra nesutaikomi. Šių įvykių sąjunga BUC yra įvykis „į zuikį 
pataiko bent vienas medžiotojas“, t.y. įvykis 4: 4= ВОС. 

Kadangi įvykiai B ir C nėra nesutaikomi, tai jų sąjungos tikimybę 
skaičiuojame remdamiesi formule 

P(A)= P(BoC)- P(B)+ P(C)- P(BNC). 

Kadangi P(B)= 08, 

P(C)=0,75, 
P(BNC)=0,8-0,75=0,6, 
tai ieškomoji įvykio А tikimybė 
P(A)=0,8+0,75-0,8-0,75 = 1,55— 0,6 = 0,95. 
Atsakymas. 095. 
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5 pavyzdys. Šaulys šauna į taikinį tris kartus. Tikimybė, kad šaulys 
pataikys į dešimtuką pirmuoju šūviu, lygi 0,6, antruoju šūviu- 0,7, 
trečiuoju šūviu — 0,8. Kokia tikimybė, kad 

a) vienu iš šių trijų šūvių bus pataikyta į dešimtuką; 

b) dviem iš šių trijų šūvių bus pataikyta į dešimtuką; 

€) bent vienu iš šių trijų šūvių bus pataikyta į dešimtuką? 

Sprendimas. a) Pažymėkime įvykius: 

A — „vienu iš trijų šūvių bus pataikyta į dešimtuką“, 

A, — „pirmuoju šūviu pataikyta į dešimtuką“, 

A, — „antruoju šūviu pataikyta į dešimtuką“, 

A, — „trečiuoju šūviu pataikyta į dešimtuką“. 

Įvykis 4 — „vienu iš trijų šūvių bus pataikyta į dešimtuką“ reiškia, kad 
pataikyta į dešimtuką arba pirmuoju, arba antruoju, arba trečiuoju šūviu. 

Tai, kad pataikyta į dešimtuką pirmuoju šūviu, reiškia, jog antrasis ir 
trečiasis šūviai buvo netaiklūs. Toks įvykis lygus įvykių 4, , 4, ir А, 
sankirtai AN A, 4,; ба А, ir A, yra atitinkamai įvykiams 4, іг 
A, priešingi įvykiai. 

Tai, kad pataikyta į dešimtuką antruoju šūviu, reiškia, jog pirmasis ir 
trečiasis šūviai buvo netaiklūs. Toks įvykis lygus įvykių А, A, ir 4, 
sankirtai VES 4, nA; čia A, ir 4, yra atitinkamai įvykiams À, ir 
A, priešingi įvykiai. 

Tai, kad pataikyta į dešimtuką trečiuoju šūviu, reiškia, jog pirmasis ir 
antrasis šūviai buvo netaiklūs. Toks įvykis lygus įvykių 8. d ir A, 
sankirtai A, A C A,; ба А, ir 4, yra atitinkamai jvykiams 4, ir 
A, priešingi įvykiai. 

Я А FO GENE I 7 [еч эжеш 

Vadinasi, А = (4,^ 4, 4,)u (4 4,0 4,)ju (4, 4, 44). 


Skliaustuose surašyti jvykiai уга nepriklausomi vienas nuo kito, o 
ivykiai, su kuriais sudaroma sajunga, yra kas du nesutaikomi. Vadinasi, Cg ép EET 
ieškomoji įvykio A tikimybė apskaičiuojama taip: Įvykiai А,, A, ir А, yra nepriklausomi, todėl, pasinaudoję (2) formule, 


нд ra). FG. re la nn (i) яа 
«Р ) P(a,) Pla). (3) 


Kadangi pagal uždavinio sąlygą 
Р(А,)-06, Р(4,)-07, P(4,)=08, tai 


р(а,)=1-06=0,4. Р(4,)-1-07-03, P(4,)=1-08=02. 

Surašę šias tikimybes į (3) lygybę, galutinai gauname, kad ieškomoji 6 pavyzdys. Krepšininkas metė tris baudas. Pataikymo tikimybė lygi 
tikimybė 

P(A) =0,6 -0,3-0,2 + 0,4 - 0,7 - 0,2 + 0,4 - 0,3 - 0,8 = 0,188 . 


vienu iš trijų šūvių nebuvo pataikyta į dešimtuką“, tai C= A. nA, n 4A,. 


-Р(А)-Ё(4,) Р(А,)=0,4-03-0,2= 0,024. 
Tada ieškomoji įvykio C tikimybė 

P(C)=1- P(C)-1- 0,024 = 0,976. 
Atsakymas. a) 0.188; b) 0,452; c) 0976. 


i Apskaičiuosime tikimybes šių įvykių: 


A — „vienas iš šių trijų metimų bus taiklus“, 


b) Pažymėkime: įvykis B — „dviem iš trijų šūvių bus pataikyta į B — „du iš šių trijų metimų bus taiklūs“, 
dešimtuką“. Įvykis B reiškia, kad bus pataikyta į dešimtuką arba pirmuoju C — „ne daugiau kaip vienas iš šių trijų metimų bus taiklus“, 
ir antruoju šūviais, arba pirmuoju ir trečiuoju šūviais, arba antruoju ir D ~ „visi trys metimai bus taiklūs“, 
trečiuoju šūviais. E — „Visi trys metimai bus netaiklūs“. 
Tai, kad pataikyta į dešimtuką pirmuoju ir antruoju šūviais, reiškia, Sprendimas. Uždavinį išspręsime dviem būdais. 
jog trečiasis šūvis buvo netaiklus. Toks įvykis lygus įvykių 4,, A, ir 1 būdas. Pažymėkime: / – „metimas taiklus“, f — „metimas netaiklus“. 
4, sankirtai 4, ^ A, A, čia 4, - įvykiui A, priešingas įvykis. Tada bandymo - trijų baudų meumas= cementarne ivykiai yra tokig; 
pa é =G), szt, e m (sta) ev (ura), 
Kadangi pataikyta į dešimtuką dar galėjo būti arba pirmuoju ir р gp "ES 222 
-(t.tut =(.t,t), =W,t,t), -W.t,t). 
trečiuoju šūviais, arba antruoju ir trečiuoju šūviais, tai ин s sl) гал eel) 
ой (4, ^A,^4 Jv (4, 4,0 4). Kadangi krepšininko pataikymo tikimybė lygi + tai nepataikymo 
todël y Р(А,)-Р(А„)-Р(А,)+ Р(А,)- Р(А,)- P(a,)+ tikimybė yra 1- 3-1. 
+ P(4,). P(4 =0,6-0,7-0,2+0,6-03-08+0,4-0,7-0,8= 0,452. 


Įvykiui А palankūs elementarieji įvykiai уга e,,e, ir е,. 
€) diee įvykis C — „bent vienu iš trijų šūvių bus pataikyta į 


dešimtuką“. Šiuo atveju, norint apskaičiuoti įvykio C tikimybę, patogiau TER 
pirmiausia surasti jam priešingojo įvykio C tikimybę. Jei įvykis C — „nė Pe)-5-5 "571257 


Apskaičiuojame šių elementariųjų įvykių tikimybes: 


л 
a 


Ple,) 141 4 2būdas. Šiuo atveju bandymas- baudų metimas. Pataikymas — 
» 


: N | vd sékmé, nepataikymas — nesékmé. Sékmés tikimybé p-i. nesékmés 
Pe)-5 $5715 | 
tikimybė q =l— p=—, o bandymas kartojamas n=3 kartus. Jei X — 
Taigi Ple )= P(e n T 3 
9 1 8.105 pataikymu skaičius, tai 
4 5.12 1 1 I 32. 
Vadinasi, P(A)= тув + T35 * 123 = 125” Р(Ау=Р(Х 21)- C: pq! Cy: + (+) EY 
Įvykiui B palankūs elementarieji įvykiai уга e, ,e, ir e,. 2 
хэлнэ P(B)= Р(Х -2)- C pa -3(2) 1-18: 
Kadangi 4 5 125 
SU EA D mi. 
PeJ-5 5 5 125" P(C)= Р(Х -3)- (1) 52571257 
4 1 4 16 . 3 
р(е,)-4.1.4-16 ir B edd ы, 
U : : i PU PUE =4)= 555 125) 
Р(е,|==:=:== ===, tai 3 
е.) x S 5 125 Р(Е)= Р(Х =5)= (+) L L Е b. de 
‚16 16 48 5 5 5 5 125 
P(B)s 15. 2+ =. 
pss 125 125 125 cipe 
ЭГ Ё О a2 _ m 64 NS 
Įvykiui С palankūs elementarieji įvykiai уга ё,, ё,, €}, e,. P(4)= LŽ, P(B)= m P(C) 125” P(D) 125” Р(Е)= is 


: 111 : 
LA eds P Я a : 
Kadangi Pe. )= 5 5 5 125 i € &)= Pe; > Pe J- s cn 7 pavyzdys. Tikimybė, kad abiturientas išlaikys matematikos 


ieškomoji įvykio C tikimybė egzaminą, lygi 09, lietuvių kalbos egzaminą- 0,7, chemijos 
(C)= | 4 4 4 1 egzaminą — 0,8. Kokia tikimybė abiturientui išlaikyti: 
125 125 125 125 125" a) visus tris egzaminus; 
Įvykiui D palankus уга tik vienas elementarusis įvykis e, , todėl b) ne mažiau kaip du egzaminus? 
Sprendimas. Pažymėkime įvykius: 
444 64 NS Kaja = ман 
шан Аг M - „abiturientas išlaikė matematikos egzaminą 
Pile Pe )= 5 55 1025 


L — „abiturientas išlaikė lietuvių kalbos egzaminą“, 

Įvykiui E palankus yra tik vienas elementarusis įvykis e, , todėl C — „abiturientas išlaikė chemijos egzaminą“. 
P(E)= Р ‚)= E QUA. Siems ivykiams priešingi уна уга: | | 

a M - „abiturientas neišlaikė matematikos egzamino“, 
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D= „abiturientas neišlaikė lietuvių kalbos egzamino“, 
C — „abiturientas neišlaikė chemijos egzamino“. 

Remiantis uždavinio sąlyga, visų minėtų įvykių tikimybės yra tokios: 
Р(М)-09, P(L)-07, Р(С)-08, P(M)-1-09-0J, 
Р(1)-1-07-03, P(C)-1-08-02. 


a) Įvykiui А — „abiturientas išlaikė visus tris egzaminus“ palanki 
baigtis yra (M,L,C). Kadangi A=M ALAC ir visi trys įvykiai 
M,L,C yra nepriklausomi, tai pasinaudoję (2) formule, gauname 

P(A)= P(M): P(L)- P(C)=0,9-0,7-0,8 = 0,504. 

b) Įvykiui B — „abiturientas išlaikė ne mažiau kaip du egzaminus“ 

palankios baigtys yra 
(мс), (м,г,с), (M,L,C), (M.L,C), todėl 

Р(В)- Р(М)- P(L): Р(С)+ P(M): P(L). P(C)+ P(M)- P1): PC) 
+P(M)- P(L)-P(C)=0,9-0,7-0,2+0,9-03-0,8+0,1-0,7-08+ 
+0,9 - 0,7 - 0,8 = 0,902. 

Atsakymas. a) 0,504; b) 0,902. 


2.8. SĄLYGINĖ TIKIMYBE 


Kartais bandymui dar nepasibaigus, jau Zinome, kad tam tikri jvykiai 
jau ivyko. 

Todėl, sprendžiant tikimybių teorijos uždavinius, dažnai reikia rasti 
kurio nors įvykio B tikimybę, kai žinoma, kad jau įvyko kitas su tuo 
pačiu bandymu susijęs įvykis A. 

Įvykio B tikimybė, apskaičiuota žinant, kad jau įvyko kitas su tuo pa- 
čiu bandymu susijęs įvykis Æ, vadinama sąlygine ir žymima P(B| A). 


1 pavyzdys. Atliekame tokį bandymą: iš dėžės, kurioje yra 18 rutulių ir 
žinoma, kad iš jų 4 rutuliai yra juodi, nežiūrint vienas po kito išimame du 
rutulius. 


Nagrinėsime įvykius: 
A — „pirmasis ištrauktas rutulys yra juodas“, 
B — „antrasis ištrauktas rutulys yra juodas“. 


Pastebėkime, kad įvykio B tikimybė priklauso nuo to, ar įvyko 
įvykis 4. Sakykime, įvykis А įvyko. Tada tarp dėžėje likusių 17 rutulių 
yra tik 3 juodi rutuliai. Vadinasi, sąlyginė įvykio B tikimybė 

9! 
Р(В| A)= 17: 


Jei įvykis 4 neįvyko, t.y., jei pirmas ištrauktas rutulys buvo ne 
juodas, tai dėžėje liko visi 4 juodi rutuliai ir todėl dabar 


Р(4)-18- 


2 pavyzdys. Iš kortų kaladės, kurioje уга 32 kortos, atsitiktinai viena 
po kitos traukiamos dvi kortos. Raskime tikimybę, kad antroji ištraukta 
korta yra karalius, jeigu žinoma, kad pirmoji ištraukta korta buvo karalius. 

Sprendimas. Pažymėkime įvykius: 

A — „pirmoji ištraukta korta yra karalius“, 
B — „antroji ištraukta korta yra karalius“. 

Uždavinio sąlygoje pasakyta, kad įvykis 4 jau įvyko. Vadinasi, reikia 
rasti sąlyginę įvykio В tikimybę P(B|4), ty. įvykio B tikimybę su 
sąlyga, kad įvykis A jau įvyko. 

Jei įvykis 4 įvyko, tai tarp likusios 31 kortos yra tik 3 karaliai, nes 
kortų kaladėje iš pradžių buvo 4 karaliai. Taigi sąlyginė įvykio B 
tikimybė P(B14)- Žr. 

Atsakymas. = 

31 

Tegu А,В -atsitiktiniai įvykiai, P(4)» 0. Tada sąlyginė įvykio B 
tikimybė P(B |A) apskaičiuojama pagal formulę 
P(AnB 
DES 4) ) (1) 

Išnagrinėsime dar keletą sąlyginės tikimybės skaičiavimo pavyzdžių. 


Р(В| 4)- 
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3 pavyzdys. Ridenamas baltas ir juodas lošimo kauliukai ir stebima, 
kiek atvirto kiekvieno jų akučių. Apskaičiuokime tikimybę, kad balto 
kauliuko atvirtusių akučių skaičius bus didesnis už 3, jei juodo kauliuko 
atvirto 1 akutė. 

Sprendimas. Pažymėkime įvykius: 

A — „juodo kauliuko atvirto 1 akutė“, 

B — „balto kauliuko atvirtusių akučių skaičius bus didesnis už 3“. 

Bandymo baigčių aibė yra tokia: 

{(1; 1), (1; 2), (1; 3), (L, 4), (1; 5), (1; 6), (2; 1), (2; 2), (2;3), (2; 4), (2;5), 
(2;6), 3;1), (3; 2), 3:3), G: 4), @; 5), G, 6), (4; I), (4; 2), (4; 3), (4; 4). 
(4; 5), (4; 6), (5; 1), (5; 2), (5; 3), (5; 4), (5; 5), (5; 6), (6; 1), (6; 2), (6:3), 
(6; 4), (6; 5), (6; 6)}; 

čia bandymo baigtys vaizduojamos skaičių pora (i; j), kai i — balto 
kauliuko atvirtusių akučių skaičius, / — juodo kauliuko atvirtusių akučių 
skaičius. Pavyzdžiui, bandymo baigtis (2;3) reiškia, kad balto kauliuko 
atvirto 2 akutės, o juodo — 3 akutės. 

Taigi iš viso yra 36 bandymo baigtys, t.y. п = 36. 

Įvykiui 4 yra palankios 6 baigtys: (1; 1), (2;1), (3;1), (4:1), 
(5;1), (6;1). Taigi m=6. 

: яд : m 6 

Įvykio A tikimybė P(A)=— 36: 

Įvykiui B palankių baigčių yra 18: 

(4;1), (4:2), (4:3), (4:4), (4:5), (456), (5;1), 6:2), 6:3), 
(5:4), (555), (56, (6:1), (6:2), (63, (6:4), (6:5), (6:6). 

Įvykiui 40 B — „juodo kauliuko atvirto 1 akuté, o balto kauliuko 
atvirtusių akučių skaičius yra didesnis už 3“ yra palankios 3 baigtys: 
(4;1), (5;1), (6;1). 

Vadinasi, įvykio 4A В tikimybė 


P(An B)- 3. 


576 


Sąlyginę įvykio B tikimybę apskaičiuosime pagal (1) formulę: 


4 pavyzdys. Ridenami du lošimo kauliukai. Įvykis 4 — „atvirtusių 
akučių suma lygi 8“, įvykis B — „atvirtusių akučių skaičių sandauga ne- 
viršija 17“. Raskime įvykio 4 tikimybę, jeigu žinoma, kad įvyko įvykis B. 

Sprendimas. Elementarius įvykius galime koduoti skaičių pora, kurios 
pirmasis skaičius reiškia pirmojo kauliuko atvirtusių akučių skaičių, o 
antrasis skaičius — antrojo kauliuko atvirtusių akučių skaičių. Tada 
bandymo elementariųjų įvykių aibė yra tokia: 


E-((;), — (512) (53, — (54), (05, — (56) 
0), (0:2, (013, (014), 055, (2:6), 
G;, 6:2), (;3), (54. 055, 056), 
(4:1), (42, (43, (44, (45, (659, 
б), (5;2), (53, (54. (55. (056), 
(6; 1), (6; 2), (6; 3), (6; 4), (6:5, (6;6)). 

Elementariuju ivykiu yra 36. 

[vykiui А palanküs elementarieji jvykiai уга Sie: 
(2;6), (3:5), (4:4), (5:3). (6:2). 

Tokių įvykių yra 5, todėl P(4)= = 

Įvykiui B palankūs elementarieji įvykiai yra šie: 

їйһ (52, (03, ба. (565, (56. 

Оп» Q2, (23, (4), 0;5), 06, 

(3;1), (3; 2), (3;3), (3;4), (3; 5), (4;1), 

(4;2), (4;3), (4;4), (би, 6:2. (;3), 

(6:). (6; 2). 


Tokių įvykių yra 26, todėl Р(В)- 38. 


]vykiui 4A B — „atvirtusių akučių suma lygi 8, о sandauga neviršija 
17“ palankūs elementarieji įvykiai yra šie: 
(2:6), 3:5), (4:4), (5:3), (6; 2). 
Vadinasi, P(An B) = x 
Gauname, kad įvykio А tikimybė su sąlyga, kad įvyko įvykis 
B, lygi: 


5. 
рав) ар, P(4|B)- 36. 7-.. 
36 


5 pavyzdys. Visos lošimo kauliuko sienos užklijuotos nepermatomu 
popieriumi: 1,2,3 sienos - raudonu, о 4,5,6 sienos – juodu. Išmetus 
lošimo kauliuką, iškrito juoda siena. Kokia tikimybė, kad šioje sienoje yra 
lyginis akučių skaičius? 

Sprendimas. Pažymėkime įvykius: 

A — „iškrito lyginis akučių skaičius“; 
B — „iškritusių akučių skaičius yra didesnis už 3“. 


Pastebime, kad įvykio A besąlyginė tikimybė (arba tiesiog tikimybė 


P(A)) lygi i 


Atsakymas. 2. 


2.9. PRIKLAUSOMŲ ĮVYKIŲ SANKIRTOS TIKIMYBĖ 


Tegu įvykiai А ir B yra priklausomi, t.y. vieno iš jų tikimybė 
priklauso nuo to, ar įvyko, ar neįvyko kitas įvykis. 2.8. skyrelyje 
išsiaiškinome, kad sąlyginė įvykio B tikimybė P(B| A) apskaičiuojama 
pagal formulę 

P(AnB). 
Маз, 

Iš šios lygybės randame, kad dviejų priklausomų įvykių А ir B 

sankirtos tikimybė P( A В) apskaičiuojama pagal formule 


čia P(4)> 0. 


P(AnB)= P(A)- P(B| A). (1) 
Analogiškai galime gauti, kad 
P(AnB)= P(B)- P(A| B). (2) 


Taigi dviejų priklausomų įvykių 4 ir B sankirtos tikimybė yra lygi 
vieno iš jų tikimybei, padaugintai iš kito įvykio sąlyginės tikimybės. 
Išnagrinėsime (1) ir (2) formulių taikymo pavyzdžių. 


1 pavyzdys. Dėžėje yra 3 raudoni ir 6 juodi rutuliai. Atsitiktinai vienas 
po kito išimami 2 rutuliai. Kokia tikimybė, kad abu rutuliai juodi? 
Sprendimas. Pažymėkime įvykius: 
A — „pirmasis rutulys juodas“, 
B — „antrasis rutulys juodas“, 
An B - „abu rutuliai juodi“. 


62 P(B|4)-Ž. 


Р(А)- 9-3” 
Įvykiai Æ ir B priklausomi, todėl 


= P(A). 2.9.23: 
Р(АсуВ)-Р(А) Р(814)-3 812 
Atsakymas. >: 


2 pavyzdys. Studentas 2 kartus traukia po viena bilieta i$ 34 egzaminui 
parengtų bilietų. Kokia tikimybė, kad studentas išlaikys egzaminą, jeigu jis 
išmoko tik 30 bilietų ir pirmą kartą ištraukė bilietą, kurio jis nemoka, t.y. 
„nelaimingą bilietą“? 
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Sprendimas. Bandymo esmé yra ta, kad studentas atsitiktinai du 
kartus traukia po vieną bilietą ir, be to, pirmą kartą ištrauktas bilietas atgal 
prie likusių bilietų nepadedamas. Pažymėkime įvykius: 

А — „pirmą kartą ištrauktas „nelaimingas“ bilietas“, 

B — „antrą kartą ištrauktas „laimingas“ bilietas“, 

Ас В — „pirmą kartą ištrauktas bilietas buvo „nelaimingas“, o 
antrą karta — „laimingas“. 

Įvykiai 4 ir B yra priklausomi, nes pirmą kartą ištrauktas bilietas 
negrąžinamas prie likusiųjų. Vadinasi, 

P(AnB)= P(A)- P(B| A). 


Iš uždavinio sąlygos išplaukia, kad P(4)- 3r. Jeigu įvykis A 
įvyko, tai ant egzaminatoriaus stalo liko 33 bilietai, iš kurių 30 yra 
„laimingų“. Vadinasi, P(B DE ir ieškomoji tikimybė 


- P(A)- = 4.30. „60 
Р(АсуВ)-Р(А) P(814)7 3; 33 ^ 561` 
Atsakymas. 39. 


3 pavyzdys. Iš 32 kortų kaladės atsitiktinai viena po kitos ištraukiamos 
dvi kortos. Kokia tikimybė, kad: 
1) ištraukti du tūzai; 
2) ištrauktos dvi čirvų kortos; 
3) ištrauktas karalius ir dama? 
Sprendimas. 1) Pažymime įvykius: 
A — „pirmoji korta — tūzas“; 
В — „antroji korta — tūzas“. 
Įvykio 4 tikimybė yra P(4)= E ? i 
Jei įvykis A įvyko, tai tarp likusios 31 kortos yra tik 3 tūzai, todėl 
įvykio B tikimybė, kai įvyksta įvykis А, lygi P(B| A) = E 
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Vadinasi, 
Р(Аг\В)= Р(А)- Р(В| 49e 1 3.3. 
8 31 248 
2) Pažymime įvykius: 


C — „pirmoji korta — čirvai“; 
D — „antroji korta — čirvai“. 
Kadangi kortų kaladėje yra 8 čirvų kortos, tai įvykio C tikimybė 
2381 
Р(С)= 3573: 
о įvykio D tikimybė, kai įvyko įvykis C lygi 


P(DIC)- T. todél 
7 


P(CND)= P(C): P(D|C)- 


3) Pažymime įvykius: 
E — „pirmoji korta — karalius“; 
F — „antroji korta — dama“. 


Kadangi Р(Е)-42--1, o P(F|E)- з], tai 


Y T. T. 
4 3] 124^ 


LANCE GU 


Atsakymas. 1) 748: 2) 1247 ) 627 


Pabaigai pastebékime, kad jei jvykiai 4 ir B yra nepriklausomi, tai 
P(A| B)» P(A) ir Р(В|А)-Р(В) ir iš (1) bei (2) lygybiu gauname jau 
žinomą nepriklausomų įvykių sankirtos tikimybės radimo formulę 
Р(Ас\ В)= P(A)- P(B). 


2.10. PILNOSIOS TIKIMYBĖS FORMULĖ 
Jei A, ir A, - nesutaikomi įvykiai, kai ¿z j, ir bent vienas iš 


įvykių 4,,4,,..., A, būtinai įvyksta, ty. 4,7 4, UU... 4, -U, tai 
sakoma, kad įvykiai 4,,A,,..., 4, sudaro pilnąją įvykių grupę. 


Pavyzdžiui, metamas lošimo kauliukas ir fiksuojamas atvirtusiu 
akučių skaičius. Apibrėžkime keletą įvykių: 
A — „atvirto lyginis skaičius akučių“, 
В — „atvirto nelyginis skaičius akučių“, 
C – „atvirto 3 akutės“, 
D – „atvirto 4 akutės“. 

Įvykiai А,В,С ir D sudaro pilnąją įvykių grupę, nes atliekant 
bandymą, bent vienas iš šių įvykių būtinai įvyks, ty. AUBUCOD=U; 
čia U - būtinasis įvykis. 

Raskime kurio nors įvykio A tikimybę, žinodami, kad jis įvyksta 
kartu su vienu iš įvykių 4,,4,,..., A, , kurie sudaro pilnąją tarpusavyje 
nesutaikomų įvykių grupę. Jei 4 įvyko kartu su vienu iš įvykių A, 
(1=1,2,..., п), tai įvyko vienas iš įvykių 

АА, АА, ,..., An A,. 

Taigi įvykis A yra arba įvykis Arm 4,, arba įvykis An A, ,..., 
arba įvykis AN A, , todėl A=AN A, + An A, +...+ AG A, . 

Kadangi įvykiai А, (i=1,2,...,n) yra tarpusavyje nesutaikomi, tai 
ir įvykiai AM A, (i=1,2,..., n) yra tarpusavyje nesutaikomi, todėl 

P(A)= P(An A)« P(An A,)+...+ P(An А„). 

Pagal sąlyginės įvykio 4 tikimybės su sąlyga, kad įvyko А, 
(i -1,2,..., n), apibrėžimą, 

Р(Ас\ А,)= Р(А| 4). Р(А,), 
Р(Ас\А,)= P(414)- P(4,). 


Vadinasi, 
P(A)= P(A] A,)- Р(А,)+ P(A1 A,)- Р(А„)+...+ Р(А| А„)- P(A,). 
Si lygybé vadinama pilnosios tikimybés formule. 


1 pavyzdys. Pirmajame ceche buvo pagaminta 25 % visų detalių, iš ju 
brokuotos detalės sudarė 1596, antrajame ceche buvo pagaminta 35% 
visų detalių, iš jų brokuotos detalės sudarė 1296, o trečiajame ceche buvo 
pagaminta 40 Yo visų detalių, iš ju brokuotos detalės sudarė 696. Raskime 
tikimybę įvykio, kad atsitiktinai paimta detalė bus brokuota. 

Sprendimas. Pažymėsime įvykius: 
A — „atsitiktinai paimta detalė yra brokuota“, 
A, — „brokuota detalė pagaminta pirmajame ceche“, 
A, — „brokuota detalė pagaminta antrajame ceche“, 
A, — „brokuota detalė pagaminta trečiajame ceche“. 
Įvykiai 4,, A,, 4, sudaro pilną tarpusavyje nesutaikomų įvykių 
grupę, be to, 
P(4)-025, P(4,)-035, P(4,)-04. 
Salyginé tikimybė, kad atsitiktinai paimta detalė yra brokuota ir 
pagaminta pirmajame ceche, lygi Р(4| А)- 0,5. 
Salyginé tikimybé, kad atsitiktinai paimta detalé yra brokuota ir 
pagaminta antrajame ceche, lygi P(A | 4,)- 012. 
Sąlyginė tikimybė, kad atsitiktinai paimta detalė уга brokuota ir 
pagaminta trečiajame ceche, lygi P(A] A ‚)= 0,06 . 
Tikimybę įvykio A, kad atsitiktinai paimta detalė yra brokuota, 
randame pagal pilnosios tikimybės formulę: 
P(A)= Р(А| A,)- Р(А,)+ Р(А| 4,)- P(A,)+ Р(А| 4,)- P(4,). 
P(A)=0,15-0,25 +0,12 - 0,35 + 0,06 - 0,4 = 0,1035 . 
Atsakymas. 0,1035. 


2 pavyzdys. Iš 100 elektros prietaisų 40 pagaminta pirmajame ceche, 
35 – antrajame, o likusieji — trečiajame. Pirmasis cechas išleidžia 
kokybišką produkciją su tikimybe 0,8, antrasis – su tikimybe — 0,7, o 
trečiasis — su tikimybe —0,9. Raskime įvykio, kad atsitiktinai paimtas 
prietaisas yra kokybiškas, tikimybę. 


579 


Sprendimas. Pažymėsime įvykius: 
A — „paimtas prietaisas yra kokybiškas“, 
A, — „paimtas prietaisas pagamintas pirmajame ceche“, 
A, — „paimtas prietaisas pagamintas antrajame ceche“, 
A, — „paimtas prietaisas pagamintas trečiajame ceche“. 


Tikimybė, kad paimtas prietaisas pagamintas pirmajame ceche, lygi 


„40 2 
antrajame ceche — P(4,)= 5 - 5 А 
trečiajame ceche — Р(А,)- = = i 


Įvykio 4 sąlyginės tikimybės lygios: 
P(4|4,)=08, Р(414,)-07, Р(414,)-09. 
Tikimybė įvykio A, kad atsitiktinai paimtas prietaisas уга 
kokybiškas, lygi: 
P(A)= P(A| A,)-P(a,)+ P(414;)- P(4,)+ P(41 4,)- P(4,) 
_ $ 2 7? 7,9 1 
P(4-1g's*19 20110 4 
Atsakymas. 0,79. 


= 0,79. 


3pavyzdys. Pirmoje iš trijų dėžučių yra tik 15 baltų rutuliukų, 
antrojoje — 10 baltų іг 5 juodi, trečiojoje - tik 15 juodų rutuliukų. 
Atsitiktinai pasirenkama viena iš trijų dėžučių ir iš jos atsitiktinai išimamas 
vienas rutuliukas. Jis yra baltas. Kokia tikimybė, kad šis rutuliukas išimtas 
iš pirmosios dėžutės? 
Sprendimas. Pažymėkime įvykius: 
A, — „atsitiktinai pasirinkta pirmoji dėžutė“; 
A, — „atsitiktinai pasirinkta antroji dėžutė“; 
A, — „atsitiktinai pasirinkta trečioji dėžutė“; 
A — „atsitiktinai išimtas baltas rutuliukas“. 
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Akivaizdu, kad P(4,)= P(4,)= p(4)- 4. 


Tikimybė, kad atsitiktinai išimtas baltas rutuliukas yra iš pirmosios 
15 


dėžutės, lygi P(A|4,)= 15 =1. 


Tikimybė, kad atsitiktinai išimtas baltas rutuliukas yra iš antrosios 
10 2 
lygi P|A| A ==. 
dėžutės, lygi ( | „= 1573 


Tikimybė, kad atsitiktinai išimtas baltas rutuliukas yra iš trečiosios 
dėžutės, lygi P(A|4, )- = 0. 
Tada, pasinaudoję pilnosios tikimybės formule, gauname, kad įvykio 
A tikimybė 
P(4)- P(41 A,)- P(A)+ P(Al 45): Р(А,)+ P(A1 А,)- P(4,)= 


A 
J 2.1 1 5 
79 


Ieškomąją įvykio  4,|4 tikimybę apskaičiuosime remdamiesi 
sąlyginės tikimybės skaičiavimo formule: 
P(A,| A 
MN 


Kadangi P(A, (4)- Р(А) Р(4| 4), tai galutinai gauname, кай 


2.11. ATSITIKTINIAI DYDZIAI 
2.11.1. Atsitiktinio dydžio sąvoka 


Viena svarbiausių tikimybių teorijos sąvokų yra atsitiktinio dydžio 
sąvoka. Jau XVIII amžiuje buvo pastebėta, kad vien tik atsitiktinio įvykio 
ir jo tikimybės sąvokų nepakanka. Dar reikia ir atsitiktinio dydžio sąvokos. 

Panagrinėkime tokius pavyzdžius. 

1. Metame lošimo kauliuką. Vieną kartą metus lošimo kauliuką 
atvirtusių akučių skaičius yra atsitiktinis dydis. 

2. Krepšininkas n kartų meta į krepšį. Pataikymų skaičius yra 
atsitiktinis dydis. 


3. Vieną kartą metamos trys monetos. Atvirtusių herbu monetų 
skaičius yra atsitiktinis dydis. 


4. Eidami žvejoti iš anksto nežinome, kiek žuvų pagausime. Pagautų 
žuvų skaičius — atsitiktinis dydis. 


5. Perkame 7 loterijos bilietų. Laimėjimo dydis yra atsitiktinis dydis. 


6. Bandoma elektros lemputės tarnavimo trukmė. Atsitiktinis dydis 
yra pilnas lemputės tarnavimo laikas. 


7.Per futbolo varžybas komandos pelnytų įvarčių skaičius yra 
atsitiktinis dydis. 

Nors šie pavyzdžiai savo turiniu skiriasi, tačiau turi ir bendrų bruožų: 

1) kiekviename pavyzdyje kalbama apie dydį, apibūdinantį atsitiktinį 
įvykį; 

2) kiekvienas iš minėtų atsitiktinių dydžių įgyja atitinkamą skaitinę 
reikšmę tik tada, kai bandymas ar stebėjimas jau atliktas. 

Taigi atsitiktinis dydis yra toks dydis, kurio reikšmės priklauso nuo 
bandymo baigties. 

Atsitiktiniai dydžiai žymimi didžiosiomis raidėmis X, Y, Z ігі. 
Su tuo pačiu bandymu galima susieti daug atsitiktinių dydžių. 

Išnagrinėkime keletą pavyzdžių. 


1 pavyzdys. Įsivaizduokime, kad su dviem lošimo kauliukais atliekame 
tokį bandymą: vieną kartą ridenami du lošimo kauliukai. Panagrinėkime 
keletą atsitiktinių dydžių, kuriuos galima susieti su šiuo bandymu. Ant 
abiejų kauliukų atvirtusių akučių sumą pažymėkime X. Kokią reikšmę 
įgis dydis X atlikus bandymą, ne visada atspėsime. Taigi X yra 
atsitiktinis dydis. Jis gali įgyti vienuolika reikšmių: 

2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12. 

Su tuo pačiu bandymu galima susieti ir kita atsitiktinį dydį Y , kuris 
žymi akučių, atvirtusių ant pirmojo kauliuko skaičiaus ir akučių, atvirtusių 
ant antrojo kauliuko, skaičiaus skirtumą. Atsitiktinis dydis Y gali įgyti 
šias reikšmes: 

-5, -4, -3, -2, -I, 0, 1, 2, 3, 4, S. 


2 pavyzdys. Tegu su dviem monetomis atliekame tokį bandymą: vieną 
kartą metamos dvi monetos ir fiksuojamas herbu atsivertusių monetų 
skaičius. Herbu atsivertusių monetų skaičių pažymėkime. Kol bandymas 
neatliekamas, iš anksto negalime pasakyti, kokią reikšmę įgis dydis Z. 
Taigi Z yra atsitiktinis dydis. Jis gali įgyti tris reikšmes: 0, 1 ir 2. 

Iš tikrųjų, juk herbu gali neatvirsti nė viena moneta arba atvirsti viena 
moneta, arba — abi monetos. 

Atsitiktinio dydžio reikšmė priklauso nuo to, kuo pasibaigė bandymas. 
Atsitiktinį dydį apibrėžia funkcija, priskirianti bandymo baigtims 
(elementariesiems įvykiams) skaitines reikšmes. Matematiškai atsitiktinis 
dydis apibrėžiamas taip: atsitiktiniu dydžiu vadinama funkcija, 
apibrėžta bandymo elementariųjų įvykių aibėje. Kai bandymai labai 
paprasti, tą funkciją galime nusakyti žodžiais ir užrašyti lygybėmis. 
Apibrėžę atsitiktinį dydį galime atlikti bandymą ir stebėti, kokią reikšmę 
įgis atsitiktinis dydis. Tai, kas pasakyta, iliustruosime pavyzdžiais. 


3 pavyzdys. Vieną kartą metamos 10 centų ir 20 centų monetos. 
Tegu atsitiktinis dydis X — atvirtusių centų skaičių suma. Jeigu moneta 
atvirto herbu, laikome, kad centų skaičius lygus nuliui. Užrašysime 
lygybes, nurodančias, kaip atsitiktinio dydžio reikšmės priklauso nuo 
bandymo baigčių. 
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Sprendimas. Surašykime visas šio bandymo baigtis: 
e,=(H; H), e, -(H;20), е, =(10; Н), е, = (10; 20); 

čia Н žymi monetos atsivertimą herbu, skaičius — monetos centu 
skaičių. 

Baigtis (H; H) reiškia, kad ir pirmoji, ir antroji monetos atsivertė 
herbais; baigtis (А; 20) reiškia, kad pirmoji moneta atsivertė herbu, o 
antroji — skaičiumi 20; baigtis (10; Н) reiškia, kad pirmoji moneta 
atsivertė skaičiumi 10, o antroji — herbu; baigtis (10; 20) reiškia, kad 
pirmoji moneta atvirto 10 centų, o antroji — 20 centų. 

Vadinasi, šio bandymo elementariųjų įvykių aibė yra tokia: 

E- le, ess esse, Ё 


Tuomet lygybės, apibrėžiančios atsitiktinį dydį X“, yra tokios: 
Х,)-0, X(e,)=10, X(e,)=20, X(e,)=30. 


Šios lygybės rodo, kad atsitiktinis dydis X yra funkcija, apibrėžta 
bandymo elementariųjų įvykių aibėje E. Ši funkcija kiekvienam 
elementariajam įvykiui e, (/=1,2,3,4) priskiria konkrečią skaitinę 
reikšmę, lygią atvirtusių centų skaičių sumai. 


4 pavyzdys. Skritulio formos taikinys, turintis penkis sektorius, 
pritvirtintas skritulio centre O taip, kad taikinys galėtų suktis (1 pav.). 
šaulys kartą šauna į greitai besisukantį taikinį. 

Jei šaulys pataiko į pirmuoju numerius 
pažymėtą sektorių, jis gauna 80 taškų, jei 
pataiko į antruoju numeriu pažymėtą 
sektorių – 40 taškų, į trečiuoju numeriu 
pažymėtą sektorių — 20 taškų, į ketvirtuoju Ko) 
numeriu pažymėtą sektorių – 10 taškų, į 
penktuoju numeriu pažymėtą sektorių — 5 
taškus. Laikome, kad šaulys visada pataiko 1 pav 
į taikinį, o tikimybė pataikyti į sektorių 1 
kraštus lygi nuliui. 
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Tegu atsitiktinis dydis Y žymi skaičių taškų, kuriuos šaulys gali 
pelnyti vienu šūviu. 


Užrašysime lygybes, nurodančias, kaip atsitiktinio dydžio Y reikšmės 
priklauso nuo bandymo baigčių (elementariųjų įvykių). Šio bandymo 
elementariųjų įvykių aibė yra: 

жил 

čia elementarusis įvykis e, — šaulys pataikys į i —tuoju numerius 
(-1,2,3,4,5) pažymėtą sektorių. 

Tuomet atsitiktinis dydis Y nusakomas lygybėmis: 

Y(,)-80, Yle,)=40, Үб,)-20, Y(e,)=10, Y(e,)=5. 

Taigi atsitiktinis dydis Y уга funkcija, apibrėžta bandymo 
elementariųjų įvykių aibėje E. 

Ši funkcija kiekvienam bandymo  elementariajam įvykiui 
e, (i21,2,3,4,5) priskiria konkrečią skaitinę reikšmę, lygią šaulio 
pelnytų taškų (vienu šūviu) skaičiui. 
besisukantį taikinį. Laikome, kad šaulys E 
visada pataiko į taikinį, o tikimybė pataikyti 
į sektorių kraštus lygi nuliui. 2 pav. 

Tegu atsitiktinis dydis X — abiem šūviais pelnytų taškų suma. Vienu 
šūviu pelnytų taškų skaičius lygus sektoriaus, į kurį šaulys pataiko, 


numeriui. Užrašysime lygybės, nurodančias, kaip atsitiktinio dydžio 
reikšmės priklauso nuo bandymo baigčių. 


5 pavyzdys. Skritulio formos taikinys 
padalintas į keturis sektorius ir pritvirtintas 
skritulio centre O taip, kad galėtų suktis 
(2 pav.). Šaulys du kartus šauna į greitai 


Sprendimas. Čia bandymas — du šaulio šūviai į besisukantį taikinį. 
Kiekvienu šūviu šaulys gali pelnyti 1,2,3 arba 4 taškus. 

Visus galimus variantus patogu vaizduoti lentele (3 pav.). Šioje 
lentelėje ryškesnėmis linijomis apvedžiotuose kvadratėliuose esantys 


skaičiai žymi šaulio pelnytų taškų sumą (po dviejų šūvių). 


3 pav. 


Pažymėję bandymo baigtis (elementariuosius įvykius) е, = (i, j), 
i=1,2,3,4, j=1,2,3,4, atsitiktinį dydį X galime apibrėžti lygybėmis: 


Х,)-2, 

ХЄ,)- х@„)=3, 

X(e4)7 Х@„)= Xe, )=4, 
X(e4)- Х@„)= х@„)= х@„)=5, 
Х@„)= х@„)= х@„)=6, 
х@„)= Ж(@)= 7, 

х@„)=8 


Šios lygybės apibrėžia atsitiktinį dydį X kaip funkciją, kurios 
apibrėžimo sritis yra bandymo baigčių (elementariųjų įvykių) aibė Е. 


6 pavyzdys. Dėžėje yra 2 balti ir 3juodi rutuliai. Jie sužymėti 
raidėmis a,b,c,d,e. Atsitiktinai iš dėžės išimami 3 rutuliai. 

Tegu atsitiktinis dydis X — išimtų baltų rutulių skaičius. Užrašykime 
lygybes, nurodančias, kaip atsitiktinio dydžio X reikšmės priklauso nuo 
bandymo baigčių. 

Sprendimas. Tarkime, kad raidėmis a ir b pažymėti balti rutuliai, o 
raidėmis c,d,e pažymėti juodi rutuliai. Tuomet imant tris rutulius, 
galimos šios baigtys (elementarieji įvykiai): 


e,=(a,b,c), 
е,-(а,4,е), е,-(а,с,е), 
e,=(b,c,e), e, = (c,d,e). 
Matome, kad i$ viso yra dešimt bandymo baigéiu (elementariuju 
įvykių). 
Tuomet lygybės, nurodančios kaip atsitiktinio dydžio X reikšmės 
priklauso nuo bandymo baigčių, tokios: 


хє)- Xle,)= х) 2, 
x(.)- X (.)= хе,)= хе.) 


X(e,,)- 0. 


e, - (a,b, d), e, —- (a,b,e), 


€4 -(5,с,4), 


ée ss (a, e; ay, 
es =(b,d,e), 


D 
х 
Q 

< 

< 
D 
> 
= 
< 
— 
i 


7 pavyzdys. Lošimo kauliuko sienelės vietoj įprastinio žymėjimo 
1,2,3,4,5,6 akutėmis sužymėtos atitinkamai 1,2,2,2,3,3 akutėmis. 
Tegu atsitiktinis dydis X — vieną kartą mesto tokio lošimo kauliuko 
atvirtusių akučių skaičius. Užrašykime lygybes, nurodančias, kaip 
atsitiktinio dydžio X reikšmės priklauso nuo bandymo baigčių. 

Sprendimas. Bandymo baigčių aibė E - le, e, e, ev esses]. 
Tuomet lygybės, nurodančios, kaip atsitiktinio dydžio X reikšmės nuo 
bandymo baigčių, yra tokios: 

х(е)=1, Xle,)= Х@,)= Х@,„)=2, Х@,„)= x€)-3. 

Taigi atsitiktinis dydis A“ yra funkcija, apibrėžta bandymo 
elementariųjų įvykių (baigčių) aibėje Е. Ji kiekvienam elementariajam 
įvykiui e, (i=1,2,3,4,5,6) priskiria konkrečią skaitinę reikšmę. 


2.11.2. Atsitiktinių dydžių skirstiniai 


Apibrėždami atsitiktinį dydį, turime nurodyti ne tik galimas jo 
reikšmes, bet ir tikimybes, su kuriomis tos reikšmės įgyjamos. Vadinasi, 
atsitiktinis dydis žinomas, kai žinomos reikšmės, kurias jis gali įgyti ir 
tikimybės, su kuriomis tos reikšmės įgyjamos. 
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Sakykime, kad atsitiktinis dydis X gali įgyti reikšmes x,,x,,..., x, 
ir tikimybės, su kuriomis tos reikšmės įgyjamos, yra Р(Х =х)= D 
Р(Х = х,)=р,...., P(X 2x,)- p,. Atsitiktinio dydžio X 
įgyjamas reikšmes x, (i=1,2,...,k) ir tikimybės р, = P(X -x) 
(-1,2,...,К), su kuriomis dydis X tas reikšmes įgyja, patogu surašyti 
į lentelę 


Ši lentelė vadinama atsitiktinio dydžio X tikimybių skirstiniu arba 
tiesiog skirstiniu. 

Tokią lentelę galime sudaryti bet kokiam atsitiktiniam dydžiui, 
galinčiam įgyti baigtinį skaičių reikšmių. 

Atkreipiame skaitytojų dėmesį į tai, kad sudėję visų atsitiktinio dydžio 
X įgyjamų reikšmių tikimybes, gausime vienetą: 

P(X =x)+ Р(Х =х,)+...+ Р(Х = х,)=р+р,+..+р, =1. 

Šia savybe galime pasinaudoti tikrindami, ar teisingai sudarėme 
atsitiktinio dydžio skirstinį: sudėję tikimybių eilutės skaičius turime gauti 
vienetą. 

Atsitiktinio dydžio X skirstinį galima pavaizduoti grafiškai. Nubrėžę 
koordinačių sistemos ašis ir atidėję plokštumoje taškus (x. А р). ба 
р, = Р(х = х), 1:1,2,...,К, gausime atsitiktinio dydžio X skirstinio 
grafiką. Dėl vaizdumo, skirstinio grafiko taškai dažnai paciliui sujungiami 
atkarpomis. Šitaip gaunama laužtė, vaizduoianti atsitiktinio dydžio 
skirstinį. 


1 pavyzdys. Duotoji lenteiė yra atsiikünio dydžio X skirstinys. 


Raskime nežinomą tikimybę p= Р(Х =6). 
ą 


——4 
|% j ° [о | 


r- 5 H 
[Pm 
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Sprendimas. Nežinomą tikimybę р rasime iš lygybės 
07-р-01-1. Gauname: р=1-01-07, p=0,2. 
Atsakymas. р = 02. 


2pavyzdys. Tarkime, metamas lošimo kauliukas. Tegu atsitiktinis 
dydis X yra atsivertusių akučių skaičius. Raskime šio atsitiktinio dydžio 
skirstinį ir pavaizduokime jį grafiškai. 

Sprendimas. Atsitiktinis dydis X gali įgyti reikšmes 1,2,3,4,5 ir 6. 
1 
6 
Р(Х =1)= Р(Х =2)= Р(Х =3)= Р(Х =4)= Р(Х = 5)= P(X=0)=1. 


Kiekvieną iš šių reikšmių jis įgyja su tikimybe —. Taigi 


Vadinasi, atsitiktinio dydžio X skirstinys yra 


Pavaizduokime gautą 
skirstinį grafiškai, t.y. 
nubraižykime jo grafiką 
(4 pav.). 


4 pav. 


3 pavyzdys. Metamos dvi monetos. Atsitiktinis dydis X — atvirtusių 
herbu monetų skaičius. Raskime šio atsitiktinio dydžio skirstinį ir 
pavaizduokime jį grafiškai. 

Sprendimas. Surašykime visas šio bandymo baigtis: 

ег-(5,5), e, =(5, Н), е,-(Н,5), e, -(H,H). 

Baigtis e,- (S, S) reiškia, kad ir pirmoji, ir antroji monetos atsivertė 
skaičiais, baigtis e, = (S, H) – kad pirmoji moneta atsivertė skaičiumi, 
antroji herbu ir t.t. 

Atsitiktinis dydis X gali įgyti tris reikšmes 0; 1 ir 2. Atsitiktinį 


dydį X apibrėžiame tokiomis lygybėmis: 


х )- 0, Xle,)= 1, х@,)= 1, х@,)= 2. 
Galime apskaičiuoti tikimybes, kad atsitiktinis dydis X įgis reikšmes 
0:152: 


Р(Х-0)-1, Р(Х-)-2-4, Р(Х-2)-1 


l 
27 
Tada atsitiktinio dydzio X skirstinys уга toks: 


4 pavyzdys. Metame du lošimo kauliukus. Atsitiktinis dydis X lygus 
akučių, atvirtusių ant pirmojo ir antrojo kauliukų, skaičių sumai. 
Sudarykime atsitiktinio dydžio X skirstinį ir pavaizduokime jį grafiškai. 

Sprendimas. Bandymo baigtis galime užrašyti skaičių poromis (i; /), 
čia i; —pirmojo, j — antrojo kauliuko atvirtusių akučių skaičius. 
Pavyzdžiui, baigtis (2;3) reiškia, kad pirmojo kauliuko atsivertė 2 akutės, 
o antrojo — 3 akutės. Iš viso yra n=36 baigtys. Jas galime pavaizduoti 
lentelėje (6 pav.). Įrašykime į baigčių langelius atitinkamas atsitiktinio 
dydžio X reikšmes (7 pav.). 


LESS 
puca 
z jenjen e» eejenje IEC 


Iš šios lentelės (7 pav.) matome, kad atsitiktinis dydis X gali įgyti 
vienuolika reikšmių: 
2;3;4;5;6; 7;8;9;10;11;12. 
Apskaičiuokime tikimybes, su kuriomis atsitiktinis dydis X įgyja 
šias reikšmes: 


1 3 4 
P(X-2)-3c. P(X-3)- P(X-4)-3c. Р(Х=5)=зе, 
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5 4 
Р(Х-6)-45, P(X=7)= Р(Х =8)= 5, Р(Х=9)=зЕ, 


Р(Х =10)= 3c. Р(Х =1)= 2, Р(Х -12)- эр. 


Pavaizduokime gautą skirstinį grafiškai (8 pav.). 


8 pav. 


5 pavyzdys. Lošimo kauliuko sienelės kitaip nei įprasta sužymėtos 
atitinkamai 1,1,2,2,2,3 akutėmis. Toks lošimo kauliukas metamas 
vieną kartą. Tegu atsitiktinis dydis X — metus tokį lošimo kauliuką 
atvirtusių akučių skaičius. Raskime tokio atsitiktinio dydžio X tikimybių 
skirstinį ir pavaizduokime jį grafiškai. 

Sprendimas. Atsitiktinis dydis X gali įgyti tris reikšmes: 1,2 ir 3. 
Apskaičiuokime tikimybes, su kuriomis atsitiktinis dydis X įgyja šias 
reikšmes: 

2.1 


Р(Х-1)-2-1, Р(Х-2)-2- 
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Tada atsitiktinio dydžio X tikimybių P(X 
skirstinys yra toks: 


al- wi- n] 


Pavaizduokime šį skirstinį grafiškai (9 pav.). 


9 pav. 


6 pavyzdys. Lošimo kauliuko sienelės kitaip nei įprasta sužymėtos 
atitinkamai 1,1,2,2,2,3 akutėmis. Toks lošimo kauliukas metamas du 
kartus. Tegu atsitiktinis dydis X — atvirtusių akučių skaičiaus pirmame іг 
antrame metime suma. Raskime šio atsitiktinio dydžio skirstinį ir 
pavaizduokime jį grafiškai. 


Sprendimas. Sudarykime 
lentelę, iš kurios lengva 


nustatyti, kokias reikšmes gali 3 
įgyti atsitiktinis dydis X : ERERERE 


Matome, kas atsitiktinis dydis X gali įgyti reikšmes 2,3,4,5 ir 6. 
Iš minėtos lentelės nesunku apskaičiuoti ir tikimybės, su kuriomis šios 
reikšmės įgyjamos: 


4 12 1 
Р(Х =2)= 4c. Р(Х =3)= == P(X =4)=13, 


6 1 
Р(Х =5)= те Р(Х =6)= е. 


Atsitiktinio dydžio X skirstinys yra toks: 
асана 


12. 1 33: 
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Pavaizduokime 5j skirs- 
tinį grafiškai (10 pav.). 


10 pav. 


7 pavyzdys. Dėžutėje yra 5 mėlyni ir 4 geltoni pieštukai. Atsitiktinai iš 
dėžutės pasirenkami 3 pieštukai. Pazymékime X - pasirinktų geltonų 
pieštukų skaičių. Raskime atsitiktinio dydžio X skirstinį. 

Sprendimas. Geltonų pieštukų skaičius tarp trijų paimtųjų gali būti 
0,1,2 arba 3. 

Vadinasi, atsitiktinis dydis X gali įgyti keturias reikšmes: 0,1,2 ir 
3. Taigi turime apskaičiuoti tikimybes atitinkamai — kad visi trys 
pasirinkti pieštukai bus mėlyni, kad bus pasirinkti du mėlyni ir vienas 
geltonas pieštukas, kad bus pasirinktas 1 mėlynas ir 2 geltoni pieštukai ir 
kai bus pasirinkti visi trys geltoni pieštukai. 


| c: 2 pl 
Todėl pirmojo įvykio tikimybė yra ~$, antrojo- ©; Сз 
9 9 
boe С? 
trečiojo — t, ketvirtojo- — c. 
С 
9 9 


Taigi atsitiktinis dydis X reikšmes 0,1,2,3 įgyja su tokiomis 
tikimybėmis: 


Las Ca. I0 _ Ci-Ci 10.4 40 
Potete ng Р(Х-1)- 2“ ха 


Cs Ci 5-6 30 
ro 7084 84' 
Atsitiktinio dydžio X skirstinys yra toks: 


Р(Х =2)= 


8 pavyzdys. Dėžutėje yra 5 mėlyni ir 4 geltoni pieštukai. Vaikas 
atsitiktinai iš dėžutės paima vieną pieštuką, tačiau nežinai kodėl pieštuką 
padeda atgal į dėžutę, visus pieštukus sumaišo ir atsitiktinai paima antrąjį. 
Pažymėkime X — paimtų geltonų pieštukų skaičių. Raskime atsitiktinio 
dydžio X skirstinį. 

Sprendimas. Atsitiktinis dydis X gali įgyti tris reikšmes 0;1ir2. Aps- 
kaičiuokime tikimybes, su kuriomis atsitiktinis dydis X šias reikšmes įgyja: 

P(X =0)= 


2.11.3. Atsitiktinio dydžio matematinė viltis (vidurkis) 


Daugelis iš mūsų žaidžia įvairiose piniginėse loterijose tikėdamiesi 
laimėti. Laimėjimas loterijoje yra atsitiktinis dydis, galintis įgyti kelias 
reikšmes. Sudarę tokio atsitiktinio dydžio skirstinį galime matyti, su kokia 
tikimybe galima tikėtis vieno ar kito piniginio laimėjimo. Jeigu atsitiktinio 


dydžio reikšmių daug, tai ir tikimybių daug. Tačiau žmones, nusipirkusius 
loterijos bilietą, domina, kiek gi vidutiniškai jie gali laimėti loterijoje. 
Todėl yra skaičiuojami atsitiktinių dydžių vidurkiai. Išnagrinėsime 
pavyzdį. 


I pavyzdys. Loterijoje iš viso buvo išplatinta 1000 bilietų. Žinoma, 
kad 200 bilietų laimi po 1 Lt, 100-ро 2 Lt, 50-ро 3 Lt, 30-ро 5 Lt, 
20 -po 10 Lt, visi kiti - 0 Lt. Agnė nusipirko vieną šios loterijos bilietą. 
Kokio vidutiniško laimėjimo ji gali tikėtis? 

Laimėta pinigų suma yra atsitiktinis dydis X. Šis dydis gali įgyti 
reikšmes 0, 1, 2, 3, 5, 10 su tikimybėmis 


ЕГЧ Fw AL 100 
Р(Х =0)= Top PŒ =)= тоо Минж: 
232.20. 25)-430. E 
РӨ =3)= 000 Р =59)= тоор, Р =10)= 1097 


Atsitiktinio 2 X UT yra toks: 


erum _ — шэн dr 50 30 30 
1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 
Jeigu Agnė nupirktų visus 1000 bilietų, tai iš viso ji laimėtų 
0-600+1-200+2-100+3-50+5-30+10-20(Ln). 
Kadangi Agnė pirko tik vieną bilietą, todėl vidutiniškai ji gali laimėti 
1000 kartų mažiau, t.y. 
0-600-1-200-2:100-3-50-5-30-10-20 — 
1000 2 
_ 600 | 200 100 50 30 20. 
аз! 1000 ЫЫ 1000 En 1000 s 1000 iio 1000 ies 1000 "RP, 
Vadinasi, atsitiktinio dydžio X vidurkis lygus 0,9 Lt. Šis pavyzdys 
rodo, kad norėdami rasti atsitiktinio dydžio X vidurkį, turime jo įgyjamas 
reikšmes padauginti iš atitinkamų tikimybių ir gautas sandaugas sudėti. 
Dabar apibrėžkime atsitiktinio dydžio X vidurkį bendruoju atveju. 
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Tegu atsitiktinis dydis X įgyja reikšmes x,, х,,..., x, atitinkamai 
su tikimybėmis 
=Р(Х=х,), p, = P(x = x,), 
t.y. Jo skirstinys yra toks: 


=P(X=x,), 


Atsitiktinio dydžio X matematine viltimi (arba vidurkiu) vadiname 
skaičių 
EX =x,-P, tx, p, t..X,-D,- (1) 
Norint apskaičiuoti kurio nors atsitiktinio dydžio vidurkį, geriausia iš 
pradžių sudaryti šio atsitiktinio dydžio skirstinį. 


2 pavyzdys. Duotas atsitiktinio dydžio X skirstinys: 


E M л з. 
Pom [оз [or [05 ая | 
Apskaičiuokime atsitiktinio dydžio X matematinę viltį. 


Sprendimas. Iš atsitiktinio dydžio X skirstinio randame šio dydžio 
įgyjamas reikšmes ir tikimybes, su kuriomis šios reikšmės įgyjamos: 


x, =-I, x, =l, x,=2, х,-3, 
-Р(Х--1)-02, р, = Р(Х =1)= 0, 
= Р(Х =2)=03, = Р(Х = 3)= 0,4. 


Tada, pasinaudoję (1) formule, gauname, kad atsitiktinio dydžio X 
matematinė viltis 


EX =(-1)-0,2+1-0,1+2-03+3-04 217 
Atsakymas. 1,7. 


3 pavyzdys. Ridenamas lošimo kauliukas. Atsitiktinis dydis X — atvirtu- 
sių akučių skaičius. Raskime jo matematinę viltį EX. 
Sprendimas. Pirmiausia raskime atsitiktinio dydžio skirstinį. Bandymo 
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baigčių aibė E —(1,2,3,4,5,6]. Šios aibės elementų skaičius п= 6. 
Atsitiktinis įvykis A“ gali įgyti reikšmes 1,2,3,4,5,6. Bet kurią iš šių 


reikšmių jis įgyja su viena ir ta pačia tikimybe p= H Atsitiktinio dydžio 


X — yra toks: 


ESIHHHHHH 


Remdamiesi (1) formule, apskaičiuojame atsitiktinio dydžio X 
matematinę viltį: 


:1:1:45:34.43-Х4.:4:145-1206-К- 
EX =1 6+2 6+3 6+4 6+? 6+6 6535. 


Atsakymas. 3,5. 


3 pavyzdys.  Metamas simetriškas Án 


lošimo kauliukas, kurio sienelės vietoj Еу 


įprasto žymėjimo pažymėtos atitinkamai 
2,2,2,3,3,4 akutėmis. Šio lošimo 
kauliuko išklotinė pavaizduota 11 


paveiksle. Tegu atsitiktinis dydis X — n 
atvirtusių akučių skaičius. Apskaičiuo- 
sime jo matematinę viltį. 11 pav. 


Sprendimas. Pirmiausia rasime atsitiktinio dydžio X skirstinį. 
Atsitiktinis dydis A“ gali įgyti tris reikšmes 2, 3 ir 4. Apskaičiuokime 
tikimybes, su kuriomis atsitiktinis dydis įgyja šias reikšmes: 


Р(Х 22) 2-1. Ве), 


Р(Х = 9-6 


Remdamiesi (1) formule, apskaičiuojame atsitiktinio dydžio X 
matematinę viltį: 
-22.l43.1,4.1.52 
EX =2 213 3*4 6723 
2 
Atsakymas. 23- 


5 pavyzdys. Lošimo ratas suskirstytas 
į 16 vienodo didumo sektorių, kuriuose 
surašyti laimėjimo didumai litais (12 pav.). 
Kokia turi būti bilieto kaina, kad lošimo 
rato savininkas iš kiekvieno lošėjo gautų 
vidutiniškai 50 centų pelno? 

Sprendimas. Tegu atsitiktinis dydis 
X - laimėjimo dydis (litais). Šis dydis 
gali įgyti reikšmes: 

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16. 
Kiekvieną iš šių reikšmių atsitiktinis dydis X įgyja su vienodomis 


єр 


tikimybémis p = E: Vadinasi atsitiktinio dydžio X skirstinys yra toks: 


Atsitiktinio dydžio X matematinė viltis (vidurkis) yra 
EX зүс 06243448 .*16)- 85. 


Kad lošimo rato savininkas iš kiekvieno lošėjo gautų vidutiniškai 50 ct 
pelno, lošimo bilieto kaina turėtų būti 50 centų didesnė už laimėjimo 
vidurkį, t.y. ji turi būti lygi 

85+0,5=9 Lt. 
Atsakymas. 9 Lt. 


6 pavyzdys. Apskaičiuokime nežinomas tikimybės p, ir p,, jeigu 
atsitiktinio dydžio X matematinė viltis EX = 0,9, o jo skirstinys yra toks: 


Еж Tai [nea 
EGLIESESNE: 


Sprendimas. Atsitiktinio dydžio X matematinė viltis apskaičiuojama taip: 
ЕХ =-1-p +0- p, +1-03+2-04=-p, +0,3+0,8 = 011+ р. 

Uzdavinio salygoje duota, кай EX = 0,9, todél gauname lygybe 
09-011-р,, 

Iš kurios randame, kad p, = 0,2. 

Nežinomą tikimybę p, rasime iš lygybės 
р +р, +0,3+0,4 =1. 

Kadangi jau randame, Кай p, = 0,2, tai galutinai gauname: 
02-р,-03-04-1, афа р,-1-02-03-0,4-014. 

Taigi p, 202, p, = 0.1. 

Atsakymas. p, =0,2, p; = 0.1. 


7pavyzdys. Dėžutės, kurioje yra 2 balti ir 4 geltoni stalo teniso 
kamuoliukai, atsitiktinai išimami du kamuoliukai. Atsitiktinis dydis X — 
išimtų baltų kamuoliukų skaičius. Raskime šio atsitiktinio dydžio 
matematinę viltį. 

Sprendimas. Raskime atsitiktinio dydžio X skirstinį. Šis atsitiktinis 
dydis gali įgyti reikšmes 0,1 ir 2. Apskaičiuosime tikimybes, su 
kuriomis šios reikšmės įgyjamos: 


Се 6 
нр 
C;:C, 244 8 
Р(Х-1)- Z: TS “15? 
6 
P mija ial. 
Се 15 
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Tada atsitiktinio dydžio X skirstinys yra toks: 


Apskaičiuojame atsitiktinio Бэр” X matematinę viltį: 


6 „8 2 
EX O i и 5^ 3 
2 
Atsakymas. 3: 


2.11.4. Atsitiktinio dydšio dispersija 
Praeitame skyrelyje susipažinome su atsitiktinio dydžio matematinės 
vilties (vidurkio) sąvoka. Atsitiktinio dydžio matematinė viltis nusako tam 
tikras jo reikšmių sklaidos savybes: vidurkio reikšmė yra tarsi atsitiktinio 
dydžio reikšmių „centras“ apie kurį šios reikšmės išsidėsto. Tačiau tokį pat 
centrą (vidurkį) gali turėti labai skirtingi atsitiktiniai dydžiai. Pavyzdžiui, 
MT atsitiktinius dydžius X ir Y, kurių skirstiniai yra tokie: 


|-to] 6 | 2 | 1 [3 | 5 | 8 [о 
ШОНННННИНИ 


ЕЭ EXESEREBER (31415: 


Apskaičiuosime P. uud res matematinés viltis d 


Г 7 
Х--10- ic 6) гын 2) qe un 135 DEI 12 167 $ 

1 1 

EY =(-2)- 1+6 l): 130 gt -042--- — -3- 5-6 


Matome, kad EX - EY -3 Taigi atsitiktinių dydžių skirstiniai 
skirtingi, o vidurkiai yra tie patys. 13 paveiksle parodyta, kaip 
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išsidėsčiusios apie vidurkį galimos atsitiktinių dydžių X ir Y 
reikšmės. 
X. -10 -6 
. ———— r í V 
Y: -2 -21 0 12 34 5 m 
13 pav. 


Matome, kad galimos dydžio Y reikšmės labiau susitelkusios apie jo 
vidurkį EY negu galimos dydžio X reikšmės apie ЕХ. Kaip tą 
sutelktuma išmatuoti? Reikšmių sklaidą apibūdina sąvoka, vadinama 
atsitiktinio dydžio dispersija. Taigi atsitiktinio dydžio dispersija nusako 
jo reikšmių išsklaidymo apie vidurkį didumą. Žodis dispersio lotyniškai ir 
reiškia išsisklaidymą. Svarbu pabrėžti tai, kad atsitiktinio dydžio 
matematinė (vidurkis) neapibūdina šio dydžio reikšmių išsisklaidymo apie 
vidurkį didumo. Dėl šios priežasties ir reikėjo įvesti dar vieną skaitinę 
atsitiktinio dydžio charakteristiką — jo dispersiją. Dabar išsiaiškinkime, 
kaip matematiškai apibrėžiama atsitiktinio dydžio dispersija. Atsitik- 
tinio dydžio X dispersija (žymima DX) vadinamas atsitiktinio dydžio 

(X - EX). vidurkis, t.y. 
DX = E(X - ЕХ). a) 

Išvesime praktiniams skaičiavimams patogesnę formulę atsitiktinio 
dydžio X dispersijai apskaičiuoti. 

Tegu atsitiktinis dydis X įgyja reikšmes x,,x,,..,x, atitinkamai su 
tikimybémis ру, p,,..., p,. Tada atsitiktinio dydžio X skirstinys yra toks: 


Atsitiktinį dydį (X — EX)? pažymėkime Y. Tada atsitiktinis dydis 
Y -(X -EX) įgyja reikšmes (x, - EX), (x, - EX), (x, - EX), 
su tomis pačiomis tikimybémis p,,p;,..,p,. Taigi atsitiktinio dydžio 
Y = (X - ЕХ)? skirstinys yra toks: 


Tada atsitiktinio dydžio (X — EY)? vidurkis E(X EX), ty. 
atsitiktinio dydžio X dispersija, apskaičiuojama taip: 
DX = (х, - EX - p, +(x,- EX) - p, +..+ -EX)-p, (0) 
Atkreipiame skaitytojų dėmesį į tai, kad atsitiktinio dydžio 
Y -(X-EX) skirstinys iš atsitiktinio dydžio X skirstinio gaunamas 
labai paprastai: pakanka pakeisti pirmąją X skirstinio eilutę pakeičiant 
dydžio X reikšmes atitinkamomis dydžio Y reikšmėmis. Atsitiktinio 
dydžio X dispersija dažnai skaičiuojama remiantis ne apibrėžimu, bet 
formule 
DX = ЕХ? - (EX) ; (3) 
čia EX? —atsitiktinio dydžio X? vidurkis, 
(EX). —atsitiktinio dydžio X vidurkio kvadratas. 


Tegu atsitiktinio dydžio X skirstinys yra toks: 


Atsitiktinio dydžio X? matematinė viltis apskaičiuojama taip: 
EX? эж -Pi лэ 
Įrašę šią EX? išraišką į (3) lygybę, gauname praktiniams dispersijos 
skaičiavimams patogesnę formulę: 


DX = xl p exl p, ex]: p, -(EX).. (4) 


Dar kartą pabrėžiame, kad atsitiktinio dydžio X dispersija DX 
parodo, kaip jo reikšmės yra išsisklaidžiusios apie jo vidurkį, ty. kuo 
mažesnis skaičius yra DX, tuo atsitiktinio dydžio X jgyjamos reikšmės 
yra artimesnės jo vidurkiui EX ir, atvirkščiai, kuo didesnis skaičius уга 
DX, tuo atsitiktinio dydžio X įgyjamos reikšmės labiau skiriasi nuo jo 
matematinės vilties ЕХ. 

Apibrėšime dar vieną atsitiktinio dydžio skaitinę charakteristiką — 
standartinį nuokrypį. Atsitiktinio dydžio Х standartiniu nuokrypiu 
(žymimas o(x)) vadiname skaičių 


o(x) - VDX. (5) 


Išnagrinėsime keletą atsitiktinio dydžio dispersijos skaičiavimo 


pavyzdžių. 
1 pavyzdys. Duotas atsitiktinio dydžio skirstinys: 


Apskaičiuosime atsitiktinio dydžio X dispersiją DX іг standartinį 
nuokrypį o(x) 0,001 tikslumu. 

Sprendimas. Pirmiausia apskaičiuosime atsitiktinio dydžio X mate- 
matinę viltį EX: 
3 2 1 


+С 3)— EE —+5:—+10-—=-1 


шан 4-7 Оте? 16 


Taigi EX = -1. 
Apskaičiuosime atsitiktinio dydžio X  dispersija naudodamiesi (2) 
formule: 


DX =(-4- CD st CD. igtÜ- cC i6- CD-t 


2 " 6 4 E 2 
+(10-(-1)) E (674: ze 16 736: ЭРЧ 16 16625 


Dabar apskaičiuosime atsitiktinio dydžio X dispersija naudodamiesi 
(4) formule: 
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© дү? A & 2 o3 222 Ed. 
DX - (-4y.. E O doe est 0 (02 = 
15009, =+ 25-2-4100- 16-1=16625. 
16 ^ 1h 16 


Remdamiesi е, оа. apskaičiuojame atsitiktinio dydžio X 
standartinį nuokrypį (0,001 tikslumu): 


c(X)- 416,625 = 4077 


Atsakymas. DX 216,625; o(X)= 4077. 


2pavyzdys. Metamas simetriškas lošimo kauliukas, kurio sienelės 
pažymėtos atitinkamai 1,1,2,2,2,3 akutėmis ir toks pat simetriškas 
lošimo kauliukas, kurio sienelės pažymėtos atitinkamai 1,1,1,2,2,4 
akutėmis. Pažymėkime X ant pirmojo lošimo kauliuko atvirtusių akučių 
skaičių, о У —ant antrojo kauliuko atvirtusių akučių skaičių. 
Apskaičiuokime atsitiktinių dydžių X ir Y matematines viltis ir 
dispersijas. Nustatykime, su kuriuo kauliuku lošiant rizikuojame daugiau 
pralošti. 

Sprendimas. Atsitiktinio dydžio X skirstinys yra toks: 


Apskaičiuojame atsitiktinio dydžio X matematinę viltį EX їг 
dispersiją DX : 


21-2:42:343-1-З. 
EX - oder dre rr, 


E MEE i? 
ох-(-6) 6Ч2-6)” 


oju 
R a 
25 
! 
= 
i A 
e 
|= 
! 
- 
[3 
1 
e 
pe 
ч 
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Apskaičiuokime atsitiktinio dydžio Y matematinę viltį EY Ir 
dispersiją DY : 
3 2 1 II 


EY 51242-244 o= 


Taigi EX = EY =>; DX 0,47; DY «MA. 
Kadangi DY > DX , labiau rizikuojame lošdami antruoju kauliuku. 
„gy 9 11 Pe 41 
Atsakymas. EX = EY = 6" DX = 367 DY = 367 , labiau rizikuojame 


lošdami antruoju kauliuku, nes DY > DX . 


3 pavyzdys. Kokios turi būti atsitiktinio dydžio X skirstinio 


| m | 4] 8 | `Ü | 
ESC | > | > | > | 


tikimybés P,, p, ir p,, kad Sio dydzio matematine viltis bütu lygi 


nuliui, o dispersija lygi 5 ty. EX=0, DX -3 ? 


Sprendimas. Kadangi EX = (-1): p, 40-р, +1: p, = р-р, 
DX = (-1)' ру +0? "P3 ын “ру-(Ру -p,) = 
=p tp, [pi -2p py + pi)= P 
pit pit p; 1, 
tai, remdamiesi uždavinio sąlyga, galime sudaryti lygčių sistemą 
P;-P,-0, 


І 
Рү+Ру—РУу+2Р\ру—Р\ 350 
p i t+tp,+tp, =l. 


‚(ЖРу—Р+2Р\Ру— Ру d 


Iš sistemos lygties randame, kad p,=p,. Tada sistemos antroji 
lygtis tampa tokia: 
1 1 
P tpi -Рү+2рР\рү—Ру=зу› афа 2р, => 
Iš šios lygties randame, kad p, =+ Tada p,-p, =}. 
Iš sistemos trečiosios lygties p, + p, + p, =1 randame, kad 
1 


1 1 
Р,-1-р,-Р,» ty. d m 5 ani. 


1 


1 
Atsakymas. p, эр, рд, D! 


2.11.5. Binominiai atsitiktiniai dydžiai 

Tegu atliekame bandymą: metame monetą. Aišku, kad moneta atvirs 
skaičiumi arba herbu į viršų, t.y. šis paprasta bandymas turi dvi baigtis. 
Jeigu tą bandymą pakartosime keletą kartų, tai pirmasis bandymas 
(pirmasis monetos metimas) nedarys jokios įtakos antrajam, antrasis 
bandymas (antrasis monetos metimas) nedarys jokios įtakos trečiajam ir 
t.t.. Sakoma, kad turime nepriklausomus bandymus. 

Tarkime, kad atliekame л nepriklausomų bandymų, kurių kiekvieno 
metu gali įvykti mus dominantis įvykis A su viena ir ta pačia tikimybe p 
arba jam priešingas įvykis 4 su tikimybe 4-1-р. Šiame skyrelyje 
atsakysime į klausimą: kokia tikimybė, kad, atlikus n nepriklausomų 
bandymų, įvykis 4 įvyks lygiai m (0 < m < n) kartų? 

Pažymėkime X — įvykio A įvykimų skaičių, pakartojus bandymą л 
kartų. Dydis X уга atsitiktinis, jis gali įgyti reikšmes 0,1,2,...,n. 
Tikimybės, su kuriomis šios reikšmės yra įgyjamos, apskaičiuojamos pagal 
formulę 

P(X2m)-C;p"q"", (1) 
čia 0c p«l, g=1-p, m-0,1,2,...,n. 


(1) formulė vadinama Bernulio formule pagerbiant įžymųjį šveicarų 
matematiką Jakoba Bernulį (1654 — 1706). 


Jeigu atsitiktinio dydžio X įgyjamų reikšmių 0,1,...,n tikimybės 
yra apskaičiuojamos pagal Bernulio formulę, tai toks atsitiktinis dydis X 
vadinamas binominiu atsitiktiniu dydžiu. 


Kadangi Р(Х-1)-С p'q"! =q", 
Р(Х-2)-С2 р 4"7, 
Р(Х-3)-С,р"а””, 
P(X=n-D=C/'p"'q, 
P(X=n)=C/;p"q""=p", 


tai binominio atsitiktinio dydZio X skirstinys yra toks: 


m 0 1 
м<] [нө Е 


Išnagrinėkime (1) formulės taikymo pavyzdžių. 


1 pavyzdys. Moneta metama 5 kartus. 
1) Raskime tikimybę, kad herbas atsivertė 3 kartus. 
2) Raskime tikimybę, kad herbas atsivertė ne daugiau kaip 3 kartus. 
3) Raskime tikimybę, kad herbas atsivertė ne mažiau kaip 4 kartus. 


Sprendimas. Tikimybė, kad, metus monetą vieną kartą, atsivers 
herbas lygi 2, Ly. p=4, o priešingojo įvykio — herbas neatsivertė — 


tikimybė g-l-l-. Jei atsitiktinis dydis X — herbo atsivertimų 
skaičius metus monetą 5 kartus, tai, pasinaudoję (1) formule, gauname: 
3 2 
=3=C Јр aj Las 
1) P(X=3)=C? (4) (4) =10-1-1= 5, 


2) Р(Х <3)= Р(Х =0)+ Р(Х = 1)+ Р(Х = 2)+ Р(Х = 3) = 
OROROORO 
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20. D О ы 5 5 5-1. 
=C; (4) 2) 31 33 16 16 16° 


3) P(X 24)- Р(Х =4)+ Р(Х -5)- C1 (1) de 


5 0 

ГК 4105 „5 „1.3. 

s. G) (3) =32 "32 16 
5 13 3 

Atsakymas. 1) 16” 2) 16” 3) 16” 

2 pavyzdys. Krepšininkas pataiko 80% baudos metimų. Nuo baudos 
metimų linijos jis ruošiasi mesti n —6 kartus. Kokia tikimybė, kad jis 
pataikys lygiai keturis kartus? 

Sprendimas. Šiuo atveju bandymas — kamuolio metimas į krepšį nuo 
baudos linijos. Pataikymo į krepšį tikimybė р = 0,8. Tada nepataikymo 
tikimybė g=1-0,8=0,2. Minėtas bandymas kartojamas 7-6 kartus. 
Jei atsitiktinis dydis X — pataikymų skaičius, tai reikšmę, lygią 4, jis 
įgyja su tikimybe 

Р(Х -4)- C1-(08)! -(02)*"* =15-(0,8)* -(0,2)? = 0,24576. 

Atsakymas. 0,24576. 


3 pavyzdys. Tegu atsitiktinis dydis X — monetos atvirtimų herbu 
skaičius, metus ją 5 kartus. Parašykime atsitiktinio dydžio X tikimybių 
skirstinį ir pavaizduokime jį grafiškai. 

Sprendimas. Atsitiktinis dydis X yra binominis atsitiktinis dydis. Jis 
gali įgyti reikšmes 0,1,2,3,4,5. 

Tikimybes, su kuriomis šias reikšmes dydis X įgyja, skaičiuosime 
pasinaudodami Bernulio formule: 


rasei GOG- 


_ (D Q) -5-1-4-4 
RESINE () 2] 73:16 327 
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2 3 
-эу-014(11 (LV -үү1 1.10 
Р(Х -2)-C? (3) (3) -101. 1-19, 
3 2 
23e) (LV ро. 1.110. 
Р(Х-3)-С) 5) (9) =0-1.1-10, 


yog Ë 1.5 
Pac -9-ci (s гэнэ 


Pa -3-ct (3) : 


Pavaizduokime ji 
grafiškai (14 pav.). 


14 pav. 


4 pavyzdys. Šaulys šauna į taikinį keturis kartus. Pataikymo kiekvienu 
šūviu tikimybė lygi 0,7. Atsitiktinis dydis A“ — pataikymų skaičius. 
Parašykime atsitiktinio dydžio X skirstinį. 

Sprendimas. Atsitiktinis dydis X – pataikymų skaičius šovus į 
taikinį keturis kartus. Jis gali įgyti reikšmes 0,1,3,4. Tikimybes, su 
kuriomis šios reikšmės įgyjamos, randame remdamiesi Bernulio formule: 

Р(Х -0)- С° . (0,7)° -(03)' = 0,0081; 


Р(Х =1)=С\ - (0,7)" -(03)! = 0,0756; 
Р(Х =2)=C2.(0,7)? -(03)? = 0,2646; 
Р(Х =3)=C} -(0,7)* -(03)! = 0,4116; 
Р(Х-4)-С1-(07) -(03)? = 0,2401. 
Atsitiktinio dydžio X skirstinys yra toks: 


Patikrinimas. Р(Х =0)+ Р(Х =1)+ Р(Х =3)+ P(X =4)= 
= 0,0081+0,0756+0,2646+0,4116+0,2401=1. 


5 pavyzdys. Keturis kartus metami du įprastiniai lošimo kauliukai. 
Stebimas įvykis, kad atvirtusių akučių suma didesnė už 7. 
1. Kokia tikimybė, kad stebimas įvykis 
a) įvyks 2 kartus; 
b) įvyks 3 kartus; 
с) neįvyks nė karto; 
d) įvyks visus 4 kartus? 
2. Pažymėkime X -įvykio А įvykimų skaičių po 4 bandymų. 
Sudarysime atsitiktinio dydžio skirstinį. 
Sprendimas. Tegu А - įvykis, kad, vieną kartą metus du lošimo 
kauliukus, atvirtusių akučių suma didesnė už 7. 


Bandymas - dviejų lošimo kauliukų metimas vieną kartą — turi 36 
baigtis. 15 paveiksle šios baigtys pavaizduotos skaičių poromis (i; /); ба 
i — pirmojo kauliuko atvirtusių akučių skaičius, j — antrojo kauliuko 
atvirtusių akučių skaičius. 

Ant kauliukų atvirtusių akučių sumos ¿+ / pavaizduotos 16 paveiksle 
(jas žymi kvadratėliuose esantys skaičiai). Įvykiui 4 palankių baigčių iš 
viso yra 15. 


(2:2) G: 3) с. 4) 


2; 
3: 


160169 


15 рау. 


Pazymékime X - įvykio А įvykimų skaičių po 4 bandymų. Tada: 


‚үзү үтү 7350. 
ААХ Да” хал (8) (5) “207367 


b) Р(Х =3)=Cį- 


2E ENSE SUR 
12 20736” 


20736 


y (Z i- 625 
12) 20736: 


2. Atsitiktinis dydis X gali įgyti reikšmes 0,1,2,3,4. Tikimybes 
Р(Х =0), Р(Х-2), P(X=3), Р(Х =4) jau apskaičiavome spren- 
dimo 1 dalyje. Apskaičiuokime tikimybę, su kuria atsitiktinis dydis 
įgyja reikšmę, lygią 1: 


1 3 
1 (71 _ 6860 
PEE, 15) (5) 7 20736: 


Atsitiktinio dydZio X skirstinys yra toks: 


d) P(X =4)=Cį- 


G 
онхо (5) (27-28: 
G 
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| m | o 2] 21.3 | + | 

6860 | 7350 | 3500 | 625 
20736 | 20736 | 20736 | 20736 | 20736 

Patikriname: 

Р(Х =0)+ Р(Х =1)+ Р(Х =2)+ Р(Х 23) Р(Х = 4)- 


_ 2401 к 6860 ч: 7350 Е 3500 , 625 |, 
20736 20736 20736 20736 20736 ` 


2.11.6. Skyrelio „Atsitiktiniai dydžiai“ uždavinių 
sprendimo pavyzdžiai 

1 pavyzdys. Turime simetrišką šešiasienį lošimo kauliuką, ant kurio 
sienų surašyti šeši skaičiai 2,2,2,5,5,6. Šio kauliuko išklotinė 
pavaizduota 1 paveiksle. Atliekamas toks eksperimentas. Kauliukas 
metamas du kartus ir skaičiai, atvirtę po pirmojo ir po antrojo metimų, 
sudedami. Nagrinėjamas atsitiktinis dydis X, lygus atvirtusių skaičių 
sumai. 

1. Sudarykime atsitiktinio dydžio X skirstinį. 

2. Apskaičiuokime atsitiktinio dydžio X matematinę viltį EX їг 
dispersiją DX . 

Sprendimas. 1. Ant pirmojo ir antrojo kauliuko atvirtusių skaičių 
sumas patogu surašyti į lentelę: 


| I kauliukas | 2 | 2 Į 5 ] 2 ] 6 ] 5 | 5 | 6 | 6 | 

| II kauliukas | 2 | $5 | 2 | 6 | 2 | 5 | 6 | 5 | 6 | 

| Sumos | 4 ] 7 [7 [в в [10 [uu (02| 
Iš lentelės matome, kad atsitiktinis dydis X gali įgyti reikšmes 

4,7,8,10,11,12. 

Dydis X įgyja reikšmę 4, kai, metant tiek pirmą, tiek ir antrą kartą, 


atvirsta skaičius 2. Kadangi tiek įvykio А, — „Metant kauliuką pirmąjį 
kartą, atvirto skaičius 2“, tiek ir įvykio А, — „Metant kauliuką antrąjį 


kartą, atvirto skaičius 2“ tikimybė lygi 3, tai nepriklausomų įvykių А, 
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ir A, sankirtos 4,0 4, tikimybė Р(4,0:4,)-2-2-4- 
Vadinasi, tikimybė, su kuria atsitiktinis dydis X įgyja reikšmę, lygią 
4, apskaičiuojama taip: 


3 1 


6 4 

Atvirtusių skaičių suma bus lygi 7, kai pirmą kartą atvirs skaičius 
2, o antrą Капа – skaičius 5 arba atvirkščiai (žr. lentelę). Vadinasi, tiki- 
mybė, su kuria atsitiktinis dydis X įgyja reikšmę 5, apskaičiuojama taip: 

3.2..2. 3..12. 1 
decur Sw oris SO 

Panašiai randamos ir kitų atsitiktinio dydžio X įgyjamų reikšmių 

tikimybės: 


P(X=4)-2- 


ia 
Р(Х-10)-2-2-4--6 
IE 
PQC-12)2 L3 


Taigi atsitiktinio dydžio X skirstinys yra toks: 


Anas 
Patikriname: 19316*9*9*36 l: 


2. Apskaičiuojame atsitiktinio dydžio X matematinç viltį EX ir 
dispersiją DX : 


l 7.1 


EX 24.4 3 


1 1 1 1 1 
*t8.5*10- 9 411-5 412-4077, 


2 pavyzdys. Turime 10 vienodų kortelių, ant kurių užrašyti skaičiai 
1,1,1,4,4,4,4,6,6,6: 


BIBIBIBTBTGTEO E] Ee] e] 


Šios kortelės apvertiamos ir sumaišomos. Po to atsitiktinai 
ištraukiama viena kortelė, užrašomas ant jos esantis skaičius ir kortelė 
dedama atgal prie likusiųjų. Kortelės vėl sumaišomos, atsitiktinai 
ištraukiama antra kortelė ir užrašomas ant jos esantis skaičius. 

Tegu atsitiktinis dydis X — ant ištrauktų kortelių užrašytų skaičių suma. 

1. Parašykime atsitiktinio dydžio X skirstinį. 

2. Apskaičiuokime atsitiktinio dydžio X matematinę viltį EX, 
dispersiją DX ir standartinį nuokrypį o(x). 

Sprendimas. 1. Ant ištrauktų kortelių užrašytų skaičių galimas sumas 
patogu surašyti į lentelę: 


| коте | 1] 14] 1]6]4 14 6 [6 | 

| "koree [та т [6] 1 [4 [6 [4 [6 | 

| Skaičių sumos | 2 | 5 | 5 | 7 Į 7 | 8 [10 [10 [12 | 

Iš lentelės matome, kad atsitiktinis dydis X gali įgyti reikšmes 
2,5,7,8,10,12. 

Ant ištrauktų kortelių užrašytų skaičių suma bus lygi2, kai ant 
pirmosios kortelės bus užrašytas skaičius 1 ir ant antrosios kortelės bus 
užrašytas skaičius 1. 


Tikimybė įvykio, kad ant pirmosios kortelės bus užrašytas skaičius 1, 


lygi 8 nes iš viso yra 10 kortelių, o skaičius 1 užrašytas ant 3 kortelių. 


Tikimybė įvykio, kad ant antrosios kortelės bus užrašytas skaičius 1, taip 


pat lygi 2 Minėtieji įvykiai yra nepriklausomi, todėl jų sankirtos 


10” 
Зэс НЭЭ ДОР: 
tikimybė lygi 1019 
Vadinasi, atsitiktinis dydis X įgyja reikšmę 2 su tikimybe 
as 
Р(Х =2)= 10 10 = 0,09. 


Ant ištrauktų kortelių užrašytų skaičių suma lygi 5, kai ant pirmosios 
kortelės bus užrašytas skaičius 1, o ant antrosios — skaičius 4 ir atvirkščiai, 
kai ant pirmosios kortelės bus užrašytas skaičius 4, o ant antrosios — 
skaičius 1. 

Tikimybė, kad ant pirmosios ištrauktos kortelės bus užrašytas skaičius 


1 lygi 25 nes iš viso yra 10 kortelių, o, skaičius | užrašytas ant 3 
kortelių. 


Tikimybė, kad ant antrosios ištrauktos kortelės bus užrašytas skaičius 
„4 

4 —. 

“ХУВ! ту 

Atvirkščiai, tikimybė, kad ant pirmosios kortelės bus užrašytas 

skaičius 4, lygi $ o ant antrosios kortelės — skaičius1, lygi 5 


Tikimybė, kad ištrauktų kortelių skaičių suma yra 5, lygi 


Apskaičiuojame tikimybes, su kuriomis atsitiktinis dydis X įgyja 
likusias reikšmes 7,8,10 ir 12: 


"mJ 16 
P(X =7)= тусто 1010: 018: 
=й... 
Р(Х - 8) - 5-15 7016; 
А ДРЕ Е 4 š 
Р(Х--10)-18-0 0 T = 024; 
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P(X 212) 157 009. 


Užpildome lentelę, apibrėžiančią atsitiktinio dydžio X skirstinį: 


2. Atsitiktinio dydžio X matematinė viltis: 
EX =2-0,09+5-0,24+7-018+8-016+10-0,24+12-0,09 = 7,4. 
Atsitiktinio dydžio X dispersija: 
рхХ-(2-74)"-009-(5-74)"-024-(7-7,)"-018- 
+(8-7,4)° -0,16 + (10 - 7,4)? -0,24 + (12- 7,4)? -0,09 = 7,62. 
Apskaičiuojame atsitiktinio dydžio X standartinį nuokrypį: 


с= DX ; с= 47,62 є 2,76. 


3 pavyzdys. Metamos trys monetos: 10 centų, 20 centų іг 50 centų. 
Atsitiktinis dydis X — atvirtusių centų suma. 

1. Parašykite atsitiktinio dydžio X skirstinį. 

2. Nubraižykite atsitiktinio dydžio X skirstinio grafiką. 

3. Raskite atsitiktinio dydžio X matematinę viltį ir dispersiją. 

4. Apskaičiuokite tikimybes įvykių: 

Р(Х <60); P(X 250); P(20< X <60). 

Sprendimas. 1. Atliekame bandymą: metame tris monetas. Šio 

bandymo baigtys yra tokios: 


GAC) eG eG) 
GAC) BO) eX) 
OOG) 
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Taigi bandymo elementariųjų įvykių aibė yra tokia: 
E ={(H, H , H), (10, H , H),(H ,20, H), (10,20, H), 
(H, Н, 50), (10, Н, 50), (H 20, 50), (10, 20, 50)]. 
Iš viso turime 8 elementariuosius įvykius, kurių kiekvienas gali įvykti 
tik vieną kartą. Vadinasi, 


Р(Х-0)-4: Р(Х-10)- Р(Х =30)= 


L. 
87 Р(Х-20)- 
Р(Х =50)= у 3 Р(Х- 60-1; М 


| l= 


1 
8 
Р(Х =10)= š: P(X =80)= 


| m |0 [10] 20 | 30 50 | 60 | 70 | 80 | 


EZIHHHHBHHBH 


2. Atsitiktinio dydžio — 1 
X skirstinio grafikas: 


50 60 70 80 m 
17 pav. 


0 10 20 30 
3. Apskaičiuojame atsitiktinio dydžio X matematinę viltį EX їг 
dispersiją DX : 
l = 
EX -0- puo DS * 30 gt 50: 8+%0` REL L go. $^ 40, 


DX - (0-40)! -x-€(10- 40)! -£+ 20-40)" **00- 40) - i 
40-40) -$+ (60-40)? ++ (70-40)! gi G0- 40). 55750. 
4. P(X <60)= P(X duo =20)+ Р(Х =30)+ 


е babeo ha 63. 
+P(X =50)+ P(X =60)= i Put s3 ВО 


Р(Х > 50)= Р(Х = E. Р(Х =60)+ Р(Х =70)+ Р(Х =80)= 


glglgl.b-4 d. 

“878 8 8 8 2? 
P(20< X <60)= Р(Х = 30)+ Р(Х = 50)=1+1=2-1 
878 8 4 


4 pavyzdys. Iš dėžės, kurioje уга 2 balti ir 4 juodi rutuliai, 
atsitiktinai išimami 4 rutuliai. Atsitiktinis dydis X — ištrauktų juodų 
rutulių skaičius. Apskaičiuokite šio atsitiktinio dydžio matematinę viltį 
EX , dispersiją DX ir standartinį nuokrypį с. 

Sprendimas. Tegu atsitiktinis dydis X -— ištrauktų juodų rutulių 
skaičius. Galimi variantai: 


Шин 
[sių niu skaičius | 2 | 1 | 9 ] 


Kadangi dėžėje yra 6 rutuliai, o išimami 4 rutuliai, tai galimų įvykių 
skaičius: 
| pa 0 5.6. 
нв Эрэ 2 
Ištraukti iš dėžės 2 juodus їг 2 baltus rutulius уга 
ANE M 
С Cis? būdai, 
o tikimybė, kad atsitiktinis dydis įgis reikšmę 2, lygi 
Зар ай 
Р(Х-2)- 155: 
Ištraukti iš dėžės З juodus ir 1 baltą rutulį уга 
4! 2! 
ЕЛИП 


o tikimybė, kad atsitiktinis dydis įgis reikšmę 3, lygi 


С1-С1- -8 büdai, 
харш 
Р(Х =3)= те 


Ištraukti iš dėžės 4 juodus rutulius уга С i =1 būdas, o tikimybė, kai 
atsitiktinis dydis įgis reikšmę 4, lygi 


1 
P(X =4)= is 
Atsitiktinio dydZio X skirstinys yra: 


Atsitiktinio dydžio X matematinė viltis: 
PT EAM 
ЕХ =2 513 1554 153: 
Atsitiktinio dydžio X dispersija 


sta TY" 2 (-2)-4 (+-2) 1-15 
ох =(2 $) s Т\З 3 i5 +14 3 z 


—9— 2 : 4 
o vidutinis kvadratinis nuokrypis o = —— = 0,6. 
E 
Atsakymas. ЕХ-8: DX ===; 0x06. 


5 pavyzdys. Dėžėje yra 3 balti ir 5 juodi rutuliai. Iš dėžės atsitiktinai 
ištraukiami 5 rutuliai. Atsitiktinis dydis X -— ištrauktų baltų rutulių 
skaičius. 

1. Užpildykite lentelę, apibrėžiančią atsitiktinio dydžio X skirstinį. 

2. Apskaičiuokite atsitiktinio dydžio X matematinę viltį EX . 

Sprendimas. 

1. Galimos bandymo baigtys yra šios: 

a) visi ištraukti rutuliai yra juodi; 

b) ištrauktas 1 baltas ir 4 juodi rutuliai; 
€) ištraukti 2 balti ir 3 juodi rutuliai; 
d) ištraukti 3 balti ir 2 juodi rutuliai. 

Vadinasi, atsitiktinis dydis X — ištrauktų baltų rutulių skaičius — gali 
įgyti šias reikšmes: 0,1,2,3. 

Kadangi iš viso dėžėje yra 8 rutuliai, tai 5 rutulius iš 8 galima ištraukti 

C, būdais. 
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| C$ 1 6 pavyzdys. Medžiotojas turi 4 šovinius. Tikimybė medžiotojui vienu 
a) Tikimybė, kad visi 5 ištraukti rutuliai yra juodi, lygi —- = == 


šūviu pataikyti į bėgantį kiškį lygi 1 Atsitiktinis dydis X – šūvių į kiškį 
Taigi atsitiktinis dydis X įgyja reikšmę 0 su tikimybe iki pirmo pataikymo arba kol pasibaigs šoviniai skaičius. 

P(X =0)= T. a) Sudarykime atsitiktinio dydžio X skirstinį. 

5. b) Apskaičiuokime atsitiktinio dydžio X vidurkį. 
b) Tikimybė, kad bus ištrauktas I baltas ir 4 juodi rutuliai, lygi Sprendimas. a) Atsitiktinis dydis X gali įgyti keturias reikšmes: 
1 4 

C,-C, = 3-5 _ 15 X ={1;2;3;4}, ty. medžiotojas galėjo iššauti: 

=; š 
C, "6 306 vieną karta — pirmas šūvis taiklus; 
Vadinasi, atsitiktinis dydis X įgyja reikšmę 1 su tikimybe du kartus — antras šūvis taiklus; 


Р(Х =1)= 15. tris kartus — trečias šūvis taiklus; 
56 keturis kartus — pirmieji 3 šūviai buvo netaiklūs (o ketvirtas gal taiklus, o 
c) Tikimybė, kad bus ištraukti 2 balti ir 3 juodi rutuliai, lygi gal ir ne). Apskaičiuokime atsitiktinio dydžio X reikšmių tikimybes: 
С.С; 340 30 Р(Х =1)=+. 
ен 56 567 4 
Taigi atsitiktinis dydis X įgyja reikšmę 2 su tikimybe Р(Х = 2) = P (pirmas šūvis netaiklus)- P (antras šūvis taiklus) = 


30 
Р(Х -2)- сє 


d) Tikimybė, kad bus ištraukti 3 balti ir 2 juodi rutuliai, lygi 
Ci-Ci 140 10 
€i 56 56: 
Taigi atsitiktinis dydis X įgyja reikšmę 3 su tikimybe 
23). 19 
Р(Х =3)= 56` 


Atsitiktinio dydžio X skirstinys, užrašytas lentele, atrodo taip: 


A Aa ИСЛЕ ИПИ et 3 


an Е 7 Тэ B b) EX =1- DU Залаа» 
| | 56 | 56 | 56 56 | l6 6 е 
2. Randame atsitikšinio dyażio А matematinę vėlų ЕХ. -1,3,27, ын. 175 175247. 
^ рн 4 8 64 6&4 ^64 
1 2 з a aJ 
Y = fy. 2-4 Bc A Эс EAR уа. фа 
шээг чи нх 1 эн ыг 
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3 SKYRIUS. STATISTIKA 
3.1. GENERALINĖ AIBĖ IR IMTIS 


Kiekvienas i$ müsu kasdien susiduria su skaitine informacija, 
lentelėmis, diagramomis. Žmonėms įdomu, pinga аг brangsta prekės ar 
akcijos, kiek gyventojų yra šalyje, mieste, rajone. Skaitinė informacija – 
tai duomenys. 

Mokslo šaka, kuri tiria skaitinės informacijos (duomenų) rinkimą, 
tvarkymą ir analizavimą, vadinama statistika. 

Statistika nagrinėja kaip rinkti duomenis, juos analizuoti daryti 
patikimas išvadas. 

Kiekvienas tyrimas nagrinėja tam tikrą individų ar objektų grupę, kuri 
statistikoje vadinama generaline aibe, arba populiacija. 


Pavyzdžiui, jei tiriame savo mokyklos mokinių sveikatingumo 
rodiklius, tai populiacija yra visi mokyklos mokiniai. 

Nustatyti populiaciją ir jos dydį ne visuomet lengva. Jei populiacija 
nedidelė, paprastai renkame duomenis iš visų populiacijos narių. Bet jei 
populiacijos narių skaičius didelis, tai dažniausiai tyrimui atrenkama dalis 
populiacijos. 

Tyrimui atrinkta populiacijos dalis vadinama imtimi. 

Kad ištyrę imtį gautume patikimą informaciją apie visą populiaciją, 
t.y. generalinę aibę, imtis turi gerai atstovauti visai populiacijai. Sakoma — 
imtis turi būti reprezentatyvi. Imtis yra reprezentatyvi, jei ji gerai atspindi 
visas populiacijos proporcijas. Sakykime, kad norime išsiaiškinti, kuris 
politikas populiariausias. Norint sudaryti reprezentatyvią imtį, reikėtų imti 
vyrų ir moterų skaičių, kad jų santykis būtų toks pat kaip ir visoje 
Lietuvoje. Čia galima atsižvelgti ir į kitas proporcijas: miesto ir kaimo 
gyventojų, dirbančiųjų, bedarbių ir kt. 

Jei imtis reprezentatyvi, remiantis surinktais duomenimis padarytos 
išvados apie generalinę aibę bus patikimos. 


3.2. DAŽNIŲ IR SANTYKINIŲ DAŽNIŲ LENTELĖS 


Atlikdami statistinius tyrimus surenkame duomenis. Surinkti duo- 
menys dažnai taip pat vadinami imtimi, o duomenų skaičius — imties 
dydžiu. 

Surinktus duomenis galima surašyti variacine eilute, dažnių lentele. 


Variacinė eilutė yra nemažėjančiai sutvarkyta imtis: 
Хү, Хээ X35 As Жн» 
Pats paprasčiausias surinktų duomenų tvarkymo būdas – dažnių 

lentelės sudarymas. Dažnių lentelės vienoje eilutėje surašomi skirtingi 


variacinės eilutės skaičiai (duomenys), o kitoje jų dažniai (pasikartojimų 


skaičius): 
ЕЕЕ ЕЯ 
оа | [7 |10] 


1 pavyzdys. Parduotuvėje „Batas“ buvo tiriama, kokių dydžių vyriškų 
batų parduodama daugiausia. Atsitiktinai buvo atrinkta 20 žmonių, 
pirkusių vyriškus batus. Atrinktųjų vyriškų batų pirkėjų įsigyti batai buvo 
tokių dydžių: 

41, 39, 41, 40, 4l, 40, 42, 40, 42, 40, 4l, 44, 
40, 44, 43, 42, 41, 42, 43, 41. 


Šią imtį sutvarkykime duomenų didėjimo tvarka: 
39, 40, 40, 40, 40, 40, 41, 41, 41, 41, 41, 41, 42, 
42, 42, 42, 43, 43, 44, 44. 
Gavome duotosios imties variacinę eilutę. Iš sutvarkytos imties lengva 
nustatyti, kad imtyje yra 6 skirtingi duomenys: 
39, 40, 41, 42, 43, 44, 
kurie pasitaiko atitinkamai 
7,441, f. =5, f, =6, f4=4, f,-2, /,-2 kartų. 
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Sudarome dazniu lentele: 


[ Ban ауаз | 39 Гао Га Га Газ | 44 ] 
| Dažnis | : [5 ] 6 [4 | 2 | 2 | 

Statistikoje dažnai skaičiuojami santykiniai dažniai — dažnis dali- 
jamas iš imties dydžio п (duomenų skaičiaus). 


Цан fa 5 f 6 


n 20 "uo 20 "n 20 
La 23232, 28.4. 
n 20° n 20° n 20 


Visus šiuos dydžius patogu vaizduoti lentele: 


ESEIEIEIEIEIES 
Еее 


51313515 41212 
^n |20120120|20120|20 


3.3. DIAGRAMOS 


Geriau už lentelę imties savybes parodo brėžinys. Vienas iš 
paprasčiausių grafinių duomenų vaizdavimo būdų — stulpelinė diagrama. 
Ji braižoma taip: abscisių ašyje atidedame skirtingas duomenų reikšmes ir 
nubrėžiame stulpelius, kurių aukščiai proporcingi dažniams (santykiniams 
dažniams). 


1 pavyzdys. Jonas surašė dešimties savo draugų gimimo mėnesių 
numerius ir gavo tokią imtį: 
L. 2; ЛЬ 3. 4, бу 9.1, бу LL 
Pirmiausia sutvarkome šiuos duomenis, surašydami juos didėjimo 
tvarka: 
L L L 2, 3..3. 4, 76, 6. М, 


602 


Visus šiuos dydžius vaizduojame lentele: 


1 2 3 4 6 11 Gimimomėnesių 
numeriai 


Braižome santykinių dažnių diagramas pagal lentelės duomenis: 


1 2 3 4 6 11 Gimimomėnesių 
numeriai 
Grafiškai imties dažnius (taip pat ir santykinius dažnius) galima 
pavaizduoti ir skrituline diagrama. Skritulys dalijamas į tiek sektorių, 
kiek yra skirtingų imties duomenų. Brėžiamos skritulio išpjovos, kurių 
kampo didumai proporcingi duomenų dažniams. 
Braižome mūsų nagrinėtos imties skritulinę diagramą. Kadangi iš viso 


jo 
уга 10 duomenu, +tai viena duomenj atitinka IE зе išpjovos 


kampas. Braižant skritulinę diagramą patogu sudaryti tokią lentelę: 


Mėnesio 2 
numeris 


Dažnis 


Išpjovos 
kampo 
didumas 


Braižome skritulinę diagramą: 
Ж; 


3 ménuo 


11 ménuo 


ménuo 


6 ménuo : 
2 ménuo 


4 ménuo 


Kai duomenų skirtingų reikšmių yra labai daug, tai nei stulpelinė, nei 
skritulinė diagramos nėra labai informatyvios. 

Pirmojoje būtų labai daug stulpelių, o antrojoje — labai daug sunkiai 
įvertinamų skritulio išpjovų. 


Tokiais atvejais duomenis patogu grupuoti į intervalus. 


2 pavyzdys. Tikrinant betoninės sienos kokybę, paimti mėginiai, kurių 


tankis buvo toks (-5| : 
ст 


23; 26: 30; 56: 42: 36; 26; 24; 30; 36; 30; 36; 
23; 30; 24: 50; 24; 50; 30; 50. 

Matome, kad visi mūsų imties duomenys yra intervale [23; 5]. 
Padalykime intervalą į kelis vienodo ilgio intervalus ir nustatykime, kiek 
duomenų patenka į juos. Į kelias dalis dalyti duomenų intervalą? Galima 


pasirinkti bet dažniausiai imama nuo 5 iki 20. 

Vietoj intervalo [2,3; 5,0] imkime intervalą [2; 5] ir padalykite jį į 6 
dalis: [2; 2,5), [2,5;3), (3:3,5), [3,5;4), [4; 4,5), [4,5; 5]. 

Sudarome sugrupuotų duomenų dažnių lentelę: 


[2; 2,5) | [2,5;3) | [3;3,5) | (3,5:4) | [4;4,5) | [45:5] 
Š 2 5 3 | 4 
in T 


Intervalas 


2 25 3 35 4 45 5 Meginio tankis (45) 
cm 


Santykinis daznis 
o 
= 0 W 


Sugrupuotos imties santykinių dažnių stulpelinės diagramos 
vadinamos histogramomis. 


3.4. SKAITINÉS DUOMENŲ CHARAKTERISTIKOS 


Imties plotis yra skirtumas tarp didžiausio ir mažiausio imties 
duomens. Jeigu imties duomenys surašyti variacine eilute 
үз Ks ea Ху 
tai šios imties plotis: 
А,-х,-Х,. 
Vidurkis yra viena iš plačiausiai vartojamų imties skaitinių 
charakteristikų. Vidurkį gauname sudėję visus imties duomenis ir gautąją 
sumą padaliję iš duomenų skaičiaus. 
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1 pavyzdys. Kūno kultūros pamokoje berniukai prisitraukinéjo prie 
skersinio. Mokytojas surašė rezultatus: 4, 8, 9, 8, 5, 5, 8, 9, 8, 
10. Koks šios rezultatų imties vidurkis? 
Visus imties skaičius sudedame, gautąją sumą padalijame iš elementų 
skaičiaus. Taigi rezultatų imties vidurkis yra. 
4+5+5+8+8+8+8+9+9+10 _ 
10 


.., x, vidurkiu vadinamas jos duomenų aritme- 


74. 


Imties Хү, x5, 
tinis vidurkis x: 


Е XptXó7..tX, 


Ki 


n 
Imties vidurkį patogu skaičiuoti turint dažnių lentelę. Jei imtyje 
reikšmės Хү, x5, ..., x, pasikartoja atitinkamai fj, f5,..., f, 


kartu, tai dažnių lentelė tokia: 


Tokios imties reikšmių vidurkį skaičiuojame taip: 
1. Imties duomenis dauginame iš jų dažnio ir gautas sandaugas 
sudedame: 


XVfitxifitectxyfas 
2. Apskaičiuojame imties dydį (sudedame dažnius): 
h= fyt fa Peet fg 
3. Apskaičiuojame imties vidurkį (duomenų sumą dalijame iš imties 
dydžio): 
X; pex fy Xp f. 
n 


х= 
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Vidurkis ne visada уга gera imties charakteristika. Sakykime, Каа 
nedidelės firmos darbuotojų atlyginimai yra tokie: 8000, 1000, 700, 
800, 700, 1200, 750, 850 litų. Firmos darbuotojų atlyginimų 
vidurkis 1750 Li. Akivaizdu, kad šis skaičius necharakterizuoja 
daugumos darbuotojų atlyginimo dydžio, nes viską nulemia vienas 
didžiausias atlyginimas. 

Panašiais atvejais galime naudoti kitą charakteristiką — moda. 


Moda vadinama dažniausiai pasitaikantis imties duomuo. Jeigu visi 
duomenys pasitaiko imtyje vienodai dažnai — imtis modos neturi. Jei yra 
keli dažniausiai pasitaikantys imties duomenys - visi jie vadinami 
modomis ( žymime M, ). 


Pavyzdžiui, nagrinėtos atlyginimų imties moda M „= 700; 

imtis 200, 200, 500, 500, 700, 700 modos neturi; 

imtis 30, 60, 60, 75, 80, 80, 85, 95 turi dvi modas — 60 ir 80. 

Kitas svarbus imtį apibūdinantis skaičius yra mediana. Norėdami ją 
rasti visų pirma išrikiuojame duomenis didėjimo tvarka. 

Mediana vadiname skaičių, esantį variacinės eilutės viduryje, kai 
duomenų skaičius nelyginis ir dviejų viduriniųjų skaičių aritmetinį vidurkį, 
kai duomenų skaičius lyginis (žymime M 4 ). 

2 pavyzdys. Imties 2, 3, 6, 6, 8, 8, 8, 9 mediana yra 

Ма=7; 
3 pavyzdys. Imties 2, 3, 4, 4, 6, 6, 7, 9 mediana yra 


M,2——-558. 
a 2 
Kartais naudojamos duomenu skaitinés charakteristikos, kurios 
vadinamos kvartiliais. 


Imties kvartiliai yra skaičiai, padalijantys imtį ketvirčiais. 


Pirmasis kvartilis ( žymima Qj) — tai skaičius, už kurį yra ne didesni 
ne mažiau kaip ketvirtadalis duomenų reikšmių ir ne mažesni ne mažiau 
kaip trys ketvirtadaliai reikšmių. 

Trečiasis kvartilis (žymima Q5) – tai skaičius, už kurį yra nedidesni 
ne mažiau kaip trys ketvirtadaliai duomenų reikšmių ir ne mažesni ne 
mažiau kaip ketvirtadalis reikšmių. 


4 pavyzdys. Akvilės I pusmečio matematikos įvertinimai buvo tokie: 
4, 9, 5, 8, 7, 6, 10, 7, 8, 9, 10, 6, 7, 9. 
Turime 14 skaičių imtį. Iš pradžių ją sutvarkykime: 
4, S 6, б, 7, 7; 7, 8, 5,9, 9, 9, 10; 10. 
Sudarome šios imties dažnių ir santykinių dažnių lentelę. Papildome ją 
dar dviem eilutėmis. 


Sumos f+ f+...+ f; vadinamos sukauptaisiais dažniais, o 


Л fs. f; 


sumos ———n R — sukauptaisiais santykiniais dažniais. 


Norėdami rasti pirmąjį kvartilį sukauptuju dažnių eilutėje (paskutinėje 


lentelės eilutėje) ieškome reikšmės i arba didesnés uz i Matome: 


L 


=. lel Ža 
1447 407 


EIL 


Taigi pirmasis duomuo, kurio sukauptasis dažnis didesnis už T 
lygus 6. Jį ir laikome pirmuoju kvartiliu: 
0,-6. 
Sukauptuju santykiniu dažnių eilutėje sukauptasis santykinis dažnis 


E parašytas po skaičiumi 7, taigi 


Maz 28-15. 


Mediana dar vadinama antruoju kvartiliu. 
Norėdami rasti trečiąjį kvartilį, ieškome sukauptojo santykinio dažnio 


lygaus i arba didesnio už 3. Matome: 


Spi. Sod 
14 4 7 4 
Taigi pirmasis imties duomuo, kurio sukauptasis santykinis dažnis yra 


didesnis už i lygus 9. Šį skaičių ir laikome trečiuoju kvartiliu: 


0,-9. 
Kvartilių galime ieškoti panašiai kaip medianos. Mediana perskiria 
sutvarkytos imties duomenis į 2 dalis — apatinę pusę ir viršutinę pusę. 
Apatinės pusės mediana vadinama pirmuoju kvartiliu, o viršutinės 
pusės mediana vadinama trečiuoju kvartiliu. 


5 pavyzdys. Raskime sutvarkytos imties 3, 3, 4, 4, 4, 6, 6, 6, 
7, 7, 8, 8, 8, 10 pirmąjį ir trečiąjį kvartilius O, ir Q}. 
Sprendimas. Duotosios imties duomenų skaičius yra lyginis, todėl 
mediana lygi dviejų viduriniųjų variacinės eilutės reikšmių aritmetiniam 
vidurkiui: 
6+6 


М,-2327-6 
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Mediana perskiria duomenis į apatinę dalį 3, 3, 4, 4, 6, 6 
ir viršutinę dalį 6, 7, 7, [S.] 8, 8, 10. 


Apatinės dalies mediana yra duotosios imties pirmasis kvartilis 


9, = 
o viršutinės dalies mediana yra duotosios imties trečiasis kvartilis 
0,=8. 


6 pavyzdys. Raskime sutvarkytos imties 3, 4, 5, 5, 6, 7, 7, 7, 8 
pirmąjį ir trečiąjį kvartilius O, ir Q}. 
Sprendimas. Duotosios sutvarkytos imties duomenų skaičius yra 
nelyginis, todėl mediana lygi viduriniojo variacinės eilutės nario reikšmei: 
M, -6. 
Mediana perskiria imties duomenis j apatine dalj 3, 4, S; 16: E 
viršutinę dalį 6, 7, [7.] 7, 8. 
Apatinės dalies mediana yra duotosios imties pirmasis kvartilis 
0, =5, 
о viršutinės dalies mediana уга duotosios imties trečiasis kvartilis 
0,-1. 
Dažnai naudojama imties duomenų skaitinė charakteristika, vadinama 
dispersija. 
Imties vidurkis yra skaičius, apie kurį yra išsisklaidę kiti imties 
duomenys. 
Tą patį vidurkį gali turėti labai įvairios imtys. 


7 pavyzdys. Imtis 2, 1, 1, 3, 2, 3 vidurkis lygus 2, ty. x = 
Imties –4, 0, — „18, 0, 3, -2 vidurkis irgi lygus 2, ty. х= 2. 

Abi imtys skiriasi ne tik duomenų kiekiu, bet ir išsisklaidymu. 
Antrosios imties skaičiai yra išsisklaidę labiau. Norėdami palyginti dviejų 
ar daugiau imčių duomenų išsisklaidymus, nagrinėjame dispersiją. 
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Dispersija yra dydis, kuris nusako imties duomenų išsibarstymo apie 
vidurkį didumą. 


Imties x,, x5, ..., x, (n>1) dispersija vadiname skaičių 
E EV 
Мо 
п-1 


Imties standartiniu kvadratiniu nuokrypiu vadiname skaičių 


(к -x 4...4(х,-3Х| 


n-l 


8 pavyzdys. Raskime imties 92, 94, 103, 105, 106 dispersija. 
Sprendimas. Randame imties vidurkį: 


SS зоо: =100. 


Randame imties dispersija: 
2 _ (92-100)? «(94—100)? (103-100)? (105-100)? (106-100)? | 
—rsIIr „ 


-42,5. 
Taigi s? = 42,5. 


Dispersija plačiai naudojama lyginant kelių imčių duomenis. 
Išnagrinėkime pavyzdį. 


9 pavyzdys. Trys gamintojai tiekia varžtus dėžutėmis, ant kurių 
užrašyta: „Dėžutėje yra vidutiniškai 50 varžtų“. Pirkėjas paima po keletą 
dėžučių iš kiekvienos siuntos ir nustato tokį dažnių skirstinį: 


| Уатт skaičius deje 45 [a6 [47 Гав 149 150151 
Imtis iš 1-ojo gamintojo siuntos| 1 | ERETEIIIERUOESEN 


Imtis iš 2-0jo gamintojo siuntos EN 25 
Imtis iš 3-ojo gamintojo siuntos El 32 


Iš kurio gamintojo jis turėtų ateityje pirkti varžtus? 


Sprendimas. 1-osios, 2-osios ir 3-05105 imties vidurkiai vienodi, t.y. 
X, = x, = xs = 49. Atsakyti į klausimą negalima. 


Apskaičiuokime pateiktų duomenų dispersijas: 
I: 52 = x; (45-49) -14 (46-49)! -24 (47-49)! -54 (48-49) -64 


«(49 — 49)? 7 (50-49)? -13« (51-49)? 5 (52- 49)? - 1) = 2,62. 
n: s? = as (as- 49)? -10-- (49-49)? -25 (51-49)? -5)= 0,77. 


Hl: s*= klas 49)? -14-(47 - 49)? -3+ (49—49)? -32+ 
« (50— 49)? -1 (52-49)? .3)« 144. 


Išvada. Pirkėjas turėtų pirkti iš antrojo gamintojo, nes imties 
dispersija mažiausia. 


3.5. KORELIACIJA 


Iki šiol rinkdami duomenis statistiškai tyrėme kurį nors vieną požymį: 
pažymių skaičių, temperatūrą, šuolio dydį, bėgimo laiką ir kt. Tačiau 
praktiškai dažniau tiriami du to paties objekto požymiai ir ieškoma ryšio 
tarp jų. Pavyzdžiui, ekonomistus domina, kaip atlyginimas priklauso nuo 
išsilavinimo, medikus — ryšys tarp surūkytų cigarečių skaičiaus ir plaučių 
ligų dažnumo ir t.t. 


1 pavyzdys. Antanas apklausė 12 savo klasės draugų norėdamas 
išsiaiškinti, ar yra ryšys tarp berniukų ūgio ir jų batų dydžio. Apklausos 
duomenys pateikti lentelėje 


8 
ESPBBRBHE | | | JE 
> 
«s 


1525 [repe трии o pe 
ЕЕЕ 5745 151556 ACO 


Jeigu šiuos duomenis pavaizduojame koordinačių plokštumoje taškais 
(p, : m.) (i21,2,...,12), čia р, – dydžio P, o т, -dydžio M 
reikšmės, gauname duomenų sklaidos diagramą: 


Ūgis M 


41 42 43 44 45 46 47 48 Batų dydis P 


Diagramos taškai nėra vienoje tiesėje, tačiau tarsi grupuojasi apie 
vieną tiesę. Taigi ryšys tarp atsitiktinių dydžių P ir M primena tiesinį 
ryšį y=ax+b su teigiamu krypties koeficientu a. Vadinasi, didėjant 
vieno iš kintamųjų reikšmėms, didėja ir kito. Tokiu būdu berniukų batų 
dydis ir jų ūgis yra teigiamai koreliuoti požymiai. 


2 pavyzdys. Poilsio namų prie jūros ir kaimo turizmo sodybos 
šeimininkai 8 metus iš eilės registravo vasaros mėnesius lietingų dienų 
skaičių ir poilsiautojų skaičių. Štai kokius duomenis jie gavo: 


[ Weiden sat [| S | [u] s [7 [8.5] 
|Poilsiautoju pajūryje skaičius! pajüryje |Poilsiautoju pajūryje skaičius] 100 | 1100 110 [120 | 80 |200 220] 90 [140 | 


Poilsiautoju kaimo turizmo 
харав шин” | 12 | 13 | 13 | ns [ими а) 


Pirmiausia, pavaizduojame duomenis sklaidos diagrama, iliustruo- 
jančia, kaip nuo lietingu dienų skaičiaus priklauso poilsiautojų pajūryje 
skaičius: 
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Poilsiautoju pajü- 
ryje skaicius М 


i 


5 6 7 8 9 I0 II 12 13 Lietingų dienų 
skaičius P 
Pastebime, kad duomenis vaizduojantys taškai vėl grupuojasi apie 
tiesę у=ах+Ь, tik šį kartą jau su neigiamu krypties koeficientu a. Šiuo 
atveju vieno kintamojo (lietingų dienų skaičiui) didėjant, kito (poilsiautojų 
pajūryje skaičius) reikšmės mažėja. Vadinasi, tarp požymių yra neigiama 
koreliacija. 
Nubrėžiame kitą sklaidos diagramą, kurioje pavaizduojame duomenis 
apie lietingų dienų ir poilsiautojų kaimo turizmo sodyboje skaičių. 


Poilsiautojų kaimo turiz- 
mo sodyboje skaičius M 


| 


5.6 7 8 9 0 11 12 Lietingųdienų 
skaicius Р 


Cia taskai (p om 5) vaizduojantys nagrinéjamus duomenis, nesigru- 
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puoja apie kurią nors pasviraja tiesę. 

Vadinasi, lietingų dienų skaičius neturi įtakos poilsiautojų kaimo 
turizmo sodyboje skaičiui. 

Galima ir dviejų požymių ryšio panašumą į tiesinį įvertinti nebraižant 
duomenų sklaidos diagramos, bet nurodant tik skaičių. 

Išmatavę atrinktųjų objektų požymius, gauname duomenų poras: 

Хү IT jis X4 W yj ss Ay yy 

Kiekvieno iš abiejų požymių duomenis nagrinėdami atskirai, galime 
apskaičiuoti imčių vidurkius ir standartinius nuokrypius: 

ži Kyu 


xI 


У п-1 


Kiekvienai duomenų porai sudarome nuokrypių nuo vidurkių 
sandaugą: 

(5 -х). (у -y) (c; -3 (y; -y) im len -3) (vn -y) 

Sumos б, -3)- б, -y)+ í; -3) (y; -У)» n, -5) (y, -y) 
ženklas tarsi parodo apie kokią tiesę — su teigiamu ar neigiamu krypties 
koeficientu — linkę grupuotis duomenų sklaidos taškai. 

Jeigu matuojant du atrinktųjų objektų požymius X ir Y gauti 
duomenys хү, Ху, Ха у, 3o Уһ (120b) tai šių 
požymių koreliacijos koeficientu vadiname skaičių 
(5 - x), -ў)+(х,-х)(у, beet x bees») 


(n-1): 5, 5, 


22$ 


Jeigu dviejų požymių koreliacijos koeficientas teigiamas, sakome, kad 
požymiai teigiamai koreliuoti, jei neigiamas — neigiamai koreliuoti. 

Jeigu koreliacijos koeficientas lygus nuliui, sakome, kad požymiai yra 
nekoreliuoti. 


Skaičiuojant koreliacijos koeficientą dažnai patogu naudotis tokia 
formule: 


yu (s, "Yi tx: ya t... TA, ABS) 
(7-1)5,:5, ` 
3 pavyzdys. Poliklinikos gydytojos darbas — vykti pas ligonius pagal 
iškvietimus. Ji pastebėjo, kad kuo diena šaltesnė, tuo iškvietimų daugiau. 
Norėdama pagrįsti savo spėjimą, ji dešimt žiemos dienų iš eilės 
užsirašydavo vidutinę dienos temperatūrą ir iškvietimų skaičių: 


Vidutinė dienos 
temperatūra 7 


EE |] 


Apskaičiuosime dydžių 7 ir NM koreliacijos koeficientą. Pavaiz- 
duosime gautąsias reikšmes sklaidos diagrama. Nustatysime, ar ryšys tarp 
kintamųjų 7 ir M primena tiesinę priklausomybę? 

Sprendimas. Apskaičiuojame imties —5, -3, -4, -7, -8, -6, 
-9, -10, -10, -7 vidurkį T ir standartinį nuokrypį s; : 

- -5-3-4-7.2-8-6-9-10.2. 


10 -6,9. 


ас (75469)? +(-3+6,9)2 «(-4469)? 2(-7 6,9)? + 
9 


+(-8+6,9)? +(-6+6,9)2+(-9+6,9)2+2(-10+6,9)2 52,9 
— 22.22 Eik 


sp = |32 =2,42. 


Apskaičiuojame imties 4, 1, 2, 3, 4, 3, 3, 5, 4, 6 vidurkį N 
ir standartinį nuokrypį S y : 
3-4+1+24+3-34+5+6 _ 

10 Е 


E .3(4-35)? «(1-353 «2-3,5)? 438-35)? 4(5-3,5 «(6-35)) _ 
N TTT ope Iw wr TA 


N- 3,5. 


ЭРЭ 1375) 


Apskaičiuojame dydžių Т ir № koreliacijos koeficientą r: 
х -5-4+(-3)-1+(-4)-2+(-7)-3+(-8)-4+(-6)-3+(-9)-3+ 
т 9-2,42-1,43 
4(-10)-541-10)-4441-7)-6-10-(-6,9):3,5- 
9-2,42-1,43 , 
_ —261-10(—6,9)-.3,5 _ 
"— SUGAR 2 55 


Nubraižome duomenų sklaidos diagramą. 


4105-3-87-0-8-4-3-2-1.0 T 


Galima teigti, kad ryšys tarp dydžių T їг М primena tiesine 
priklausomybę. Tokią išvadą galime padaryti ir iš to, kad |r |= 0,63 (gana 
didelė koreliacijos koeficiento modulio reikšmė). 
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VIII DALIS. GEOMETRIJA 
1 SKYRIUS. PLOKSTUMOS GEOMETRIJA 
1.1. PAGRINDINÉS SAVOKOS 


e Plokštumos geometrija arba planimetrija, tyrinėja plokštumos figūras 
(pavyzdžiui, tiesė, trikampis, keturkampis, ir t.t.). 


e Pradiniai objektai geometrijoje yra paprasčiausios figūros — taškas, tiesė. 
e Aksioma - tai paprastas, akivaizdus teiginys, priimamas be įrodymo. 
e Teorema - tai teiginys, kurį reikia įrodyti, logiškai samprotaujant iš 
aksiomų ir anksčiau įrodytų teiginių. 

1.2. TASKAI, TIESĖS, ATKARPOS, SPINDULIAI 


€ Taškai ir tiesės yra pagrindinės plokštumos geometrijos figūros. Jeigu 
duotas taškas ir tiesė, tai galime nustatyti, ar tiesė eina per tašką. 


Suformuluosime keletą aksiomų. 
1 aksioma. Per bet kuriuos du taškus 


galime nubrėžti vienintelę tiesę (1 pav.). 


2 aksioma. Bet kuris tiesės taškas 
dalija ją į dvi dalis (2 pav.). 


pav. 
e Tiesė 

Tiesę galima žymėti mažąja raide, 
pavyzdžiui a, arba dviem didžiosiomis Ža B 
raidėmis, pavyzdžiui tiesė AB (3 pav.). — 

3 pav. 

e Atkarpa-tai figūra, kurią sudaro 
taškai А, В ir visi tiesės, einančios per A B 
ir B, taškai, esantys tarp A ir B. 4 pa- £ 
veiksle pavaizduota atkarpa AB. 4 pav. 
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€ Spindulys-tai figūra, kurią sudaro 
taškas А ir visi tiesės, einančios nuo taško 
A, taškai. Tašką A vadiname spindulio pra- 
džia. 5 paveiksle pavaizduotas spindulys AB. 


e Taškai gali priklausyti arba nepriklausyti 
tiesei. 6 paveiksle taškas А yra tiesėje a 
(priklauso tiesei a), rašome Аєа; о taškas 
B nepriklauso tiesei a (tiesė a neina per 
tašką B), rašome Bega. 


| 


5 pav. 


„B 
m сй 
a 


6 pav. 


1.3. SUSIKERTANCIOS, LYGIAGRECIOS IR 
STATMENOSIOS TIESÉS 


€ Susikertančios tiesės — tai tiesės, kurios 
turi vieną bendrą tašką. 7 paveiksle tiesės a 
ir b kertasi taške A. Šis taškas priklauso 
abiem tiesems. Каботе anb = A. 


e Lygiagrečios tiesės- tai tiesės, kurios 
nesusikerta, t.y. neturi bendro taško. 8 pa- 
veiksle pavaizduotos tiesės a ir b yra ly- 
giagrečios. Rašome a || Б. 


Aksioma. Per tašką, nepriklausantį duo- 
tai tiesei, galima nubrėžti ne daugiau kaip 
vieną tiesę, lygiagrečią duotajai (9 pav.). 


e Statmenosios tiesės — tai tiesės, kurios 
susikirsdamos sudaro stačiuosius kampus. 
10 paveiksle pavaizduotos statmenosios tiesės 
air b. Rašome а Lb. 


а А 
b 

7 pav. 
Nd 


b 
8 pav. 
A 
b 


a 
b 
10 pav. 


1.4. KAMPAI IR JU RÜSYS 


€ Kampu vadinama plokštumos dalis, 
kurią riboja du spinduliai, išeinantys iš 
vieno taško, vadinamo kampo viršūne 
(taškas A). Spinduliai vadinami kampo 
kraštinėmis (АВ іг AC). Zymime 
ZBAC = ZA - a. (11 pav.). 


11 pav. 
Kartais kampas žymimas ir skaičiumi, parašytu kampo viduje prie 
viršūnės (pavyzdžiui, ZBAC — Z1). Kaip ir atkarpas, kampus galima 
matuoti. Kampų didumas dažniausiai matuojamas laipsniais. Įprasta 


kampų matavimo vienetu pasirinkti EN ištiestinio kampo dalį, ją 
vadiname laipsniu. 

Pasirinkus kampą ir priskyrus jam skaičių 1 kiekvienam kitam 
kampui galima priskirti teigiamą skaičių, kurį vadiname to kampo 
didumu. Nors kampas ir jo didumas ne vienas ir tas pats, juos Zymime 
vienodai, pavyzdžiui, Z ВАС gali reikšti ir kampą, ir jo didumą. 
€ Kampų didumo savybė. Jeigu kampą 4 
spinduliu, nubrėžtu iš kampo viršūnės, 
padalysime į du kampus, tai šių kampų 
suma bus lygi pradinio kampo didumui, C 


Ly. ZAOC = Z AOB + Z ВОС (12 pav.). 2) ай 


I pavyzdys. Kampas ACD lygus 749. Iš jo viršūnės С kampo vi- 
duje išvestas spindulys CE, kuris kampą dalija į du kampus. Apskai- 


čiuosime kampo / АСЕ didumą, kai Z ECD = 50°. A 
E 
Duota: ZACD = 74°, ZECD-50*. 
Rasti: Z АСЕ. 50° 
13 pav. D 


Sprendimas. 
Kadangi ZACD = Z ACE + ZECD, tai 

АСЕ = ZACD- ZECD = 74° – 50° = 24°. 
Atsakymas. Z АСЕ = 24°. 


€ Kampu rüšys 


14 pav. 
1. Statusis kampas 
Kampa, lygų 90°, vadiname stačiuoju a 
kampu (14 pav.). a = 90° 
2. Smailusis kampas 
Катра, mažesnį už 90° , t.y. mažesnį už 15 pav. 
statųjį kampą, vadiname smailiuoju (15 pav.). (3 
0? <a « 90? 
3. Bukasis kampas 
Kampa, didesnį už 90?, bet mažesnį už браў, 


180° , t.y. didesnį už statųjį, bet mažesnį už a 
ištiestinį kampą, vadiname bukuoju (16 pav.). 909 < a < 180° 


4. Ištiestinis kampas a 


Kampas, kurio krastinés yra vienoje S 17 pav. 

tiesėje, vadinamas ištiestiniu (17 pav.). a =180° 
a 

5. Išvirkštinis kampas 

Kampą, mažesnį už 360°, bet didesnį už 18 pav. 
180°, vadiname išvirkštiniu kampu (18 pav.). 

180? < a < 360? 

6. Pilnutinis kampas 

Kampa, lygu 360?, vadiname & 19 рау. 

ilnutiniu kampu (19 pav.). 

P P P a = 360° 
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T. Gretutiniai kampai 
Jei iš ištiestinio kampo viršūnės nubré- 
šime spindulį, tai tą kampą padalysime į du 
kampus, vadinamus gretutiniais (20 pav.). 
Gretutinių kampų suma lygi 180°, nes 
kartu jie sudaro ištiestinį kampą: 


2 pavyzdys. Vienas gretutinis kampas 120? 
mažesnis už kitą. Rasime šiuos kampus. 
Duota: Z1— Z2 =120°. x*D0 
Rasti: Zl ir Z2. 
" m 21 pav. 
Sprendimas. Pažymėkime Z2 = x (21 pav.). 
Tada Z1-2 х+120°. 
Kampai I ir 2 yra gretutiniai, todėl 21+ <2 = 180°. 
Vadinasi, х+120° + х= 180°. Iš šios lygybės randame, kad 
х-309. Tada /2=30°, o 21= 30° «120? = 150°. 
Atsakymas. 30°, 150°. 


8. Kryžminiai kampai 
Nubrėžus dvi susikertančias tieses, 
susidaro keturi kampai. Priešingieji kam- 
pai vadinami kryžminiais (22 pav.). 
Kryžminiai kampai yra lygūs. 


Z1=Z3, 42-44. 


3 pavyzdys. Surasime, kam lygus x ir 
apskaičiuosime skaičiais pažymėtus ketu- 


ris kampus Z1, Z2, Z3, Z4, jei Z4 yra (293) 
: : : xV 47 
30? didesnis už dvigubą 21 (23 pav.). 
Duota: 41= х, 24=2х+30°. 23 pav. 


Rasti: x, 41, 42, 43, Z4. 
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Sprendimas. 
Z1+ Z 4=1805, nes kampai 1 ir 4 yra gretutiniai. Vadinasi, 
x+2x+30°=180°, х= 50°. Taigi Z1= 50°. 
Tada Z4- 2-50? + 30? = 130°. 
2421-23-50, nes kampai 1 ir 3 yra kryžminiai, 
22-24-130, nes kampai 2 ir 4 yra kryžminiai. 
Atsakymas. х = 50°, Z1= Z3=50°, 222 / 4 = 130°. 


1.5. DAUGIAKAMPIO VIDAUS KAMPU SUMA 


1. Trikampio vidaus kampu suma 
lygi 180? (24 pav.). 


LZA+ZB+ZC=180*. C 


2. Keturkampio vidaus kampu suma 
25 pav. 
lygi 360? (25 pav.). 5 d 


ZA- ZB ZC*ZD = 360°. 


3. n — kampio vidaus kampu suma 
lygi (n— 2)-180? (26 pav.). 


ZA * ZA, +..+ СА, = (n- 2)-180°. 


1 pavyzdys. Rasime Z1 ir Z2 (27 pav.). 
Sprendimas. 
Z DCE + 21=180°, nes kampai yra 
gretutiniai (28 pav.). Vadinasi, 
412180? – Z DCE 2180? -142° = 38°. 


ZDCE = ZACB =142°, nes kampai 1.6. KAMPAI, GAUTI DVI TIESES PERKIRTUS 
DCE ir ACB yra kryžminiai. TREČIĄJA TIESE 

ZA+ZB+ Z АСВ =180°, nes tri- 
kampio kampų suma lygi 180°. Iš šios 
lygybės randame, kad 

ZB 2180? - (Z АСВ + Z A), arba dinama kirstine. Gauti aštuoni kampai 

Z2=1809- (142° +15°) = 23°. pažymėti skaičiais. Tam tikros kampų 
poros (vienas kampas imamas iš vieno 
kampų ketverto, o kitas kampas - iš kito) 


Brėžinyje dvi lygiagrečios tiesės a 
ir b perkirstos trečiąja tiese c, kuri va- 


Atsakymas. 2/1= 38°, 2 2 = 23°. 


32° turi specialius pavadinimus (31 pav.). 
2 pavyzdys. Laužtę kerta tiesė. 
Kam lygus kampas x (29 рау)? 3725 Kampų rūšys ir jų savybės. 
Duota: 41=379, Z5=329, nj 1. Atitinkamieji kampai: 
46-10. тещ <1 ir Z5, Z2 ir Z6, Z4 ir Z8, Z3 ir Z7. 
Rasti: x. Dvi lygiagrečias tieses perkirtus kirstine atitinkamieji kampai lygūs, t.y. 
Sprendimas. 21-45,22-26,24-28,23-21. 


2. Išorės priešiniai kampai: Zl ir Z7, Z4 ir Z6. 
Dvi lygiagrečias tieses perkirtus kirstine išorės priešiniai kampai 
lygūs, t.y. 41-27, 44-26. 


30 pav. 
per 3. Vidaus priešiniai kampai: Z2 ir Z8, Z3 ir Z5. 


Dvi lygiagrečias tieses perkirtus kirstine vidaus priešiniai kampai 


Z6+ Z 7 =180°, nes kam pai 6 ir 7 — gretutiniai (30 pav.). Taigi lygūs, ty. Z2- Z8, 23-25 


Z7=180°— 76-180? – 70° -110*. 
Z4« 7147521809 4. Išorės vienašaliai kampai: Z1 ir Z6, Z4 ir Z7. 
Z4 - 180?— (1109 + 32°) = 38° Dvi lygiagrečias tieses perkirtus kirstine išorės vienašalių kampu suma 


Ç lygi 180° , t.y. Z1+Z6=180°, Z4+Z7=180°. 
Z3= Z4, nes kampai 3 ir 4 yra kryžminiai. Vadinasi, Z3 = 38°. 


21-22, nes kampai I ir 2 yra kryžminiai. Vadinasi, 22 = 37°. 5. Vidaus vienašaliai kampai: Z2 іг Z5, Z3 ir Z8. 
Z2*-Z3*x-1805, х= 180° – (37° + 38?) = 105°. Dvi lygiagrečias tiese perkirtus kirstine vidaus vienašalių kampų suma 
Atsakymas. 105”. lygi 180°, ty. Z24 Z5-180*, Z3+48= 180. 
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1 pavyzdys. Pagal brėžinio duomenis 
rasime kampus a ir B, kai tiesės a ir b 
yra lygiagrečios (32 pav.). 

Duota: a || b, y = 59°. 

Rasti: a ir ñ. 

Sprendimas. a = ү = 599, nes a ir ү yra 
išorės priešiniai kampai, o tiesė c yra kirstinė. 

а + = 180°, nes a ir В уга gretutiniai kampai. 
р-180-а, В = 180° – 59° = 121°. 
Atsakymas. о = 59°, В = 121°. 


2 pavyzdys. Tarp dvieju lygia- 


grečių tiesių nubrėžta laužtė, аа 
kurios kampų dydžiai parodyti x 
brėžinyje. Raskite a (33 pav.). 
Duota: ZABC =110°, = 
ZCDE 230? . 33 pav. 


Rasti: с. 

Sprendimas. Brėžinį papildo- 
me pratęsę vieną laužtės atkarpą 
(34 pav.) Gauname keturkampį 
ABCD. 

Z ADC + ZCDE = 180°, 
nes šie kampai gretutiniai. 

Z ADC = 180° – 30? = 150°. 

Z BAD = Z DEF =a, nes kampai BAD ir DEF yra vidaus priešiniai 
kampai (tiesé a yra kirstiné). 

Keturkampio kampu suma lygi 360°, todėl 

Z BAD + АРС + 2 РСВ + ZCBA = 360°, 
a+150°+a+110°=360°, 20 = 360° – 260° 2a=100°, а= 50°. 

Atsakymas. a = 50° . 


34 рау. `. а 
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1.7. TIESIU LYGIAGRETUMO POZYMIAI 

Tiesių lygiagretumui nustatyti rėmėmės dviejų tiesių lygiagretumo 
požymiais. 
e Teorema. Jeigu kampai, gauti dvi 
plokštumos tieses perkirtus trečiąja, pasi- 
žymi bent viena iš šių savybių (35 pav.): 
+ atitinkamieji kampai lygūs; 
e vidaus (išorės) priešiniai kampai lygūs; 
e vidaus (išorės) vienašalių kampų su- 
mos lygios 1809, tai tos dvi tiesės yra 
lygiagrečios. 


35 pav. 


Suformuluosime teiginius, kurie yra atvirkštiniai dviejų tiesių 
lygiagretumo požymiams. 


e Teorema. Dvi lygiagrečias tieses perkirtus trečiąja gaunami kampai, 
turintys šias savybes: 

+ kiekvieną vidaus (išorės) priešinių kampų porą sudaro lygūs kampai; 
+ kiekvieną atitinkamųjų kampų porą sudaro lygūs kampai; 


е kiekvienos vidaus (išorės) vienašalių kampų poros kampų suma 
lygi 180°. 


1 pavyzdys. Pagal brėžinio duome- 
nis nustatysime ar tiesės АВ ir CD 
yra lygiagrečios (36 pav.). 

Duota: Z EMB = 60°, Z BMN = Зх, 
ZCNM = x «80? . 

годуй: АВ| CD . 

Įrodymas. Jei АВ || CD , tai kam- 
pai СУМ їг NMB turi büti lygüs, nes 
Ие уга vidaus priešiniai kampai. 


Pirmiausia rasime x reikšmę. ZEMB ir ZBMN yra gretutiniai, 
todėl 2ЕМВ + Z BMN = 180°. Vadinasi, 609-3х-1809. 

Išsprendę šią lygtį, randame, kad х = 40° . Tada 

ZBMN z3x 23:40? 2120? ir Z MNC = x € 80? = 40° + 80? = 120°. 

Kadangi vidaus priešiniai kampai BMN ir MNC yra lygūs, tai tiesės 
AB ir CD yra lygiagrečios. Tai reikėjo įrodyti. 


1.8. TALIO TEOREMA 
e Atkarpos AB ir CD vadinamos A B 
proporcingomis atkarpoms 4B, ir С D 
C,D,, jeigu ju ei santykiai yra A, B, 
„AB G D 
lygūs, t.y. (37 pav.). 1 1 
AB, B, "R 5 37 pav 
1 pavyzdys. Remdamiesi brėžiniu 
(brėžinyje atstumai nurodyti nesilaikant A х 5 2 С 
mastelio), apskaiciuokite x, jeigu 38 рау. 
AC _ 5 (38 pav.). 
ВС 
MAPAS Kadangi АВ = х, BC-4, o AC=AB+BC =x+4, 
о aus : : s. 4C 8 +4 8 
tai šias išraiškas įstatę | proporciją ВС 5° gauname 4 353 


Išsprendę lygtį 5(x+4)= 4-8 , randame, kad х= 2,4. 
Atsakymas. 2,4. 


2 pavyzdys. Atkarpos MN ir KL yra proporcingos atkarpoms M,N, 
ir К. Apskaičiuokite atkarpos M,N, ilgį, jeigu MN =8cm, 
KL=12dm, K.L «Adm. 

Sprendimas. Kadangi atkarpos MN ir KL proporcingos atkarpoms 
M,N, ir KL, tai jų santykiai yra lygūs, t.y. 


3 = fr Įstatę skaičius, gauname proporciją 
8 12. 8.40 4.2 
МҮМ, 407 iš čia MN = —— 12 -267. 


Atsakymas. " 7 


€ Talio teorema. Jeigu dvi lygiagrečios 
tiesės kerta kampo kraštines (39 pav.), tai 
atkirstos atkarpos yra proporcingos, t.y. jei 
BAC — kampas ir MN || BC , tai 

AM _ AN AM _ AN 

АВ AC T МВ NCC 

3 pavyzdys. Dvi lygiagrečios tiesės BC 
ir DE kerta kampo А kraštines. Raskite AE, 
kai AD = 8, BD = 4, 0 CE = 6 (40 рау.). 
Duota: Z A, ВС || DE, Ар = 8, 


DB = 4, EC = 6. 
Rasti: AE. 40 pav. 
Sprendimas. 
1 būdas. PaZymékime AE = х. Tada AC=x+6, о АВ = 12. 
AE | AD x _ 8 

Taikome Talio teorema: АС “САВ, arba IIS 
Išsprendę lygtį 12x = 8(x + 6), randame, kad х = 12. 

AD AE 
2 būdas. Pasinaudoję Talio teorema, gauname, kad —— ТВ” EC 
Pažymėję AE = х ir žinodami, kad 4D-8, DB=4, ЕС =6, 


gauname lygybę i- 2 i$ kurios randame x: 


= P$ -n. Taigi x 212. 


Atsakymas. 12. 
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€ Talio teoremos išvada. Tiesė, 
lygiagreti trikampio kraštinei ir kertanti 
kitas dvi kraštines atkerta nuo jo 
trikampį, kurio kraštinės proporcingos 
duotojo trikampio kraštinėms, t.y. duotas 
AABC ir MN|| ВС, tai 

AM N MN 

AM (41 pav.). 

4 pavyzdys. Rasime x ir y, jei 
AC || DE ir DE:AC=4:7, be to, 
AD = 8, BE = 10 (42 pav.). 

Duota: АС || DE, DE: AC-4:7, 
AD =8, BE = 10. 
Rasti: BD, CE. 


Sprendimas. Таікоте Talio teoremos išvadą: 


tap DES ш BD 4 
Kadangi чс tai BA T 


10 


Sudarome lygtis m ас ir 


+8 7 " 10+у 


kad х-102 71 
ad х= 3: Улан 


Atsakymas. х=102, у= 75. 

€ Atvirkštinė Talio teorema. Jeigu 

dvi tiesės kerta kampo krašiinės ir jose 

atkerta proporcingas atkarpas, tai tes 

tiesės уга lygiagrečios, t.y. jei duotas 
a - AM AN 

kampas ВАС —kampas іг -—— 


AB AC" 
tai MN || BC (43 pav.) 
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BD _ BE DE 
BA BC АС: 


- x. kurias išsprendę randame, 


5 pavyzdys. Ar lygiagrečios tiesės 
BC ir MN (44 pav.)? 

Sprendimas. Dvi tiesės BC ir MN 
kerta kampo A kraštines. Randame 


santykį tarp atkarpų 
AC 6.3 ap AB 5.5 
AN 10 S AM A4 7T. 44 pav. 
. AC АВ ЭСЭЭ А : ; : 
Kadangi AN САМ? tai tiesės BC ir MN nėra lygiagrečios (pagal 


atvirkštinę Talio teoremą). 
1.9. TRIKAMPIAI 
1.9.1. Trikampio apibrėžimas ir elementai 


€ Trikampiu vadinama plokštumos dalis, apribota atkarpomis, kurių 
galai poromis sutampa. Zymime: AABC . 


B 
45 paveiksle pavaizduotas trikampis д 
ABC, kuriame: А, В,С - trikampio e 
viršūnės, ZA, ZB, ZC - vidaus kam- C 
ра, 48 =с, ВС-а, AC =b- kraštinės. 4 WE US 


€ Trikampio aukštinė — statmens atkarpa nuo trikampio viršūnės iki 
tiesės, kurioje yra priešinga trikampio kraštinė. 


B 
Jei BD, AE, CF - trikampio ABC E 
aukštinės, tai BD 1 AC, CF АВ, f 
AE 1 ВС (46 pav.) Visos trikampio 
aukštinės susikerta viename taške. A C 
D 46 pav. 


1 pavyzdys. Trikampio ABC kampas B lygus 112°. Iš kampo А 
išvesta aukštinė AD. Apskaičiuokite A4DB kampus (47 pav.). 


Duota: ZB -112*. 
Rasti: ZDAB, ZD, Z ABD. 


A 

Sprendimas. 1. 20-90, === 
nes AD yra aukštinė ir 401 DC. рч & 

2. ZABD+ Z ABC =180°, 1066 
nes ZABD ir Z ABC - gretutiniai, (0461 < ABD = 180° – 112° = 68°. 

3. Trikampio kampu suma ZD-«ZDAB-«*ZABD = 180°, todėl 
2 ПАВ = 180° — 90° — 68° = 22°. 

Atsakymas. 22° , 68° , 90° . 


9 Trikampio pusiaukampinė - tri- Ч 

kampio kampo pusiaukampinés atkarpa 

nuo jo viršūnės iki prieš ja esančios F е 
kraštinės. 48 paveiksle pavaizduotas 

trikampis АВС, kuriame atkarpos BD, C 
AE, CF уга jo pusiaukampinės. Jos 4 D 


susikerta viename taške. 48 pav. 


Trikampio pusiaukampinė dalija kampą į du lygius kampus: 
AE - pusiaukampinė, todėl Z ВАЕ = Z ЕАС, 
CF - pusiaukampinė, todėl Z BCF = ZFCA, 
BD - pusiaukampiné, todėl Z ABD = Z РВС. 


2 pavyzdys. AK ir LC —trikampio 
ALP pusiaukampinės, ZLAK = 23°, 
Z PLC = 31°. Apskaičiuokite trikampio 
ALP kampus (49 pav.). 

Duota: ZLAK = 23°, ZPLC =31°. 

Rasti: ZA, ZL, ZP. A EE O paq. 

Sprendimas. 1. AK — kampo А pusiaukampinė, todėl 

ZAz-2-ZLAK z2-23? = 46. 


2. LC – kampo L pusiaukampinė, todėl 

ZALC-ZLGCLP ir XL-2ZPLG 22:31 -602*. 
3. ЕА+ ZL* ZP -180*, todėl ZP =180°—46°—62° = 72°. 
Atsakymas. ZA=469, 21-62), ZPz72. 


e Trikampio pusiaukampinės savybė. Trikampio kampo pusiau- 
kampinė prieš ją esančią kraštinę dalija į atkarpas, proporcingas kitoms 


dviem kraštinėms. B 
Jei AD- trikampio ABC pusiau- 
kampinė (50 pav.), tai pusiaukampinės D 
savybę galima užrašyti taip: 
BD CD ања BD АВ. с 
АВ АС CD АС А 50 рау. 
3 pavyzdys . Trikampio АВС pusiau- E 


kampinė AD kraštinę BC dalija į atkarpas 
CD=4,5cm ir BD=13,5cm. Raskite 
AB ir AC, jei šio trikampio perimetras 
lygus 42 cm (51 pav.). 
Duota: CD=4,5cm, BD = 13,5 ст, G D B 
P-42cm. 5] pav. 
Rasti: AB ir AC. 
Sprendimas. P= АВ+ BC- AC, ВС= Ср + ВР, ВС-18ст. 
АВ+ АС = P- BC, АВ+ AC = 24. 
Pafymime | 4C-x. Tada 48-24-х  Taikome trikampio 
pusiaukampinės savybę: 


AC D оа x - 45 


AB Вр’ 24-x 135 
Išsprendę šią lygtį randame, kad х= бст. Vadinasi, 
AC =6cm, АВ =18 ст. 
Atsakymas. 6 ст ir 18 cm. 


617 


€ Trikampio pusiaukraštinė — atkarpa, B 
jungianti trikampio viršūnę su prieš ją 
esančios kraštinės viduriu. Pusiaukraštinės 
susikerta viename taške. 52 paveiksle F, E 
pavaizduotas trikampis ABC , kuriame atkar- 
pos AE, ВЮ, СЕ ~ уга jo pusiaukraštinės. 
A C 
Trikampio kampo pusiaukrastiné dalija D 52 pav. 
prieš kampą esančią kraštinę į dvi lygias atkarpas. 


Jei atkarpos AE,CF ir BD yra trikampio ABC pusiaukraštinės 
(52 pav), tai BE- EC, АҒ = ЕВ, Ар = DC. 


4 pavyzdys. Duota: AF ir BD— AABC pusiaukraštinės; 
48-12ст, AD=4,5cm, BF =13 ст (53 pav.). 


Rasti: perimetrą. B 


69 


Sprendimas. 

1. BD - pusiaukraštinė, todėl 
АР = DC =4,5 ст ir 
AC=2-AD=2-45=9cm. , S. dion. 

2. AF — pusiaukraštinė, todėl 
ВЕ-РС-13ст ir ВС-2-ВЕ-2-13-2,6ст. 

3. Trikampio perimetras 
P = АВ+ AC + BC =12+9+2,6=23,6cm. 

Atsakymas. 236 cm. 


€ Trikampio pusiaukraštinės savybė A 
Trikampio pusiaukraštinės AK, 

BL ir CM susikerta viename taške у M 

O (54 pav.), kuris dalija kiekviena ps 

ju santykiu 2:1 (pradedant nuo C К В 

viršūnės): 54 pav. 
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40:0К-2:1, BO:OL-2:1, СО:ОМ -2:l. 


Vadinasi, A0=ŽAK, OK -14К, BO=ŽBL, OL=+BL, 


со= 2см, OM =1cM. 
3 3 
N 
5 pavyzdys. Trikampio MNP 
pusiaukraštinės susikerta taške О. B 
Риѕіаикгаіпё МВ 18cm. Raskite A L 
MO ir OB (55 pav). poe " 
Sprendimas. M C ss pav 
Kadangi MO :OB = 2:1, tai 
2 2 


МО = 3MB- -;-18=12 ст. Vadinasi ОВ = MB- МО =18-12=6ст. 
Atsakymas. МО-12ст, ОВ=6ст. 


9 Trikampio vidurinė linija — atkarpa, jungianti jo dviejų kraštinių 
vidurio taškus. 

56 paveiksle pavaizduotas trikampis 
ABC, kuriame atkarpa MN = т yra jo 
vidurinė linija. Jei MN — trikampio ABC 
vidurinė | linija, tai — 4M - MB ir М, N 
СМ = NB. Trikampio vidurinė linija m 
lygiagreti vienai jo kraštinei ir lygi pusei tos € 

a 
kraštinės: т|а ir m-3a. 56 pav. 

6 pavyzdys. Trikampio АВС  perimetras lygus 42cm. Raskite 
trikampio AMN perimetrą, jeigu MN - vidurinė linija, lygiagreti 
kraštinei BC (57 pav.). 

Duota: P,„„=42cm, MN || BC. 

Rasti: Pio 


Sprendimas. B 


Kadangi MN —trikampio ABC vidu- 
riné linija, tai 


E Ш М ë 
AM =x45B, AN zx 4C 
(vidurinė linija jungia kraštinių vidurio N 
taškus ir dalija jas pusiau), A 57 pav. 


MN = LBC (pagal vidurinės linijos savybę). Vadinasi, 
P 


m = '42=21cm. 
Atsakymas. 21cm. 


1.9.2. Trikampiu rüšys pagal kampus 


© Smailusis trikampis—tai trikampis, B 
kurio visi kampai yra smailieji, t.y. mažesni 
už 90? kampą. 58 paveiksle pavaizduotas 
smailusis trikampis ABC , kurio 

ZA<90°, ZB«90? ir ZC <907. 


e Bukasis trikampis — tai trikampis , kurio A 

vienas kampas yra bukasis, t.y. didesnis už 

90? kampą. 59 paveiksle pavaizduotas bu- 

kasis trikampis ABC , kurio C 


ZC >90°, ZA<909, ZB«90*. 59 pav. 
€ Statusis trikampis — tai trikampis, kurio A 


vienas kampas status. 60 paveiksle pavaiz- 
duotas statusis trikampis АВС, kurio 
ZC =90°, o kampai ZA ir ZB yra smai- 
B 


lieji. e me 


jei Z4 230? , tai a =: (61 pav.) 


aw > АМ + АМ + MN =+ AB++AC++BC=(AB+ AC+ ВС) = 


@ Statiuju trikampiu savybés 
1. Stačiojo trikampio dviejų smailiųjų kampu suma lygi 90°, t.y. 
ZA+ ZB -90*. (60 pav.) 
2. Stačiojo trikampio statinis, esantis B 
prieš 309 kampą, lygus pusei įžambinės, t.y. 


mo 


3. Jei stačiojo trikampio statinis lygus d b 
pusei įžambinės, tai prieš tą statinį esantis 61 pav. 
kampas lygus 30° . 


1.9.3. Trikampių rūšys pagal kraštines 


e Lygiašonis trikampis C 
Trikampis, kurio dvi krastinés lygios, 
vadinamas lygiašoniu. 62 paveiksle pavaiz- 
duotas AABC - lygiašonis (AC = BC), 
AC ir ВС -– опіпёѕ kraštinės, АВ- 
pagrindas. 
A D B 
9 Lygiašonio trikampio savybės 62 pav. 
1. Lygiašonio trikampio kampai prie pagrindo lygūs: Z4- ZB. 
2. Lygiašonio trikampio aukštinė, nubrėžta į pagrindą, yra ir 
pusiaukraštinė, ir pusiaukampinė, t.y. jeigu 
СР 1 AB, tai AD=DB ir ZACD= ZBCD. 


e Lygiakraštis trikampis 

Trikampis, kurio visos kraštinės lygios, 
vadinamas lygiakraščiu (63 pav.). AB, E E 
BC „AC -kraštinės, AB= BC = AC. 


9 Lygiakraščio trikampio savybės A D G 
1. Lygiakraščio trikampio visi kampai lygūs: 63 pav. 
LZA=ZB=<ZC = 60°. 


2. Lygiakraščio trikampio aukštinė, pusiaukampiné ir pusiaukraštinė, 
nubrėžtos iš bet kurios trikampio viršūnės į prieš ją esančią kraštinę, 
sutampa ir yra lygios: BD= AF = CE. 


1.9.4. Trikampio vidaus kampų, priekampių ir kraštinių sąryšiai 


e Trikampio perimetras lygus trikampio 


B 
kraštinių ilgių sumai (Zymime Р): 
P=a+b+c (64 pav.) 
с, а 
€ Trikampio pusperimetris lygus pusei 
erimetro (žymime р): 
i TM. 4 b T 
р=5Р= 5(а+Ь+с). 64 рау. 
1 pavyzdys. Lygiašonio trikampio peri- B 
metras lygus 24 ст, o pagrindas —10 cm. 
Apskaičiuokite trikampio kitų kraštinių ilgį. 
Duota: Р, = 24ст, AC =10cm. А G 
Rasti: AB, BC. 65 pav. 


Sprendimas. Trikampis АВС yra lygiašonis (65 pav.), todėl 
AB = ВС. Kadangi 
P=AB+BC + AC, tai įstatę duotuosius dydžius, gauname: 
AB+BC+10=24. I$€ia, АВ = BC = (24-10):227 cm. 
Atsakymas. АВ = BC = 7 cm. 


e Trikampio nelygybė. Kiekviena trikampio kraštinė yra trumpesnė už 
kitų dviejų kraštinių sumą, t.y. a<b+c, Б<а+с, c<a+b (64 pav.). 
2 pavyzdys. Ar galima nubraižyti trikampį, kurio kraštinės būtų 7 cm, 
5 ст ir 14cm ilgio? 
Sprendimas. Tikriname nelygybes: 
7<5+14, 7<19 (teisinga); 
5<7+14, 5«21 (teisinga); 
14<7+5, 14<12 (nelygybė neteisinga). Vadinasi, tokio 
trikampio nubraižyti negalime. 
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1 pastaba. Šiame uždavinyje galėjome ir netikrinti visų trijų nely- 
gybių teisingumo. Užtenka pastebėti, kad jei trikampis egzistuoja, tai 
kiekviena jo kraštinė yra mažesnė už kitų dviejų trikampio kraštinių sumą, 
bet didesnė už jų skirtumo modulį. Mūsų atveju nelygybė 7<5+14 yra 
teisinga, tačiau nelygybė 7»|5-—14| yra neteisinga. Vadinasi, trikampio 
nubraižyti negalima. 

2 pastaba. Jeigu trikampis egzistuoja, tai jo ilgiausioji kraštinė visada 
yra mažesnė už kitų dviejų kraštinių sumą. Mūsų atveju 14> 7+5, todėl 
trikampio nubraižyti negalima. 

Atsakymas. Negalima. 

9 Priekampis – tai kampas, gretutinis tri- 
kampio vidaus kampui. Tarkime, duotas tri- 
kampis ABC (66 pav.), а, В, ү -jo vidaus 
kampai. а’ -kampo c: priekampis, B' — kam- 


ро В priekampis, y'- kampo y priekampis. 


66 pav. 


Išvardinsime trikampio priekampio savybes. 

1. Trikampio priekampis yra didesnis už bet kurį jam negretutinį 
trikampio vidaus Катра, ty. о»ф, а>ү; В>а, f»y; 
yw, Y». 

2. Trikampio priekampis lygus dviejų jam negretutinių trikampio 
vidaus kampų sumai, Су. «= fy; f'za-y; Y -a-f. 

3. Trikampio priekampių suma lygi 360°, t.y. а’ + В'+ у’ = 360°. 

3 pavyzdys. Pagal 67 paveiksle B 
pateiktus duomenis raskite x. 

Duota: ZBCD-114?, 28-72”. 


Rasti: ZA= x. 
Sprendimas. 
ZBCD yra Z АСВ priekampis, todėl 443 
х 67 рау. С р 
ZBCD= «А+ В. Iš čia, рау. 


ZA-ZBCD-ZB, 2А=114° – 72° = 42°, ty. х= 42°. 
Atsakymas. x = 42°. 


€ Trikampio vidaus kampu suma lygi 180°, ty. 
ZA+ZB+ZC = 180° (64 pav.). 


4 pavyzdys. Trikampis ABC — C D 
lygiašonis (АВ = АС), Z4A-58*. 9 
Apskaičiuosime trikampio priekampį 
BCD (68 pav.). 

Duota: LA = 58°. В 

Rasti: ZBCD. 

Sprendimas. A АВС - lygiašonis, todėl ZB-ZBCA. Trikampio 
ABC vidaus kampų suma lygi 180°, t.y. 

ZA+ZB+ ZBCA-180?. Iš čia, 

ZBCA = (180° – 58°):2 =61°, 28-619. Priekampis 

ZBCD= 2А+ В = 58° + 61° = 119° (2 priekampio savybė). 
Atsakymas. 119°. 


68 рау. 


1.9.5. Trikampių lygumas іг trikampių lygumo požymiai 
Du trikampiai vadinami lygiais, jei juos galima uždėti vieną ant kito 
taip, kad jų kraštinės sutaptų. 
Bi B; 


Ai Ci А; C; 
69 pav. 

Jei du trikampiai lygūs, tai vieno trikampio kraštinės ir kampai lygūs 
kito trikampio atitinkamoms kraštinėms ir atitinkamiems kampams, t.y. jei 
du trikampiai 4,B,C, ir 42В›С› lygūs (žymima: ААВ,С, = ЛА, В,С, ), tai 

AB, = A,B,, BC, = 8,С,, AC, = А,С,, 
ZA -ZA, ZB, = Z Bj, ZC, = ZC, (69 pav.). 


e Trikampių lygumo požymiai 

Pirmasis trikampių lygumo požymis (trikampių lygumas pagal dvi 
kraštines ir kampą tarp jų) 

Jei vieno trikampio dvi kraštinės ir kampas tarp jų atitinkamai lygūs 
kito trikampio dviem kraštinėms ir kampui tarp jų, tai tie trikampiai lygūs. 

Jei AB, = 4,B,, AC, = A,C;, ZA, = ŻA, tai AA BC, = А,В,С, 

Antrasis trikampių lygumo požymis (trikampių lygumas pagal 
kraštinę ir du kampus prie jos) 

Jei vieno trikampio kraštinė ir du prie jos esantys kampai atitinkamai 
lygūs kito trikampio kraštinei ir dviem prie jos esantiems kampams, tai tie 
trikampiai lygūs. 

Jei AB, = А,В,, ZA, = ZA, ZB, = ZB,, tai AA BC, = ДА,В,С,. 

Trečiasis trikampių lygumo požymis (trikampių lygumas pagal tris 
kraštines) 

Jei vieno trikampio visos kraštinės atitinkamai lygios kito trikampio 
kraštinėms, tai tie trikampiai lygūs. 

Jei 4B, = A,B,, AC, = А,С,, BC, = B,C,, tai А А,В,С, = А А,В,С,. 


1 pavyzdys. N 

Įrodysime, kad A MNR = A KNP , 
kai MN = KN ir NP = NR (70 pav.). 

Duota: MN = KN, NP = NR. P. R 

[rodyti: A MNR = A KNP. 

Įrodymas. х 70 pav. А 

Kadangi MN = КМ, NP= NR іг ZN bendras abiem trikampiams, 
tai AMNR= AKNP (trikampių lygumo požymis pagal dvi kraštines ir 
kampą tarp jų). 


2 pavyzdys. 71 paveiksle pavaizduoti du trikampiai. ACB ir DCE, 
AC=CD, 44-40. Įrodysime, kad A ACB=A DCE. 
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Duota: ZA- ZD, АС = СР. 4 р 
Įrodyti: A4CB = ADCE. 
Įrodymas. C 
Kadangi ZA = ZD, AC = CD, o 
ZACB = ZDCE, nes kampai yra kryžminiai, 
todėl A АСВ = A DCE (trikampių lygumo požymis pagal kraštinę ir prie 


jos esančius kampus). 


71 pav. E 


1.9.6. Trikampio panašumas ir trikampių panašumo požymiai 


€ Trikampiai vadinami panašiais, jei vienas gautas iš kito jį sumažinus 
arba padidinus k kartų. 72 paveiksle pavaizduoti trikampiai АВС, ir 
А,В,С, yra panašūs. 


B; 
B; 


kc ka 
А! m Ci A; Б С, 
72 рау. 
® Du trikampiai vadinami panašiais, jeigu jų atitinkami kampai yra 
lygūs ir atitinkamos kraštinės yra proporcingos, t.y. trikampiai 4,8,С, ir 
А,В,С, panašūs (žymima: A4,B,C, ~ АА,В,С, ), jei 
Zd dA. ZB XB. ZO ZG, 


AB, BC, АС, 


- = = k; 
АВ. Вб, 46.07 


čia k — panašumo koeficientas. 
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1 pavyzdys. AMNS ~ AM,N,S,, be to, MN = 8ст, NS=12cm, 
М5 =7ст, MIN, =6cm. Raskite kitas trikampio M,N,S, kraštines 


(73 pav.). 
Duota: AMNS ~ AM,N,S,, N N 
1 
MN =8cm, NS =12 cm, E 2, 
© ja, гэ 
М5 =7ст, M.N, -6cm. x 52 8 
Rasti: N,S, ir M,S,. 
a! D M ст S Mi 5, 


Sprendimas. 


i NS ~ AM | —=———=——= 
Kadangi AMNS ~ AM,N,S,, tai M.N 5 М5 


: „MN 8 4 
Randame panašumo koeficientą k = ux E 3 


Цаа! 
Ieškome kitų kraštinių 
NS 4 124 2 MS 4 7 4 
Exc Wee (petes лез 73 
М, = 5,25 cm. 
Atsakymas. №5, =9 ст, MS, = 5,25 ст. 


Teorema. Tiesė, lygiagreti vienai 
trikampio kraštinei ir kertanti kitas dvi 8 
kraštines, atkerta nuo jo trikampį, panašų 
į duotąjį. (Talio teoremos išvada). 


Vadinasi, atkirsto trikampio kraštinės 
proporcingos duotojo trikampio kraš- 74 pav. 
tinėms. 

Taigi, jeigu 74 paveiksle pavaizduotame trikampyje DE|| AC, tai 
ABED ~ А АВС ir todėl 


BD _ ВЕ DE 
BA BC AC 


> 
б 


2 pavyzdys. Apskaičiuokite x, jei MN || BC. C 


Duota: A4BC, MN || BC, x 2 
AN =5, МС-2, МВ-3. 

Rasti: AM. 2 

Sprendimas. A = M 3 B 

AANM -ААСВ (75 pav.), todėl 18 pav: 
AM „AN 

AB | АС? 

Kadangi atkarpa AC = AN+ NC =7, o AB= AM +MB=x+3, tai 
5-2 arba 7х = S(x +3). 

Išsprendę šią lygtį randame, kad x = 7,5. 

Atsakymas. 7,5. 


e Panašiųjų trikampių savybės 


Bi Р 
А Di Ci A; D, C; 


76 pav. 
1 savybė. Dviejų panašiųjų trikampių АВС, ir А,В,С, (76 pav.) 
perimetru santykis lygus panašumo koeficientui: 
P anc _ AB, B BC, ^ AC, 2 BD, 
P. авс, “АВ, ВС, АС, B,D, UY 


čia k — panašumo koeficientas. 


3 pavyzdys. Trikampio ABC kraštinių AB ir AC taškus jungianti 
atkarpa KL lygiagreti krastinei BC. Apskaičiuokite trikampio KAL 
perimetrą, jeigu AB=24cm, AC=18cm, ВС = 30ст ir KL=26cm 
(77 pav.). 


Duota: KL| BC, АВ-24ст, A 
AC =18cm, ВС =30cm, KL=26cm. 

Rasti: Pea- 

Sprendimas. 

Pagal teoremą AKAL ~ АВАС. B 77 pav. 


Jų panašumo koeficientas k = — = 2 =— 


Randame ABAC perimetrą 
Рәс = ВА+ AC + BC = 24+18+30= 72 cm. 


ВА 
Kadangi 202-4, tai P. =p .=13.72-624ст 
Be ки 7 1s MC 7 15 ет. 


Atsakymas. 62,4 ст. 


4pavyzdys. Vieno trikampio kraštinės lygios 63cm, 84cm, ir 
10,5 ст (78 pav.). Raskite trikampio, panašaus | duotąjį, kraštinių ilgius, 
žinodami, kad jo perimetras 15,6 cm mažesnis už duotojo trikampio 
perimetrą. 


Duota: 48-63ст, BC-84cm, р 
AC = 10,5 ст. Р-Р, = 15,6 cm. 

Rasti: A B, ВС, АС, 

Sprendimas. 

P= AB+ BC + AC, 


P=63+8,4+10,5 = 25,2 cm, 


P -252-156-96, k= 


Kadangi A АВС ~A АВС), tai —=——=——=k. 
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B. 21 -8-АВ _ 8-6,3 _ 
8705. A GARDE 
Analogiškai randame kitas dvi trikampio А,В,С, kraštines ВС, ir 4C: 
8-84 8-10,5 
ВС, = EIN - 32 cm, AC, = 1 =4 cm. 


Atsakymas. 2,4 ст, 3,2 ст, 4 ст. 


2 savybė. Dviejų panašiųjų trikampių А,В,С, ir A;B;C; (76 pav.) plotų 
santykis lygus panašumo koeficiento kvadratui, t.y. 


5, ABC, | AB, | -[ BC, | ( АС, | zR 
5, авс 4,8, В,С, 4,С, 
5 pavyzdys. Panašiųjų trikampių AMS ir BCL (79 pav.) atitinkamos 


kraštinės yra AM ir BC, MS іг CL, AM = 6 cm, MS = 8 ст, AS = 10 ст, 


BC 3 : “одой Ё 
IMT Raskite ABCL kraštines ir plotų santykį. 


С 
Duota: AM = 6 cm, MS = 8 ст, м 
2 ВС 3 
Rasti: BC, CL, BL. 4 S B L 


Sprendimas. 79 pav. 

AAMS — ABCL, todėl AL Kadangi к=з. tai 
0-3 Bc. 30M. BC - 376 -9ст 
С=З, су 338, CLz 355-12 m 
BL BL-348. BL- 39. - 15cm 


Prisiminkime, kad panašiųjų trikampių plotų santykis lygus panašumo 
koeficiento kvadratui. 
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2 
Vadinasi, “22812. arba Smo -(3) ‚ бу: 


AAMS AAMS 2 
S ус. РЕ 9 - 
Vue = T =225. 


AAMS 
Atsakymas. 9 cm, 12cm, 15 ст ir 2,25. 
6 pavyzdys. Dviejų panašiųjų trikampių plotai lygūs 75 m^ ir 300 m. 


Antrojo trikampio viena kraštinė lygi 9 m. Raskite ją atitinkančią pirmojo 
trikampio kraštinę. 


Bi 
Duota: S „p= 75 m°, B 
S ane, 7 300 m^, AB, =9 m. 
Rasti: AB. 
A C 
Sprendimas. ^ 80 pav © 
Jei A ABC ~ A А,В,С, (80 pav.), tai 
AB zo S ipe ис JS lo 
<= =k ir „C = д2. Vadinasi, k?=——=— ir k=— 
48, S bc, 300 4 
AB 1 _ АВ, Ч 
Tada AB, ^» АВ = 2^ АВ = 4,5 m. 
Atsakymas. 4,5 m. 
9 Trikampių panašumo požymiai 
Bi 
B, 
A. С, A; С, 


81 рау. 
Pirmasis trikampių panašumo požymis (trikampių panašumas pagal 
du kampus) 
Jei vieno trikampio du kampai atitinkamai lygūs kito trikampio dviem 
kampams, tai tie trikampiai panašūs. 


Jei ZA = ZA, ZB, = ZB, tài A АВС, ~ A А,В,С, (81 pav.). 


Antrasis trikampių panašumo požymis (trikampių panašumas pagal 
dvi kraštines ir kampą tarp jų) 


Jei vieno trikampio dvi kraštinės proporcingos kito trikampio dviem 
kraštinėms ir kampai tarp tų kraštinių lygūs, tai tie trikampiai panašūs. 
„AB AG 


Jei Жа, AG ir Z4 = ZA,, tai ААВС, -АА,В,С, (81 pav.). 
2 2 


Trečiasis trikampių panašumo požymis (trikampių panašumas pagal 
tris kraštines) 
Jei vieno trikampio visos trys kraštinės proporcingos kito trikampio 
kraštinėms, tai tie trikampiai panašūs. 
A 
Jei ÄB PC. AG =k, tai AA BC, ~ AA,B,C, 


4,8, B,C, “АС. 


7 pavyzdys. Pagal 82 paveiksle 
pateiktus duomenis Raskite x ir y, jei 
BC | DE. 


Duota: Д АЕР, BC || DE, AB =10, 
AC 28, CE=4, BC = 6. 

Rasti: BD ir DE. 

Sprendimas. 82 pav. 


Kadangi ВС|| DE, tai ZABC=ZADE, nes kampai уга 
atitinkamieji іг ZACB = ZAED, nes kampai — atitinkamieji. Vadinasi, 
AACB ~ AAED (trikampių panašumas pagal du kampus). Jei trikampiai 
panašūs, tai atitinkamos atkarpos yra proporcingos t.y. 


AB _ AC ВС 
AD АЕ DE: 

Jei BD=x, tai AD=x+10 ir AC =8, AE =12. Vadinasi, 
AB AC 10 8 


АР AE’ “У х+10 12 


Iš čia, 8(x+10)=120, х=5. 


AC BC „8 6 2 = 
ЧЕ DE randame DE: y 8y=72, y -9. 


Atsakymas. х= 5, y -9. 


I$ santykio —— 


€ Stačiųjų trikampių panašumo požymiai 


А, A 


Ci В, С, B 
83 pav. 
Du statieji trikampiai yra panašūs (A ABC, ~ ^A,B,C,), jei: 
1) jie turi po viena lygu smailuji kampa: 
ZA = ZA, arba 48,-48В,, 
2)vieno stačiojo trikampio statiniai proporcingi kito stačiojo 
trikampio statiniams: 
AC, BC, 
AC, ЕВ, С; 


=k; 


3) vieno stačiojo trikampio įžambinė ir statinis yra proporcingi kito 
stačiojo trikampio įžambinei ir statiniui: 

AC, AB, 

AC, > 4,B, 


=k (83 pav.). 


1.9.7. Pitagoro teorema 


A 
Suformuluosime Pitagoro teoremą. 


Stačiojo trikampio įžambinės kva- b 4 
dratas lygus statinių kvadratų sumai: 
c! =а? +b? (84 pav.). 
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Remdamiesi Pitagoro teorema, lengvai randame vieną iš stačiojo 
trikampio kraštinių, kai žinomos kitos dvi: 


с-мМа +b, b=Jc?-a?, a= jc - b. 


1 pavyzdys. Lygiašonio trikampio šoni- B 
nė kraštinė lygi 17 cm, o pagrindas — 16 cm. 
Apskaičiuokite į pagrindą išvestą aukštinę. 

Duota: АВ = ВС = 17 ст, AC = l6 cm. 


Rasti: BD. 
Sprendimas. 

čiojo AADB (85 pav.), taiky- 1 р < 
Iš stačiojo pav.), y 85 pav. 


dami Pitagoro teoremą, randame BD. 
Kadangi AABC - lygiašonis, tai BD yra ir aukštinė, ir pusiau- 
kampinė, ir pusiaukraštinė, todėl 


-1 -16. 
AD=5AC, Ар= + =8. 


BD! = AB! - AD?, 
BD'-17-8 -(17-8Y1748)-9.25, BD=15cm. 


Atsakymas. 15 cm. 


2 pavyzdys. Raskite lygiakraščio trikampio kraštinės ilgį, kai aukštinės 
ilgis lygus 4 cm. 


B 
Duota: АВ=ВС = АС, ВР = 4 ст. 
Rasti: AB. 
Sprendimas. Jei atkarpa BD yra 
lygiakraščio trikampio АВС aukštinė 
š : 1 A € 
(86 pav.), tai BD L AC ir AD== AC. D 
2 86 pav. 


Pažymime kraštinę АВ = x. Tada AD = > 


Iš stačiojo A4BD, taikydami Pitagoro teoremą, randame AB: 
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AB! = AD! + BD", 
2 2 2 
x =(ž) +4, x! - X216, BE cd yi, 1574 843 m 
2 4 
Atsakymas. ыз ст. 


3 pavyzdys. Stačiojo trikampio statinių ilgių santykis — 3 : 4. Raskite 
statinių ilgius, jei įžambinės ilgis lygus 20 cm. 


Duota: AB : BC=3:4, АС = 20 ст. A 
Rasti: AB, BC. 
Sprendimas. 3x 
Sakykime, kad 1 dalis lygi x ст. Tada 
AB = 3x ir BC = 4х cm (87 pav.). B ë 
Taikome Pitagoro teorema: ы 
87 рау. 


АВ? + ВС? = АС? , ty. (3х)? +(4х) = 20?. 
Išsprendę lygtį 

(3х) + (4x! = 20°, randame, kad x = 4. 
Vadinasi, AB =3-4 = 12 ст, ВС = 4-4=16 cm. 
Atsakymas. 12 cm ir 16 cm. 


1.9.8. Geometrinis vidurkis stačiajame trikampyje 


Sakykime, duotas statusis trikampis 
ABC, ZC =90* (88 pav.), 

a, b — statiniai, 4, b 

c — iZambine, 

h. — aukštinė, nuleista iš stačiojo B D y 
kampo viršūnės C į įžambinę, = 

а, — statinio a projekcija įžambinėje c, 88 pav. 


b, — statinio b projekcija įžambinėje c. 
Stačiojo trikampio statinis yra įžambinės ir to statinio projekcijos 
įžambinėje geometrinis vidurkis: 
b? =c-b,, ty. b= Jc-6,. 


2 
a =c-a,,ty.a= ĮJe-a,, 


Stačiojo trikampio аш 6, nubrėžta iš stačiojo kampo viršūnės, yra 
statinių projekcijų įžambinėje geometrinis vidurkis: 


hi =a,-b,, Ly. h. = Ja, b. 


1 pavyzdys. Stačiojo trikampio 
statiniai yra a ir b, aukštinė — A, 
įžambinė — c, o statinių projekcijos 
įžambinėje — a. ir b. (89 pav.). 
Apskaičiuokite: 

a) a, b, c, h, kai a. = 9, b. =16, 

b) b, c, b, h, kaia=8,a.=4, 


89 pav. 

Sprendimas. 
a) h= Ja,-b,, h= 49-16 =3-4=12. 

c=a, +b, c=25. 

а= Įe-a,, а= 425-9 =5-3=15. 

b= c-b, b - 425-16 =5-4=20. 
Atsakymas. a -15, b=20, с-25, h=12. 
b) а =с-а„ c-£, c- 8-16 

b =c-a,, b.=12. 

h= Ja, -Ь,, h= 412-4 = 443. 

b= fcb., b= 416-12 - 843. 


Atsakymas. b-843, c=16, b, -12, h= 443. 


2 pavyzdys. Statmuo, išvestas iš stačiojo kampo viršūnės, dalija 
įžambinę į atkarpas, kurių viena 12 cm ilgesnė už kitą. Raskite įžambinę, 
jei statmens ilgis lygus 8 cm. 

Duota: BD=8cm, DC = AD + 12. 

Rasti: AC. 


Sprendimas. Pazymime AD = x 
(90 pav.). Tada CD = x + 12. 
Žinome, kad BD? = AD-CD. 
Gauname lygtį 87 = x-(x +12). 
Išsprendę lygtį x(x +12)=64, A C 
randame, kad х= 4 (х= -16 netinka). 90 pav. 
Vadinasi, 40 =4 cm, CD = 16 cm ir AC = 20 cm. 
Atsakymas. 20 cm. 


1.9.9. Kampu ir kraštinių sąryšiai trikampyje 
€ Stačiojo trikampio smailiojo kampo A 


sinusu vadinamas prieš tą kampą esančio 
statinio ir įžambinės santykis, t.y. 


sin A „BC a b X 
AB с’ 
AC b € B 
sinB= —— — — (91 pav.). a 
AB c El pax) 91 pav. 
1 pavyzdys. Pagal 92 paveiksle C 
pateiktus duomenis raskite kampo В 
didumą. 3 B 
Duota: 4С =5, AB=10. 10 
Rasti: ZB. 4 92 pav. 
7 ing=-4C-3-1 saresin L a o 
Sprendimas. sinB = AB^l07 c 2В = arcsin- = 30°. 


Atsakymas. 30° . 


€ Staciojo trikampio smailiojo kampo Коѕітиѕи vadinamas prie to 
kampo esančio statinio ir įžambinės santykis, t.y. 


A2—-— p= 2 = 4). 
со8 с» 0% E (91 pav.) 
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2 pavyzdys. 93 paveiksle pavaiz- 


duotas statusis trikampis ABC. Apskai- A 

čiuokite cos А. 25 
Duota: 4B-25, ВС = 20. 
Rasti: cos 4. C 50 B 
Sprendimas. 93 pav. 


Remdamiesi Pitagoro teorema rasime statinį АС: 
АС? = AB - BC, AC - 429 -20 =15. 
15 3 


i „АС tai „1523 
Kadangi 00845215» tai 0084-5554- 


Atsakymas. i : 


e Stačiojo trikampio smailiojo kampo tangentu vadinamas prieš tą 
kampą esančio statinio ir prieš tą kampą, t.y. 
„OL „в. АС Б 
tgA- =—, tgB- BO (91 pav.). 
9 Stačiojo trikampio smailiojo kampo kotangentu vadinamas prie to 
kampo esančio statinio ir prieš ta kampą esančio statinio santykis, t.y. 
BC b 


04-25 2, qtgB=- = 7 (91 pav.). 


3 pavyzdys . Raskite x, kai tg4 = (94 pav .). 


Duota: AC = 6, 4-5. B 
Rasti: BC. 
Sprendimas. Kadangi tg A -85. x 
tai BC= АС-184=6-2=8. C "COE 


Atsakymas. 8. 
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© Remiantis smailiojo kampo sinuso, kosinuso, tangento ir kotangento 
apibrėžimais, galima išvesti formules stačiojo trikampio statinių ir 


įžambinių apskaičiavimui (95 pav.): A 
a -csina = ccosB = Біра = bctg, R 
с 
b=csinB -ccosa =atgB = асіро, b 
"E AB 2218 Ш IN 
C Япа cosa sinB cos C a B 
95 pav. 


4 pavyzdys. Stačiojo trikampio statinis 14, o kampas prie šio stati- 
nio 60°. Raskite kitą statinį ir įžambinę. 


Duota: АВ = 14, ZA = 60°. 4, 
Rasti: AC ir BC. 
Sprendimas. Apskaičiuojame stačiojo di 
trikampio ABC (96 pav.) statinį АС: pu C 
AB 14 96 рау. 
AST АС = = 28 
BC = ACsinA, ВС = 28іп60° = 1443. 


Statinį BC galima rasti remiantis Pitagoro teorema: 
ВС? = AC? - AB", 
ВС? = 28 - 14? = (28 - 1428 414) 214-42, 
BC -414-14-3 - 1445. 

Atsakymas. 1443 ir 28. 


5 pavyzdys. Lygiašonio trikampio pagrindas 6453, o šoninė kraštinė 6. 
Raskite trikampio kampus. 
Duota: AC = 643, AB = 6. 
Rasti: ZA, ZB, ZC. 
Sprendimas. ZA = ZC, 
nes AABC lygiašonis (97 pav.). 
Lygiašonio A ABC aukštinė, išvesta iš 


B 


97 pav. 


viršūnės B, yra kartu ir pusiaukampinė, ir pusiaukraštinė. abc 


Vadinasi, АР = AC :2, ty 40-343 ir К= 75 „ čia S – trikampio plotas, а, Б, с — trikampio kraštinės 
ZABD-ZB:2, ty. ZB=2-Z АВР. 
Iš stačiojo A4DB randame Z4: e Apie statųjį trikampį apibrėžtas apskritimas 
AD 25 43 Apie statųjį trikampį apibrėžto A 
cos4- > cosA= = apskritimo centras O yra įžambinės vi- 
З k durio taškas: 40 = ОВ (100 pav.). Apie 
m 59 Z<4= ZC = 30. statųjį trikampį apibrėžto apskritimo У X 
А АЮВ -statusis, nes BD L AC. Kadangi spindulys R lygus pusei įžambinės: С Л (^ 
ZA+Z ABD=90°, tai Z ABD =90° – 30° = 60° ir R-Oc - AB. c. — 
ZB=2.ZABD, ty. ZB=120. 2 2 pay: 


Atsakymas. 30°, 30°, 120°. Pastebékime, kad atkarpa OC - stačiojo trikampio ABC pusiau- 


kraštinė, nubrėžta iš stačiojo kampo viršūnės C į įžambinę c. 
1.9.10. Įbrėžtiniai ir apibréZtiniai trikampiai 


Įbrėžtiniai trikampiai Loue ap ici en trikampi 


B АВС (2С = 90°) apibrėžtas apskritimas 
Ф Trikampis, kurio viršūnės yra apskritimo (101 pav.). Rasime ilgi pusiaukraštinės, 
taškai, vadinamas įbrėžtu į apskritimą išvestos iš stačiojo kampo viršūnės, jeigu 
(įbrėžtiniu) trikampiu, o apskritimas — apibrėžtu 4 AC =24ст, ZB-609. 5 
apie trikampį (apibrėžtiniu) apskritimu. 98 "WV. C Duota: AC 2 24cm. ZB-60. HET. 
paveiksle pavaizduotas trikampis АВС уга Rasti: OC 1 101 pav. 


įbrėžtinis, o apskritimas — apibrėžtinis. 
Sprendimas. Atkarpa ОС yra stačiojo trikampio АВС 

Apibrėžto apie trikampį apskritimo 
centras yra vienodai nutolęs nuo to trikampio 
viršūnių: AO = BO =CO = R; čia R- apskri- 


pusiaukraštinė. Apie statųjį trikampį apibrėžto apskritimo spindulys 
(pusiaukraštinė) lygus pusei įžambinės, todėl OC = 348. 


timo spindulys (99 pav .). Randame AB: 
дон СУ. mos _ AC 
€ Apie kiekvieną trikampį galima apibrėžti sinB=- p; 8а 482225,» 
kritimą. Т iti t О 
ярь пй ° ярианд centras yra бра p 24 234,29. 48 _ 48-43 - 4845 -1643 ст 
trikampio kraštinių vidurio statmenų sin60^ “203 445 cum . 


susikirtimo taškas (99 pav.). Apie trikampį ABC apibrėžto apskritimo 


spindulys (R = 40), apskaičiuojamas pagal formulę: Taigi АВ = 16/3 cm. 
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Vadinasi, OC - i -1643 - 848 ст. 
Atsakymas. 843 cm. 


Apibrėžtiniai trikampiai 
€ Trikampis, kurio kraštinės liečia B 
apskritimą, vadinamas apibrėžtu apie 


apskritimą (apibrėžtiniu) trikampiu, о 
apskritimas — įbrėžtu į trikampį (įbrėžtiniu) 4 
e 


apskritimu. 102 paveiksle pavaizduotas 
trikampis АВС yra apibrėžtinis, o apskri- 102 pav. 
timas — įbrėžtinis. 


e [| kiekvieną trikampį galima 
įbrėžti apskritimą. 

Į trikampį įbrėžto apskritimo 
centras O yra to trikampio pusiau- 
kampinių 40, BO ir CO susikirtimo 
taškas (103 pav.). 

Jei į trikampį ABC įbrėžtas 
spindulio r apskritimas, tai 
E 25 

а+Ь+с` 
tia S- trikampio plotas, p trikampio pusperimetris: 

| а+Ь+с 
Е 2 


r=—, arba 


(a, b, c - trikampio kraštinės). 


2 pavyzdys. Trikampio kraštinės yra 
20cm, 20cm ir 24cm. Raskite į trikampį 
įbrėžto apskritimo spindulį. 

Duota: АВ = BC =20cm, AC = 24 ст. 

Rasti: ғ. 


104 рау. 
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Sprendimas. 1. Randame trikampio АВС (104 pav.) plota 


=! яс. 
5= 4С: Вр. 


Kadangi А АВС - lygiašonis, todėl AD = LAC " E :24-12ст. 
Remdamiesi Pitagoro teorema iš A ABD randame trikampio аш лс BD: 


BD? = AB? АГ", BD = N20! -12? - 16cm, 
$-2-24-16-192em' 


2. Randame įbrėžto apskritimo spindulį OD = r: 


rm. p - (4B BC + AC)- 500420424) -32 ст, 
NO! 
r- 32 -6c 


Atsakymas. 6cm. 


Keturi ypatingi trikampio taškai 

1 taškas. Trikampio aukštinės kertasi viename taške. 

2 taškas. Trikampio pusiaukampinės kertasi viename taške. Šis taškas 
yra į trikampį įbrėžto apskritimo centras. 

3 taškas. Trikampio pusiaukraštinės kertasi viename taške. 


4 taškas. Trikampio kraštinių vidurio statmenys kertasi viename taš- 
ke. Šis taškas yra apie trikampį apibrėžto apskritimo centras. 


1.9.11. Sinusų ir kosinusų teoremos 


: Д В 
Suformuluosime sinusų teorema. 


Sinusų teorema. Trikampio kraš- 
tinių ilgiai proporcingi prieš jas esančių 
kampų sinusams, t.y. 


C 
p. — 
sin4 SinB sinC =2R; 4 


105 рау. 


čia R – apie trikampį apibrėžto apskritimo spindulys (105 pav.). 


1 pavyzdys. Pagal 106 paveiksle pateiktus B 
duomenis raskite x. 
Duota: 4B-8, АС-446, 28-60”. 8 
Rasti: BC. C 
Sprendimas. Trikampiui ABC A 446 
pritaikome sinusų teorema: 106 pav. 
AC | AB 
sinB  sinC* 
Iš šios lygybės randame 
AB -sinB . 2 8sin60° 2 


sinC=—J > sinC = 316 7. 


Vadinasi, ZC - arcsin. ZCs45?, 


LZA+ZB+ZC = 180°, todėl 

ZA=180°- (Z B+ ZC), ty. 

&А=180°- (60° + 45°)= 75°. 
Pritaikome $1пи$ц teorema: 


BC _ AB _ 8sin75? 
sinA  sinC ° ^ sin45? 7 


Rasime kraštinės BC ilgį. Kadangi sin45? = 24 


sin 75? = 51п(45° + 30°) = sin45°cos30° + sin30°cos45° = 


-8(8.1) 2052) 


212 3 4 " 
8: J2(/3 +1) 
все —Àá „BB 2з) 
E 


Atsakymas. 4( 5 + 1). 


2 pavyzdys. Trikampio viena kraštinė lygi 18cm, o kampas prieš šią 
kraštinę 120°. Apskaičiuokite apie tą trikampį apibrėžto apskritimo 
spindulį. 

Duota: AC =18cm, ZB-120*. 

Rasti: R. 

Sprendimas.  Trikampiui ABC 


R О 
(107 pav.) pritaike sinusu teorema, 
auname: C 
° 7 


AC _ PE _ AC 
30825» iš йа, К= 2, В 107 рау. 
M ас M NK EN 18 
R--AinI20 ^ sin(809—609) TAG Л poem. 
2 


Atsakymas. 6-3 cm. 


Suformuluosime kosinusų teorema 108 paveiksle pavaizduotam 
trikampiui ABC . 


Kosinusų teorema. Trikampio kraštinės ilgio kvadratas lygus kitų 
dviejų kraštinių ilgių kvadratų sumai 


B 
minus dvigubai tų kraštinių ir tarp jų 
esančio kampo kosinuso sandaugai: a 
а? =? +c? -2bccos A, 6 
b! = а? e c? – 2ассоѕВ, C 
c! = a! +b? -2abcosC. A 108 pav. 


3 pavyzdys. Dvi trikampio kraštinės уга бст іг 16cm ilgio, o 
kampas tarp jų lygus 60°. Raskite trečiąją kraštinę. 

Duota: 48-6ст, AC =16cm, 44-60”. 

Rasti: BC. 9 

Sprendimas. Trikampiui АВС (109 pav.) 
pritaikome kosinusų teorema: 


BC? = AB? + AC? – 2A4B- AC -cos A, 
BC? = 6? «16? – 2.6:16:с0560° 2196, BC -14 cm. 
Atsakymas. 14 cm. 


4 pavyzdys . Trikampio kraštiniu ilgiai yra 3 cm, 4 cm ir 5 cm. Raskite 
trikampio smailiojo kampo, esančio prieš vidutinio didumo kraštinę, kosinusą. 


Duota: 4B=3cm, AC = 5 ст, BC =4 cm. 4 3'em 5 

Rasti: cos A. 

Sprendimas. 1 büdas. Trikampiui A £ 

ABC (110 pav.) pritaikome kosinusu teorema: EN ` 

BC? = АВ? + AC? - 2АВ. AC cos A. 

Iš šios lygybės išreiškiame cos 4 : C 
2AB- AC cos A = АВ? + АС? - ВС?, 110 pav. 

_ AB! + AC? ВС? 3451-42 3 

Е kons akis S Лин У 


2 būdas. Pastebėkime, kad trikampio ABC kraštinių ilgiai 3, 4 ir 5 

yra Pitagoriniai skaičiai, nes 5! =37 + 4^. Vadinasi, trikampis ABC yra 
i -909 i .4B „3 
statusis. Tada Z B= 90° ir cos А = 4c^$ 


Atsakyrias. 


aj 


5 pavyzays. Dvi trikampio kraštinės yra 10 ст ir 16cm ilgio, o smailiojo 
kampo tarp jų tangentas lygus M Apskaičiuokite trečiosios kraštinės ilgį. 


Duota: 43 = 10ст, AC = 16 cm, Ig4= 3. 


B 
Rasti: ВС 
Sprendimas. і. Pirmiausia randame trikem- d N, 
pio АЗС (111 рау.) kampe A kosinusą. x 
2 
1 
ой тэнэх UNE A aC. С 
1+ 19 4 = m Hr 8 ^a mme 
111 pav. 
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зү 1 25 1 2,16 
1 (2) == š 2-- 5 cos“ A ==, 
4 cos? A 16 cos? A 25 


16 4 "NE 1 4 
=+ [16 =+— = =— 
со$ 4 =+ 25 tz. ZA — smailusis, todėl cos 4 ra 


2. Remdamiesi kosinusu teorema randame krastinés BC ilgi: 
ВС? = AB! + AC? -2AB - AC -cos A, 


ВС? =10° «16 —2-10-16- 2-100, BC -10ст. 


Atsakymas. 10 cm. 


1.9.12. Trikampio ploto skaičiavimo formulės 


€ 1. Trikampio plotas lygus jo kraštinės ir A 
aukštinės, išvestos į tą kraštinę, sandaugos 
pusei. Vadinasi, trikampio АВС (112 pav.) 
plotą galime apskaičiuoti pagal formulę: bó X 
sah = go. 
sada AN 
: Р Эг С В 
a,b,c — trikampio kraštinės, 112 pav. 


čia ha – aukštinė , nuleista iš viršūnės А į kraštinę a, 
h, — aukštinė, nuleista iš viršūnės B į kraštinę b. 
А. — aukštinė, nuleista iš viršūnės C į kraštinę c. 


1 pavyzdys . Lygiašonio trikampio pagrindas 18 cm, o šoninė kraštinė 


15 cm. Raskite trikampio plotą. B 
Duota: 4C =18cm, AB= BC =15 cm. 
Rasti: S. 


Sprendimas. Trikampio ABC (113 pav.) 


plotą skaičiuosime pagal formulę 
«21 4 р С 
Цай. ийн 113 pav. 


Atkarpa BD yra trikampio АВС їг aukštinė, ir pusiaukampine, ir 


pusiaukraštinė, todėl 40 = AC:2, AD = 9 cm. Kadangi atkarpa BD yra 
А АВС aukštinė, tai BD 1 AC. 
Iš stačiojo A ABD randame atkarpos BD ilgį: 
BD'-AB!-AD', ВР? =15° -9° =144, BD=12cm. 


Tada S- 1-18-12 - 108cn. 


Atsakymas. 108 cm“. 


A 
2 pavyzdys. Raskite stačiojo trikam- 
pio kraštines, jei statinių ilgių santykis х 
мэ 
уга 5 : 12, o plotas — 120 ст. 
Duota: AB: BC = 5:12, S = 120 ст. B == С 
Rasti: AB, BC, АС. 114 рау. 


Sprendimas. Tarkime, kad vienai daliai tenka x cm. Tada AB = 5x, o 
BC =12x (114 pav.). Rasime stačiojo trikampio ABC statinių AB ir BC 
ilgius. Apskaičiuojame daugiklį x: 
g- AB: BC 5х-12х 
2 2 
Vadinasi, АВ-5-2-10ст, BC =12-2 = 24 ст. 
Taikydami Pitagoro teoremą randame įžambinės AC ilgį: 
АС? = AB! + ВС?, AC! «10? +24 = 676, AC =26cm. 
Atsakymas. 10 ст, 24cm ir 26 cm. 


-1200 x-4, х-2ст. 


€ 2.Trikampio plotas lygus dvieju jo А 

kraštinių ir sinuso kampo tarp jų sandaugos 

pusei. b с 
Vadinasi, trikampio АВС (115 pav.) 

plotą galime apskaičiuoti pagal formule: C 7 В 
5 = ŽabsinC = УБсзіпй = ТасзіпВ. 115 pav. 


3 pavyzdys. Pagal 116 paveiksle pateiktus duomenis raskite trikampio 
ABC plota. 


Duota: 48-18, BC-24, ZB-135*. 


Rasti: S. B 
Sprendimas. Trikampio ABC plo- D 24 
tui apskaičiuoti taikome formulę: 18 E 
S - T AB- BC sinB, 
A 116 pav. 


БВ: sin135? = 


216sin(1807 - 45) = 216sinase - 216-22. = 108/2. 


Atsakymas. 10842 . 


4 pavyzdys. Dvi trikampio kraštinės yra 14 ст ir 15 cm ilgio, o smai- 
liojo kampo tarp jų sinusas lygus 0,8. Raskite trikampio perimetrą ir plotą. 
Duota: AB = 14 cm, AC = 15 cm, sin A = 0,8. 
Rasti: P ir S. 2 
Sprendimas. Apskaičiuojame tri- 
kampio ABC (117 pav.) plotą: 


5 = 548. ACsin А, 


15 ст 
Ї 


$-7:14.15-08 - 8& cm". 117 pav. 
Iš trikampio АВС, taikydami kosinusų teorema, rasime kraštinės 
BC ilgį. 
BC? = АВ? + AC? - 24B- AC cos A. 
Kadangi sin? 4 + cos? 4-1, tai 


cos? A - 1 - sin? А, ty. cos 4 = у1– 0,64 = 0,6. 
Тада 


ВС? = 14? +152 -2.14:15:0,6=169, ty. ВС = À169 =13 cm. 
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Trikampio perimetras 
Р-АВ-АС-ВС, Р-14-415-13-42ст. 
Atsakymas. P = 42cm, S = 84 cm". 


5 pavyzdys. Trikampio MNK N 
plotas lygus 2443 ст?, MN =14cm, 
NK =6cm, kampas N yra bukasis 
(118 pav.). Apskaičiuokime kraštinės 


РУ 
[^ 
IG 


MK ilgi. M 118 pav. 
Duota: MN =14 cm, NK = 6 cm, 5 22443 cm". 
Rasti: MK. 


Sprendimas. 1 būdas. 1. Remdamiesi trikampio ploto formule, randa- 
me kampo N didumą. Kadangi 


S=+MN-NK -sinN, tai 


уш T šius 2:2443 _ 443 
“MN -NK ° TUUS 7. 


2. Randame kampo M kosinusą. 


sin? № +cos? № -1; iš čia 


2 
cosN =+ (57) =+1, cosN ==}, nes ZN — bukasis. 


3. Remdamiesi kosinusų teorema, randame trikampio kraštinės 
MK ilgį: 
MK? = MN? + NK? – 2. MN - NK -cos М, 


MK? 214! +6 -2.14- e (- ЇР 256, 
MK =16 cm. 


2 būdas. Iš taško K nuleidžiame statmenj KP į trikampio KMN kraš- 
tinės MN tęsinį (119 pav.). Atkarpa КР yra trikampio KMN aukštinė. 


634 


Rasime aukštinės KP ilgį: K 


І 
San = 5 ММ-КР, 


2443 =1-14-КР; 


Ра pH M 
iš čia кр = 293 ёт; М Лібра 


Iš stataus trikampio KPN, pasinaudoję Pitagoro teorema, rasime 
atkarpos PN ilgį: 
VKN? - KP! , 


зв) леа 36 6 -6 
22 36-26 “(дэр PN => em. 


Dabar galime rasti 27) PM ilgi: 


PM = PN & MN, PM - $ +14=14 = 1% ст, 


Iš stataus trikampio КРМ, pasinaudoję Pitagoro teorema, randame 
ieškomąjį kraštinės KM ilgį: 


KM - NKP! + PM! , 


P 
(45) S 12544 _112 
шин [үч go r S 
Taigi KM x cm. 
Atsakymas. 16 cm. 


3. Jei Zinomi visu trikampio kraštiniu 4 
ilgiai, tai trikampio plota galime skai- b 
čiuoti taikydami Herono formulę: Ч 
р(р-а)(р-Ь)(р-с); € = В 
а+Ь+с ,. : : : 120 pav. 


čia p= trikampio pusperimetris (120 pav.). 


2 


6 pavyzdys. Trikampio kraštinės yra 13, 
37 ir 40. Apskaičiuokime trikampio plotą ir B 
aukštinės, išvestos į ilgiausią kraštinę, ilgį. 
Duota: АВ-13, BC = 37, AC = 40. 
Rasti: S, BD. 
Sprendimas. 
1. Remdamiesi Herono formule 
S=Jp(p-AB)(p-BC)(p- AC); ба 
AB+BC+ AC 
as BP 
randame trikampio АВС plotą S. Kadangi 
..13437 4 40 
5 a 


C А 
121 рау. 


—trikampio АВС (121 pav.) pusperimetris, 


45, tai 
S -445(45-13Д45-37Д45-140)--4/45-32-8-5 = 240. 


2. Taikydami kitą trikampio ploto skaičiavimo formule 


Ха 34C -BD , randame trikampio ABC aukštinę BD: 


25 02:240 _ 
Эр» BD 
Atsakymas. 5 2240, BD=12. 


BD- 


4. Trikampio ploto apskaičiavimas, kai 
žinomi įbrėžto į trikampį (arba apibrėžto 
apie trikampį) spindulio ir kraštinių ilgiai. 
Apibrėžtinio trikampio (122 pav.) plo- a b 
tas lygus jo perimetro ir į trikampį įbrėžto 
apskritimo spindulio sandaugos pusei: 
S=pr; É 122 pav. 


čia p= 


шалны - pusperimetris, 


r — | trikampį įbrėžto apskritimo spindulio ilgis. 


Įbrėžtinio trikampio (123 pav.) plotas 


apskaičiuojamas pagal formulę: NO 
abc 
$= TFR’ J 


čia а, Б, с — trikampio kraštinių ilgiai, 
R- apie trikampį apibrėžto apskritimo 123 pav. 
spindulio ilgis. 


7 pavyzdys. Trikampio kraštinių santykis 13:14: 15, o jo plotas 
lygus 336. Raskime į šį trikampį įbrėžto apskritimo spindulį. 
Duota: 4B: BC: АС = 13:14:15, $= 336. 


Rasti: r. B 
Sprendimas. 
5 14х 
Kadangi S= pr, tai mts 13х 
Sakykime, kad viena dalis уга х. C 
Tada AB =13х, BC =14x їг 4 15x 
AC - 15x (124 pav.). 124 pav. 


Trikampio ABC plotą galime skaičiuoti pagal Herono formulę: 
S=Jplp-aXp-bXp-c). 


à 2 


S = J21x21x - 13xX21x -14xX21x-15x) = /21х.8х-7х-6х. 
Bet salygoje duota, kad S = 336, todél gauname lygti 
336 = J21x-8x-7x-6x, arba 84x! = 336, ty. x =4. 


Paskutiniąją lygybę tenkina dvi x reikšmės: х--2 (netenkina sąly- 
gos) ir x=2. Taigi x=2. 


Kadangi p =2lx ir a=13x, b=14x,c=15x, tai 


13-2+14-2+15:2 _ 


2 42. 


Tada trikampio pusperimetris р = 


Vadinasi, аг (5398. А 


Atsakymas. 8. 
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8 pavyzdys. Stačiojo trikampio 
įžambinės ir įbrėžtinio apskritimo lieti- 
mosi taškas dalija įžambinę į 5 ir 12 cm 
ilgio atkarpas. Raskime statinius. 

Duota: AF = 5 ст, FC =12 cm. 

Rasti: 4B, BC. 

Sprendimas. ^ DOC = AFOC (125 pav.) 5 125 pav. 
'prendimas. pav.), 
nes kampo C pusiaukampiné OC yra bendra abiem trikampiams, be to, 
LZFCO=ZDCO, ZOFC = ZODC =90°, 
ZDOC = ZFOC, nes trikampiai statūs ir smailiųjų kampų 
suma lygi 90°. 

Galima įrodyti, kad AAEO-AAFO. Todėl FC=DC=12 ir 
AF=AE=5, o ЕО= ОР = Вр = ЕВ = г. 

Vadinasi, 4C =17, АВ = 5+, ВС = 12+. 

Pritaikome Pitagoro teorema: 

АВ? + ВС? = AC^, arba 
(5+) «(124 ry 217, 
Išsprendę šią lygtį randame, kad л = –20 (netinka pagal sąlygą), r, = 3. 
Vadinasi, 48-48ст, o BC =15 cm. 


Atsakymas. 8 cm ir 15 cm. 


r?+17r-60=0. 


9 pavyzdys.Viena trikampio kraštinė lygi 
16 cm, kita 10 cm, o kampo tarp jų kosinusas 4 
lygus 0,8. Raskite apie tą trikampį apibrėžto 
apskritimo spindulį. 


Duota: АВ - 10cm, AC =16cm, cosa=08. В 
Rasti: R. 
С 


Sprendimas. 1 būdas. Тери ZA = а (126 pav.). 
126 pav. 


Kadangi R= а, tai, remdamiesi kosinusų 
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teorema, rasime trečiosios kraštinės BC ilgį: 
BC? = AB! + АС? - 24B- AC соза, arba 
BC? «1004 256 - 2-10-16-0,8 2 100, 
BC = À100 = 10 em. 


Pasinaudoję formule 5 = > АВ -ACsina, rasime trikampio АВС 
plotą. Kadangi cosa = 0,8, tai 
sinc = Vl-cos'a, ty. sina-41-(08) = J036 = 0,6. 
Taigi sina = 0,6 ir $-5-16:10-06- 48 от 


sad p „10:10:16 4,1 
Vadinasi, R= ag 5. 


2 būdas. Pasinaudoję kosinusu teorema, rasime kraštinės BC ilgį: 
ВС? = AB! + АС? -2AB- AC -соѕа, 
BC? =107+167-—2-10-16-0,8=100; iš čia 
ВС = 4100 =10. Taigi BC =10 cm. 
Kadangi cosa = 0,8, tai, pasinaudoję tapatybė sin^ a 4 cos? a. = 1, 
galime apskaičiuoti sina: 
sin a = 1—cos? a, 


sina = V1-cos?a, sina = JI -0,64 = 0,6. 


Tada, pasinaudoję formule A -2R, gauname: 


10. Ag 
ne AN i5 čia 
10 3. 23 1 ЭР 1 
Rz-———2——-— 8. К-8-ст. 
6 06 3 84 Taigi 84 em 
Atsakymas. 82 cm 


9 5.Statiojo trikampio plotas 4 
1) Stačiojo trikampio plotas lygus 
statinių sandaugos pusei. Vadinasi, 127 
paveiksle pavaizduoto stačiojo trikampio b < 
ABC (2С =90°) plotą galima apskai- 
G Л В 


čiuoti pagal formulę: 


5 = Lab; čia a, b — statinių ilgiai. 127 pav. 


2) Stačiojo trikampio plotas lygus įžambinės ir į ją išvestos aukštinės 
sandaugos pusei. Taigi 126 paveiksle pavaizduoto stačiojo trikampio 
ABC (2С = 90?) plotą galime skaičiuoti ir pagal šią formulę: 


S= 399 ; čia с - įžambinė, 


c 


А, – aukštinė, nuleista iš stačiojo kampo viršūnės į įžambinę c. 


10 pavyzdys. Stačiojo trikampio vienas statinis 21 cm, o įžambinė 
35cm. Apskaičiuokite aukštinę, išvestą iš stačiojo kampo viršūnės. 
Duota: AC =2lcm, AB=35cm. 


Rasti: CD. A 
Sprendimas. 1. Randame stačiojo trikam- 
pio ABC (128 pav.) kraštinės BC ilgį: 8 
ВС? = AB! - AC", 5 
BC = 435! -21! -28ст. e 
2. Randame trikampio ABC plota: 
5= АС. ВС; $-1-21:28- 294 cm. 
3. Randame aukstinés CD ilgį: 
d La as _ 2.294 _ 
S=—AB-CD, iščia СР =-тр› CD- 35 =16,8 ст. 


2 
Atsakymas. 16,8 cm“. 


e 6.Lygiakraščio trikampio plotas 


Lygiakraščio trikampio (129 pav.) plo- 


tas apskaičiuojamas pagal formulę: a a 
s 28 
4 a 
čia a — trikampio kraštinė. 129 pav 


11 pavyzdys. Apskaičiuokite lygiakraščio trikampio (130 pav.) kraš- 
tine a, jei jo plotas 943 стг. 
Duota: 5 = 9./3 ст". 

Rasti: a. 
Sprendimas. 


Iš lygiakraščio trikampio ploto formulės 


2 
а 33 randame kraštinę a: A a o 
130 pav. 


2 
48 әр, iš čia а> бан, 


Atsakymas. бст. 
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1.10. KETURKAMPIAI IR DAUGIAKAMPIAI 
1.10.1. Daugiakampiai. Iškilieji ir neiškilieji daugiakampiai 


€ Sujungę plokštumos taškus ДА, 4: 


En 
4,, А, ..., A, atkarpomis 4,4,, 


2» 
A,A, ..., A, „A, gauname laužtę i: 
(131 pav.)  Taskus vadiname jos ” 
viršūnėmis, o atkarpas — grandimis. 131 pav. 

Jei pirmoji viršūnė sutampa su paskutiniaja — laužtę vadiname 
uždarąja. 
Paprastoji laužtė — tai tokia laužtė, kurios gretimos grandys nėra 


vienoje tiesėje, o negretimos — neturi bendrų taškų. 


e Daugiakampis – tai baigtinė plok štumos dalis, apribota paprastąja 

uždarąja laužte. Laužtės viršūnes, grandis ir gretimų grandžių sudaromus 

kampus vadiname atitinkamai daugiakampio viršūnėmis, kraštinėmis ir 

kampais. B ë 
Daugiakampi, turintj tris viršünes, 

vadiname trikampiu, keturias — ketur- 

kampiu, m — viršūnių- z - kampiu. Pa- 4 р 

vyzdžiui, 132 paveiksle pavaizduotas 

penkiakampis ABCDE. E 132 pav. 


Jei per bet kurią daugiakampio C 
kraštinę  nubréZus tiesę daugiakampis 
lieka vienoje tiesės pusėje, tai jis B 
vadinamas iškiluoju. Pavyzdžiui, še- 
šiakampis ABCDEF (133 pav.) yra 
iškilasis, nes per bet kurią jo kraštinę 
pavyzdžiui EF , nubrėžus tiesę visas še- F 
šiakampis lieka vienoje tos tiesės pusėje. 133 pav. 
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Jei yra nors viena daugiakampio 
kraštinė, kurią pratęsus ікі tiesės B 
daugiakampis padalijamas | dvi аг 
daugiau dalių, tai toks daugiakampis A C 
vadinamas | nei&kiluoju. Pavyzdžiui, 
penkiakampis ABCDE (134 pav.) yra D 
neiškilasis, nes tiesė, einanti per kraštinę 
BC, dalija penkiakampį į dvi dalis. 


E 
134 pav. 


€ Teorema. Iškilojo n - kampio kampų suma lygi 180?-(n-2), kur 
n- kraštinių skaičius. 


1 pavyzdys. Kiek kraštinių turi n - kampis, jeigu jo kampų suma yra 

198097 f 
Sprendimas. Iškilojo n - kampio kampų suma lygi 

180° - (n- 2) = 1980. 


Išsprendę šią lygtį, gauname, kad n=13. Vadinasi, daugiakampi turi 
trylika kraštinių. 

Atsakymas. 13. 
€ Panašūs daugiakampiai 

Sakome, kad vienas л -kampis yra panašus į kitą, jei kiekvieną 
pirmojo n - kampio kampą atitinka jam lygus antrojo n - kampio kampas, 


o atitinkamos kraštinės yra proporcingos. Atitinkamų kraštinių ilgių 
santykį vadiname panašumo koeficientu. 


B; 


С, 


135 рау. 
Daugiakampis A, B,C,D,E, (135 pav.) panašus į daugiakampi 4, B,C,D, E, 


(4,B.C,D,E, ~ A,B,C,D,E,). jeigu 
44-44, ZB -ZB, 4С,-4С,, 
ZD,-ZD, ZE -ZE, ir 


Ф Teorema. Jei vienas daugiakampis yra panašus į kitą ir k yra 
panašumo koeficientas, tai šių daugiakampių perimetrų santykis lygus k, 
o plotų santykis lygus k?, t.y. 
P, BCDE, 5 авсан, 2 
yo -k Ф KM =, 
AB,C;D:E, ABCDE 
2 pavyzdys. Penkiakampio kraštinės yra 40cm, 12cm, 24cm, 
32cm ir 18cm.Rasime į jį panašaus penkiakampio perimetrą, jeigu 
trumpiausia kraštinė lygi 20 cm. 
Sprendimas. 1. Randame panašumo koeficientą 
k = 12 = 3 
20 4^ 
2. Randame pradinio daugiakampio perimetra 
Р|-40-12-24-32-18-126ст. 


3. Kadangi panašių daugiakampių perimetrų santykis 

іб ба Р, =168ст. 

Atsakymas. 168 ст . 

3 pavyzdys. Panašiųjų daugiakampių plotų skirtumas yra 264 ст”, о 


jų trumpiausios kraštinės atitinkamai lygios 2,5cm ir 3cm. Rasime 
daugiakampio plotus. 


Duota: S, — S, = 264 cm’, a -3cm, а,-2,5ст. 


Rasti: 5), S,- 
Sprendimas. 1. Randame panašumo koeficientą 
а 3 6 
keel 
a, 25 5 
Жэ 2 : 36 
2. Кадапе слийн , tai S, 73552 : 
Įstatę į lygtį S, — S, = 264, gauname 
365, - S, - 264. 
Išsprendę lygtį, gauname S, = 600 cm? . Vadinasi, 
-36 600- : 
5 = 25 600 = 864 ст. 


Atsakymas. 864 ст", 600 стг. 


1.10.2. Keturkampiai 


Keturkampiu vadinama plokštumos dalis, kurią riboja savęs 
nekertanti uždara laužtė , sudaryta iš keturių grandžių . 


136 paveiksle pavaizduotas ketur- B C 
kampis ABCD : 

A, B, C, D - virsünés, 

ZA, ZB, ZC, ZD -kampai, D 

AB, BC, CD, AD - kraštinės, A 136 pav. 


AB ir CD, AD ir BC - priešingos kraštinės, 
AC, BD - įstrižainės. 


Iškiluoju keturkampiu vadinamas keturkampis, kuris yra kiekvienos 
tiesės, nubrėžtos per keturkampio kiekvieną kraštinę, vienoje pusėje. 


639 


Pateikiame keturkampiu klasifikacijos schema (137 pav.). 
Keturkampiai -----» 


Stačiosios 
| trapecijos 


137 pav. 


1.10.3. Lygiagretainis 
Lygiagretainiu vadinamas ketur 


kampis, kurio priešingosios kraštinės yra B C 
viena kitai lygiagrečios. 138 paveiksle P. 
pavaizduotas lygiagretainis ABCD, 
atkarpos AB, BC, CD ir AD yra jo 4 Б М, р 
kraštinės (48||CD,BC|| AD), atkarpos 138 pav. 
AC ir BD - įstrižainės. 
e Lygiagretainio savybės 

1. Lygiagretainio priešingosios kraštinės yra lygios, priešingieji 
kampai lygūs: 4B- CD, AD=BC ir ZA- ZC, 48-40. 

2. Lygiagretainyje prie vienos kraštinės esančių kampu suma lygi 180? : 
&А+&В=180°, ZB+ ZCz180?, <C+ZD=180, ZA* ZDz180*. 
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3. Lygiagretainio įstrižainės AC ir BD susikerta ir susikirtimo 
taškas jas dalija pusiau: 4O = OC ir ВО = OD. 

4. Lygiagretainio kraštinių kvadratų suma lygi įstrižainių kvadratų 
sumai: 2(48? + BC?)- AC? + BD’? . 

5. Lygiagretainį įstrižainė dalija į du lygius trikampius: 
AABD=ABCD іг ЛАВС =AACD. 


Suformuluosime teiginius, kuriuos vadinsime lygiagretainio požymiais: 

1. Jeigu keturkampio kiekvienos dvi priešingosios kraštinės yra 
lygios, tai toks keturkampis yra lygiagretainis. 

2. Jeigu keturkampio dvi priešingosios kraštinės yra lygios ir 
lygiagrečios, tai toks keturkampis yra lygiagretainis. 

3. Jeigu keturkampio kiekvieni du priešingieji kampai lygūs, tai toks 
keturkampis yra lygiagretainis. 

4. Jeigu keturkampio įstrižainės susikirsdamos dalija viena kitą 
pusiau, tai toks keturkampis yra lygiagretainis. 


1 pavyzdys. Rasime lygiagretainio aukštinių ilgius, jei kraštinių ilgiai 
yra 4cm ir 16cm, o kampas tarp jų 60°. 
Duota: 48-4ст, AD=16cm, ZA = 60°. 
Rasti: BE, BF. 
Sprendimas. 1. Iš stačiojo AABE 
(139 pav.) rasime aukštinės BE ilgį: Р 
ВЕ = AB : sin A, к D 


E 
139 pav. 


BE =4sin60° = 4:28 = 243 ст. 


2. ZC 2 ZA, nes priešingieji kampai yra lygūs. Taigi ZC = 60°. 
3. Iš stačiojo АВЕС rasime aukštinės BF ilgį: 
BF=BC-sinC, BF= 16-sinst* - 16-22. =843 ст. 


Atsakymas. 243 cm ir 843 cm. 


2 pavyzdys. Lygiagretainio krastinés B С 
уга 342 ст іг 7ст ilgio, o kampas 
tarp ju 135?. Rasime lygiagretainio 
įstrižainių ilgius. 
Duota: 48-342 cm, ВС-7ст, ZB=1359. 
Rasti: AC ir BD. 
Sprendimas. 1. 15 AABC (140 pav.), taikydami kosinusų teoremą, 


140 pav. 


rasime įstrižainės AC ilgį: АС? = AB? + BC? -2 АВ. BCcosB, 


c0s135? = cos(90? + 45°) = —sin45° = Eo $ 
AC? = 642) «7 -2-342-Toosl35"-18+49+2-2142 2. = 
=67+42=109. АС = J109 cm. 


2. Lygiagretainio prie vienos kraštinės esančių kampų suma lygi 
180°, todėl 44+ /В=180°; iš čia 


Z4=180*- / В =180° —135? = 45°. 
3.13. ААВ, remdamiesi kosinusų teorema, rasime įstrižainės 
BD ilgį: BD? = АВ? + AD! -2AB - ADcos A, 
Вр!-18-45-2-347 .7с0545°=25, BD=5cm. 
Atsakymas. 4109 cm ir 5ст. 


3 pavyzdys. Lygiagretainio kraštinės уга 11ст ir 23cm ilgio, о 
įstrižainių ilgių santykis 2:3. Rasime lygiagretainio įstrižainių ilgius. 
Duota: 4В8-11ст, AD=23cm, 


B G 
BD: AC =2:3 (141 pav.). 
Rasti: BD ir AC. 
Sprendimas. A 
141 pav. 


Tarkime, kad viena dalis lygi x cm. 
Tada BD=2x, o AC =3x. Pritaikome lygiagretainio savybę: 


BD? + AC? =2(АВ? + AD"), (2х) +(3x) = 2(112 + 237) 


Išsprendę lygtį 4x? «9x? = 2(121+ 529), randame, kad х= 10. 
Vadinasi, BD=20cm, о AC =30cm. 


Atsakymas. 20cm ir 30cm. 


e Lygiagretainio plotas 
1. Lygiagretainio plotas lygus jo kraštinės ir į ją išvestos aukštinės 
čia a,b – lygiagretainio kraštinės, 


sandaugai: 
I 
h, , h, - lygiagretainio aukštinės, nubréz- 2 ~ 


S=ah,=bh,; 
Š a 
tos atitinkamai j krastines a ir b (142 pav.). 142 pav. 


2. Lygiagretainio plotas lygus dviejų gretimų kraštinių ir sinuso 
kampo tarp jų sandaugai: 
S=absina; čia a,b - lygiagretainio kraštinės. 


3. Lygiagretainio plotas lygus įstrižainių ir sinuso kampo tarp jų 


sandaugos pusei: 
Q 
йа d,, d,- lygiagretainio įstrižainės, LAN 


Ф — kampas tarp įstrižainių (143 pav.). 143 pav. 


1 y 
S=54d sing; 


4 pavyzdys. Lygiagretainio aukštinės yra 8cm ir 12cm ilgio, o 
kampas tarp kraštinių lygus 60°. Rasime lygiagretainio plotą. 
Duota: ВЕ-8ст, ВЕ-12ст, 44-60”. 
Rasti: S. B 
Sprendimas. 
Lygiagretainio ABCD (144 pav.) 
plotui skaičiuoti taikome formule A 
S- AB- AD. sin A. Ë 144 pav. 
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1. Iš stačiojo AAEB rasime АВ: 


. ВЕ 28 1643 _ 16.5 
аж тэн хачин cw 
2.15 ABFC rasime ВС: 
DeL. Бој. Сем on. 
sinC sin 60? 
3. Lygiagretainio plotas 5 = 164 S 5 singos = 6443 cm! . 


Atsakymas. 6443 ст". 


5 pavyzdys. Lygiagretainio kraštinės уга 18cm ir 30cm ilgio, o 
trumpesnioji aukštinė 6cm. Rasime lygiagretainio kitos aukštinės ilgį 
ir plotą. 

Duota: АВ-18 cm, AD=30cm, 
BE=6cm. 

Rasti: BF,S. A 

Sprendimas. 1. Rasime lygiagretainio 145 pav. 
ABCD (145 pav.) plotą: 

S-AD-BE, 5-30-6-180ст". 


B C 


2. Iš kitos ploto formulės 5 = BF -CD išreiškiame BF : 


228 280 
ВЕ = Gp: ВЕ = 18 -10ст. 


Atsakymas. 10 ст ir 180 cm“. 


6 pavyzdys. Lygiagretainio plotas lygus 150 cm?, о kraštinės ir į ją 
išvestos aukštinės ilgių santykis yra 3:2. Rasime lygiagretainio kraštinių 
ilgius, jei kampas tarp jų 45°. 

Duota: AD: ВЕ =3:2, 5 =150ст?, ZA-45*. 

Rasti: AB іг AD. 
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Sprendimas. Sakykime, kad 1 dalis yra x cm. Tada 
AD-3x, о ВЕ-2х, 
1. Kadangi lygiagretainio ABCD (146 pav.) plotas 


S-AD-BE, tai 3x-2x=150, B C 
6х2 =150, x?!-25, х-5. 
Vadinasi, 40 =3:5 =15 ст, o Е 
ВЕ =2.5=10ст. ACE D 
146 pav. 
2. Kadangi, AD = ВС, tai 15 АВЕС rasime BF : 
BF = BCsinC, BF =15sin459 = 1552 em. 


3.15 lygiagretainio ploto formulės S=CD-BF rasime atkarpos 
CD ilgį: 


ср--3 


BF' 
Atsakymas. 15 ст іг 1042 cm. 


CD =1042 ст. 


7 pavyzdys. Lygiagretainio kraštinės yra 10ст їг 17cm ilgio, o 
vienos įstrižainės ilgis lygus 21cm . Rasime lygiagretainio plotą. 


Duota: АВ-10ст, AD=17cm, à 


B 
AC - 21cm. Na 
Rasti: S. 
Sprendimas. Le М, 
A D 


Lygiagretainio ABCD (147 pav.) 147 pav. 
plota galima rasti keliais büdais. 
1 būdas. Kadangi $,,,-2S5,,,., tai, pritaikę Herono formulę, 
galima rasti AABC plotą: 
5, asc “УР(р- ABXp - ВС)(р- АС), 


" AB+ BC + AC 
MIS ES 


р= 24. 


S. une = 424-14: 7-3 284, 5, р 72:842 168cm! . 
2 būdas. Kadangi 5 = 4B-ADsinA, tai iš AABD, taikydami 
kosinusų teoremą, rasime cos A: 
BD! = AB! + Ар? —2 АВ- AD -cos A, 


_ AB? + AD! - BD? _ 13 
C042 —— BAD ^" cosd = тс. 
Taikydami pagrindinę trigonometrinę tapatybę sin? A+ cos? А=1, 


rasime 511: 


sin? 4-1- cos? A, sin4- +. 
уде 84 1 
Vadinasi, $=10-17-сс=168ст 5 


3 būdas. Plotą galima apskaičiuoti pagal formulę 
s= LAC: BDsinZAOB. Pažymime ZAOB =о. 


Iš AAOB, taikydami kosinusų teoremą, rasime cosa : 
AB! = АО? + ВО? -240 - BO - cosa, 


_ AO? + BO! – АВ? 
cosa = — 


2- AO -BO 
Kadangi 40 = 2 ст, BO- NM ст, nes įstrižainės dalija viena 
kitą pusiau, tai 
441 + 337 —100 
cosa 2 —5——— 4. = зох, 
2. 21 4337 337 
2 2 
Rasime sina : 


sin"a*cos'a-1, sin?a-1-cos?a, 


mwasi- SL 256 RT | 
sin'a-l 337 337 ° sina E Kadangi a «90?, tai 


: 16 
sina = . Tada 
4337 
1 16 2 
S==-V337-21-——=168cm*. 
2 4337 


Atsakymas. 168 cm? . 


1.10.4. Statiakampis 
Statiakampiu vadinamas lygiagretai- 
nis, kurio visi kampai statüs. 148 paveiksle B C 
pavaizduotas stačiakampis ABCD, 
atkarpos АВ, BC, CD ir AD yra јо kraštinės, 


oatkarpos AC ir BD - įstrižainės. 
148 pav. 


e Stačiakampio savybės 


1. Stačiakampio priešingosios kraštinės yra lygiagrečios, o kam- 
pai statūs: 
AB|| CD, BC| AD, ZA= ZB= ZC = ZD =90°. 


2. Stačiakampio įstrižainės yra lygios: 
AC = BD. 


1 pavyzdys. Stačiakampio kraštinės yra 12cm ir 5cm. Apskaičiuo- 
sime stačiakampio įstrižainių ilgius. 


Duota: AB=12cm, BC =5cm. B C 
Rasti: АС, BD. 
Sprendimas. Iš stačiojo A АСВ 
+ . " " А 
(149 pav.), taikydami Pitagoro teo 149 pav. 


rema, rasime jstriZainés AC ilgi: 
АС? = АВ? + ВС?, AC2=122+52=169, АС-13ст. 
Kadangi АС = BD, tai ВЮ =13 ст. 
Atsakymas. 13 ст, 13 ст. 
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€ Statiakampio plotas 
1. Stačiakampio plotas lygus jo gretimų kraštinių sandaugai: 
S-ab; 
čia a, b — stačiakampio kraštinės (150 pav.). 
2. Stačiakampio plotas lygus jo įstrižainės kvadrato ir sinuso kampo 
tarp įstrižainių sandaugos pusei: d 
$= 14 sing; 
čia d – stačiakampio įstrižainė, 
g - kampas tarp įstrižainių (150 pav.). 150 pav. 


2 pavyzdys. Rasime stačiakampio plotą, kai jo įstrižainė lygi 13 cm, o 
viena kraštinė — 5 cm. 


Duota: АС =13cm, ВС = 5 ст. р С 
Rasti: S. 
Sprendimas. J 
Stačiakampio ABCD (151 pav.) plotas 151 pav. 
S = AB- BC. 
Iš stačiojo AABC, taikydami Pitagoro teorema, rasime kraštinės 
AB ilgį: 


АВ? = AC! -BC?, АВ? = 13? – 5? – (13 – 5)(13 +5)=8-18=169, 
AB = 16:9 2 4.3-12cm. 

Tada stačiakampio plotas 5 -12-5- 60cm? . 

Atsakymas. 60cm? . 


D G 
3 pavyzdys. Rasime stačiakampio 
kraštines, jei kraštinių ilgių santykis 
3:5, o plotas lygus 240ст?. 5х 
Duota: 4B: BC 23:5, S = 240ст?. ds 
Š A B 
Rasti: AB, BC. 152 pav. 
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Sprendimas. Tarkime, kad vienai daliai tenka x cm. Tada 
AB=3x, o BC =5x (152 pav). 
Stačiakampio ABCD plotas 5 = AB: BC. | šią formulę įrašę 
gautąsias АВ ir BC išraiškas, gauname lygtį 
3x.5x-240. Ją išsprendę randame, kad x=4 cm. 
Taigi, АВ-3-4-12ст, o BC=5-4=20cm. 
Atsakymas. 12cm, 20cm. 


4 pavyzdys. Stačiakampio įstrižainės 24 cm, o kampas tarp jų 120°. 
Apskaičiuosime stačiakampio plotą. 
Duota: AC =BD=24cm, ZAOD -120*. 
Rasti: S. 
Sprendimas. 
Stačiakampio ABCD (153 pav.) 
plotą galime apskaičiuoti pagal formule: 


B Зо. С 
ZA 

|| is A D 

5=54С sinZ AOD, 153 pav. 

5- i 24? . sin120? = 288. sin(180? — 60°) = 288 -sin 60° = 


=288 3. 14443 cm! . 


Atsakymas. 14443 ст”. 


1.10.5. Kvadratas 


Kvadratu vadinamas stačiakampis, B а g 
kurio visos kraštinės lygios. 154 pa- х 
veiksle pavaizduotas kvadratas ABCD, a X a 


atkarpos AB, BC, CD ir AD yra jo 


kraštinės (48 = BC =CD= AD-a), о Ч, 


atkarpos АС ir BD - įstrižainės. 154 pav. 


e Kvadrato savybės 
1. Kvadrato įstrižainės yra lygios ir kertasi stačiu kampu: 
AC=BD ir AC BD. 


2. Kvadrato įstrižainė lygi 4-а42, čia a — kvadrato kraštinė. 


Duota: AC 21242 ст. 
AB=BC =CD= AD= x (155 pav.). 155 pav. 


1 pavyzdys. Kvadrato įstrižainės ilgis lygus 1242 cm. Apskaičiuo- 
Rasti: AB. 
Sprendimas. Kvadrato kraštinės yra lygios. 
Trikampiui ADC pritaikę Pitagoro teoremą, rasime х: 
AD! «CD! = AC?, x! ex! =(12/2]. 


sime kvadrato kraštinės ilgį. B x C 
Í | 
Pazymime A d p 
Išsprendę lygtį 2x? = 288, rasime, kad х= 12 cm. 
Atsakymas. 12 cm. 


€ Kvadrato plotas 
1. Kvadrato plotas lygus jo kraštinės kvadratui: 


a 
a a 
$=а?; 
čia a – kvadrato kraštinė (156 pav.). 


2. Kvadrato plotas lygus istriZainés kvadrato pusei: 156 pav. 
$= Lai ; ба d — kvadrato įstrižainė (156 pav.). 
2 pavyzdys. Kvadrato plotas lygus B C 
40cm?. Apskaitiuosime šio kvadrato 
istriZainiu ilgius. 
Duota: S = 40 ст". 
Rasti: AC ir BD. 157 pav. 


Sprendimas. Kadangi kvadrato ABCD (157 pav.) plotas 
S-l4C, шї 4C! -28, 4C!-2.40-80; iš čia, 


АС = 480 = 445 ст. 
Atsakymas. AC = BD - 445 ст. 


3 pavyzdys. Kvadrato plotas padidėjo 6996. Keliais procentais 
padidėjo jo įstrižainė? 

Sprendimas. Tegu pradinio kvadrato plotas yra S, įstrižainė x, o 
padidėjusio kvadrato plotas S, įstrižainė x, (158 pav.). Iš uždavinio 
sąlygos gauname, kad 

5 -540,695-1,695. 


Iš ploto formulės 8-8 išreiškiame x: ҮЭ 
x28 
S 


$i 
Iš ploto formulės S, = > išreiškiame x: 158 pav. 


x = J2-L695 =13425. 
Rasime įstrižainių ilgių skirtumą x, — х = 13425 - 425 = 03425. 
Rasime keliais procentais padidėjo kvadrato įstrižainė: 

0.3428 -100% = 30 96. 


Ps 


Atsakymas. Padidėjo 30%. 


1.10.6. Rombas 


Rombu vadinamas lygiagretainis, kurio visos kraštinės lygios. 
159 paveiksle pavaizduotas rombas ABCD, atkarpos AB, BC, CD ir 
AD yra jo kraštinės (АВ = BC =CD = AD =a), o atkarpos AC ir BD — 
įstrižainės. 
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€ Rombo savybės 
1. Rombo įstrižainės d, = AC ir d, = BD susikerta stačiuoju kampu: 
d 14,. 
2.Rombo jstriZainés yra jo kampu 
pusiaukampinės. 
3. Rombo įstrižainių susikirtimo taškas 
kiekvieną jų dalija pusiau: 
AO-OC, BO-OD. 
4. Rombo priešingieji kampai lygūs: D 159 pav. 
24-2С, ZBzZD. 
5. Ryšys tarp rombo įstrižainių ir kraštinių apibrėžiamas formule: 
d] +d} - 4a. 


1 pavyzdys. Rombo įstrižainės уга 10cm ir 24cm ilgio. Apskai- 
čiuosime rombo kraštinės ilgį. 
Duota: BD=24cm, AC =10cm. 


Rasti: AB. 
Sprendimas. Iš stačiojo A ABO (160 pav.) taikydami jam Pitagoro 
teoremą, rasime kraštinės AB ilgį: B 


AB? = АО? + BO". 
Kadangi AO= LAC, BO= 380, ty. 


A Ч С 
Адал айн, Bo 225 212 em, tai, 
2 2 
АВ? 253412? 2169, AB=13cm. 
D 
Atsakymas. 13cm. 160 pav. 


2 pavyzdys. Rasime rombo įstrižainių ilgius ir aukštinės ilgį, jei 
kraštinė lygi бст, o vienas rombo kampas yra 60°. 
Duota: АВ = бст, ZB=60“. 
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Rasti: АС, BD, AE. 

Sprendimas. Rombo įstrižainės viena kitą dalija pusiau, dalija pusiau 
ir rombo kampus, be to, įstrižainės susikirsdamos sudaro stačiuosius 
kampus. 

1. Iš stačiojo Л АОВ (161 pav.) 


rasime atkarpų АО ir BO ilgius: 
AO = AB -sin 2 ABO, 
ВО = AB-cos < ABO. 


Kadangi Z ABO = 2, 


ty. ZABO = 50° 30», tai 
2 161 pav. 


АО = 651п30° -3cm, ВО = 6cos30? = 343 ст. 
2. АС-2-40, АС-2-3-6ст ir ВО-2-ВО, 
BD=2-343 =643 ст. 
3. Iš stačiojo ААВЕ rasime aukštinės AE ilgį: 
AE = AB-sinZB, АЕ = 6sin60° = 343 cm. 
Atsakymas. Rombo įstrižainių ilgiai уга 6cm їг 643 cm, o 
aukštinės — 343 cm. 


e Rombo plotas 


1. Rombo plotas lygus jo kraštinės ir 
aukštinės sandaugai: 
S-ah; 
čia a — rombo kraštinė, 
h — rombo aukštinė (162 pav.). 


2. Rombo plotas lygus jo kraštinės 
kvadrato ir sinuso kampo tarp kraštinių 
sandaugai: 


162 pav. 


5 =а?ѕіпа; 
čia а — kampas tarp gretimų rombo kraštinių (162 pav.). 


rombą įbrėžto apskritimo spindulio sandaugai: 


BO =4cm (164 pav.). 


teoremą, rasime AO: 


3. Rombo plotas lygus jo įstrižainių sandaugos pusei: 
85-44, 


čia 4,, d, – rombo įstrižainės (162 pav.). 


4. Rombo plotas lygus jo pusperimetrio ir j 


S-pr; 
čia p- pusperimetris: p = 2а, 163 pav. 
r — i romba įbrėžto apskritimo spindulys (163 pav.). 


3 pavyzdys. Rombo perimetras lygus 20 cm, o vienos įstrižainės ilgis 


yra 8cm. Rasime rombo plotą ir aukštinės ilgį. 


Duota: P=20cm, BD = 8 ст. 
Rasti: S, AF. 
Sprendimas. P -4-АВ, AB = 5 cm, о 


Iš stačiojo А АОВ, taikydami Pitagoro 


АО? = AB! - ВО?, 
АО? =25-16=9, АО-3ст. 
Tada АС-2-40, АС-2-3-6ст їг 


8-45:89, ty, ss Mom. 
Rombo plotą galima apskaičiuoti ir pagal Киа formulę: 
s= BC-AF 
== 
Iš šios lygybės 
AF « x ty. AF= PH 26cm. 


Atsakymas. 24 ст? іг 9,6 cm. 


4 pavyzdys. Rombo kraštinės ilgis уга бст, o vienas kampas lygus 


150°. Rasime rombo plotą. 


Duota: AB=6, ZA- ZC =150°. 
Rasti: S. 
Sprendimas. 
I būdas. Kadangi /А+ ZB =180°, tai 
ZB=180*- ZA, ty. 
<B =180° – 150° = 30° (165 pav.). 
Tada rombo plotas S = AB? sin B, t y. 


5 = € sin30* - 36-7 =18 em. 


2 būdas. Rombo plotas S = BC - AE. Iš stačiojo А АВЕ randame AE: 
AE = AB-sinB, ty. АЕ =6:51п30° =3cm, 

Tada S=6-3=18 cm". 

3 būdas. Rombo plotą galime skaičiuoti taikydami formulę 
s= XE 

Įstrižainė BD kampą B dalija pusiau, todėl /АВО = 15°. 

Iš stačiojo A АОВ randame AO ir BO: 
АО = ABsinZ ABO, АО = 6ѕіп15°, 
ВО = ABcosZ ABO, ВО = 6соѕ15°. 

Tada АС = 2: AO ir Вр = 2. ВО, ty. 
АС = 2-6sin15? = 125іп15°, 
BD = 2-6cos15? = 12с0515°. 


_ 12sin15?-12cos15? 


° 2 


=36-2sin15%cos15° = 36sin(2-15°) = 


36sin30? = 18. 


(Pritaikėme trigonometrinę formule: ѕіп 20 = 2sina cosa. ) 


Atsakymas. 18 cm? . 
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5 pavyzdys. Rombo plotas lygus 56 cm? , o įstrižainių ilgių santykis 
7:4. Rasime rombo įstrižainių ilgius. 


B 
Duota: 5 = 56ст?, BD:AC=7:4. 
Rasti: АС іг BD. 
Sprendimas. Rombo ABCD plotas 
i A С 
5=4С-8р (166 pav.). 
Tarkime , kad vienai daliai tenka x cm. 
Тада BD = 7x ir AC = 4х. Sudarome lygtį D 
TX AES 46, 166 pav. 


2 
kurią išsprendę randame, kad х-2ст. Vadinasi, 


BD=7-2=14cm, o AC=4-2=8cm. 
Atsakymas. 14cm ir 8cm. 
6 pavyzdys. Rombo plotas lygus 1843 ст? , vienas jo kampas 120°. 
Apskaičiuosime į rombą įbrėžto skritulio spindulio ilgį. 
Duota: S= 1843 ст", Z4-120*. 


Rasti: r. 
Sprendimas . Rombo ABCD kraštinę 7 
pažymėsimie raide a (167 pav.). А 02 C 

i. Iš rombo ploto formulės 

S=a sina 
randame rombo kraštinę: G^ sinl 237 = i4 5, 5 

а? 33 уву, is čia а= бст. 167 pav. 
2. Iš formulės S = pr galine гаси олоо spinčuiį 7. 

tui r= m 1843 = ЫЗ om 
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1.10.7. Trapecija 


Trapecija vadinamas keturkampis, 
kurio dvi priešingosios kraštinės lygia- B C 
grečios, o kitos dvi kraštinės nely- 
giagrečios. 

168 paveiksle pavaizduota trapecija 4 
ABCD, atkarpos AB, BC, CD ir 168 pav. 
AD yra jos krastinés (BC || AD). 


Trapecijos vidurine linija vadinama 
atkarpa, jungianti jos šoninių kraštinių 
vidurio taškus. Atkarpa MN =m yra 
169 paveiksle pavaizduotos trapecijos 4 - D 
ABCD vidurinė linija. 169 pav. 

Trapecijos vidurinė linija m yra lygiagreti pagrindams ir lygi jų 
sumos pusei: 
a+b 

> 
Trapecijos vidaus kampų, esančių prie vienos iš jos šoninių kraštinių, 


suma lygi 180°, ty. ZA-ZB- ZC+ (D =180° (168 pav.). 


т|а, m||b, m= 


e Lygiašonė trapecija B b C 


Lygiašonė trapecija — trapecija, ku- 
rios šoninės kraštinės lygios. 170 pa- 
veiksle pavaizduota lygiašonė trapecija 


ABCD, kurios АВ = CD. A а 


170 рау. 
Lygiašonės trapecijos savybės 


І. Lygiašonės trapecijos šoninės kraštinės yra lygios 4B = CD. 


2. Lygiašonės trapecijos kampai prie pagrindo lygūs: 
24-40, ZBzZC. 


3. Lygiašonės trapecijos, į kurią galima b 
įbrėžti apskritimą, aukštinë A (171 pav.) 
lygi pagrindų a іг b geometriniam vi- 


durkiui: 
h- уа -b. a 
171 pav. 

e Stačioji trapecija 

Stačioji trapecija – trapecija, kurios B С 
viena šoninė kraštinė yra statmena ра- 
grindams. 172 paveiksle pavaizduota sta- 
čioji trapecija ABCD, kurios AB L AD, 3 
ZAzZBz90*. 172 pav. 


Stačiosios trapecijos savybės 

1. Stačiosios trapecijos pagrindai lygiagretūs, t.y. 4D|| BC. 

2. Trapecijos dviejų vidaus kampų, esančių prie vienos iš jos šoninių 
kraštinių, suma lygi 1809, t.y. 

ZC+ZD=1809, о Кій du kampai yra statūs, t.y. ZA= / В = 90°. 


1 pavyzdys. Lygiašonės trapecijos aukštinė lygi 3, šoninė kraštinė — 
5. Rasime trapecijos ilgesnįjį pagrindą, jei jos trumpesnysis pagrindas 
lygus 10. 

Duota: ВЕ-3, AB=CD=5, BC =10. 

Rasti: AD. 

Sprendimas. Iš stačiojo AAEB 
(173 pav.) taikydami Pitagoro teore- 
mą, randame АЕ: 

AE! = AB! - BE', AE?’ =5 -3 =16, АЕ-4. 
Tada AD = EF + AE + FD. 
Bet AE- FD, todėl AD=BC+2AE, arba AD=10+2-4=18. 


Atsakymas. 18. 


E F 
173 pav. 


2 pavyzdys. Lygiašonės trapecijos pagrindai yra 10cm ir 4cm ilgio, 
o kampas prie didžiojo pagrindo lygus 45°. Rasime trapecijos šoninės 
kraštinės ir aukštinės ilgius. 

Duota: BC = 4ст, AD=10cm, 44-45”, 

Rasti: АВ, BE. B € 

Sprendimas. 

Л ДЕВ = АРЕС (174 pav.), 
todėl АЕ = FD. Vadinasi, 4 


=4Р-5©, АЕ - cm. 174 pav. 


Iš stačiojo trikampio АЕВ randame АВ: 


_ АЕ ҮЗ 
ape cos A" “ с0545° 


Kadangi ZA- / АВЕ = 45°, tai AAEB - lygiašonis іг AE = BE, 
ty. ВЕ-3ст. 
Atsakymas. 342 cm, 3cm. 


AE 


2342 ст. 


3 pavyzdys. Stačiosios trapecijos pagrindai yra 18cm ir 26cm ilgio. 
Rasime trapecijos perimetrą, kai jos įstrižainė statmena Soninei kraštinei. 

Duota: AC LCD, BC =18cm, AD=26cm. 

Rasti: P. 


B С 
Sprendimas. 
P=AB+BC+CD+ AD (175 pav.). 
Randame atkarpos ED ilgį: 
ED= AD-AE, (AE = BC), A Е р 
ED = 26-18 = 8 ст. 175 рау. 


Trikampis ACD yra statusis, о СЕ – aukštinė, išvesta iš stačiojo 
kampo viršūnės. Vadinasi, galime taikyti geometrinio vidurkio formules: 


СЕ= JAE- ED , ty. CE = 18-8 =12 cm; 
Ср = JED- AD , ty. СР = J8-26 =4413 cm. 
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Taigi АВ-СЕ-12ст, BC-18cm, CD=4413 cm, AD = 26cm 
ir trapecijos perimetras 
P=12+18+4413 +26 = 56+ 4413 = 4(14  J13)cm. 
Atsakymas. 4(14 + ЇЇЗ)ст. 


e Trapecijos plotas 


1. Trapecijos plotas lygus pagrindų 
sumos pusės ir aukštinės sandaugai: 


.atb +: 
oi kė L A 
čia a, b - trapecijos pagrindai, = = 
h — aukštinė (176 pav.). 176 pav. 


2. Trapecijos plotas lygus vidurinės linijos ir aukštinės sandaugai: 


S=mh; čia AL. 


- trapecijos vidurinė linija (176 pav.). 


3. Trapecijos plotas lygus istriZainiu 
ir sinuso kampo tarp ju sandaugos pusei: 


1 š 
$7 d d,sing; 


čia d,, d, - įstrižainės, 
Фф - kampas tarp įstrižainių (177 pav.). 
4. Lygiašonės trapecijos, kurios įstri- 


žainės statmenos viena kitai (178 pav.), 
plotas lygus aukštinės kvadratui: 


s=h'. 


4 pavyzdys. Lygiašonės trapecijos pagrindai lygūs 10cm ir 20cm, o 
šoninės kraštinės — 13 cm. Rasime trapecijos plotą. 

Duota: 4B- CD-13cm, BC =10cm, AD=20cm. 

Rasti: S. 
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Sprendimas. 15 stačiojo AABE B c. 
(179 pav.), taikydami Pitagoro teo- 
rema, randame ВЕ: 


ВЕ? = AB! – АЕ?. Kadangi 


” EN: s D 
AE - AD BC. ty. AE = 29195, 179 pav. 

tai BE?-169-25-144, ty. BE=12cm. 

тайа. $=5ЗС+АР pps £y, $219729 2180 ий, 


Atsakymas. 180 cm. 


5 pavyzdys. Lygiašonės trapecijos šoninės kraštinės ir vienas pagrin- 
das lygus 8 cm. Rasime trapecijos plotą, jei vienas jos kampas lygus 60°. 


Duota: AB = BC = CD =8cm, B С 
2А-240-60. 

Rasti: S. 

Sprendimas. Iš stačiojo AAEB A Е F D 
(180 pav .) randame BE ir AE : 180 pav. 


ВЕ = AB-sinA, ty. ВЕ =8-sin609=443 ст ir 
АЕ = АВ:соѕА, ty. АЕ = 8:с0560° =4 cm. 

Kadangi АЕ = ЕЮ ir ВС = EF, tai 
AD=2AE+BC, Ар =16ст. 


S-4DTDC.pp, uy. $-1615 445 - 4843 ст. 


Atsakymas. 4843 cm". 


6 pavyzdys. Lygiašonės trapecijos plotas 276 cm“. Rasime trapecijos 
šoninės kraštinės ilgį, jei pagrindai yra 18cm ir 28cm ilgio. 

Duota: 5 =276ст?, ВС-18ст, Ар = 28 ст. 

Rasti: AB. 


Sprendimas. Kadangi trapecijos ABCD (181 pav.) plotas 


s- BC74D BE, tai B C 
25 
BE = Бе др”, Ly 
А р 
2.276 E F 
BE= 46 =12ст. 181 рау. 
ав-22485, цу де 2818.5 


Iš stačiojo AAEB, taikydami Pitagoro teoremą, randame šoninės 
kraštinės 4B ilgį: 
AB! = AE! + ВЕ?, 
Atsakymas. 13 cm. 


АВ? =144+25=169, | AB- 13cm 


7 pavyzdys. Lygiašonės trapecijos vidurinė linija lygi 10 cm, o jos 
įstrižainės susikerta stačiu kampu (182 pav.). Rasime trapecijos plotą. 

Duota: MN =10cm, MN - vidurinė linija, BD L AC. 

Rasti: S. 

Sprendimas. Kadangi lygiašonės 
trapecijos įstrižainės yra statmenos, tai 
jos plotas apskaičiuojamas pagal formulę 

S=, 

o plotas, kai Zinoma viduriné linija, 

apskaičiuojamas pagal formulę 

S=mh (m - vidurinė linija). Sulyginę abiejų šių formulių 
dešiniąsias puses gauname lygybę 

mh=h?; 


182 pav. 


iš čia, 105 = h? . Išsprendę šią lygtį, gauname 4=10 (h=0 netinka). 
Randame trapecijos plotą S = mh = 10-10 = 100 ст". 
Atsakymas. 100 ст". 


1.10. 8. Įbrėžtiniai ir apibré£tiniai daugiakampiai 


€ Įbrėžtiniai daugiakampiai 

Daugiakampis, kurio viršūnės yra 
apskritimo taškai, vadinamas įbrėžtu į 
apskritimą (įbrėžtiniu) daugiakampiu, 
o apskritimas — apibrėžtu apie daugia- 
kampi (apibrėžtiniu) apskritimu. 

183 paveiksle pavaizduotas įbrėžtinis 
daugiakampis ABCDE. 


e Įbrėžtiniai keturkampiai 
Kiekvieno  jbréztinio keturkampio 
priešingųjų kampų suma lygi 180°, t.y. 
ZA+ZC = ZB* ZD-180? (184 pav.). 
Jeigu keturkampio priešingųjų kampu 
suma lygi 180“, tai apie jį galima api- 
brėžti apskritimą. 


Apie trapeciją galima apibrėžti h à 
apskritimą tik tada, kai ji yra lygiašonė 


(185 pav.). 


1 pavyzdys. Pagal 186 paveiksle 
pateiktus duomenis rasime x ir y. 

Duota: ZA=110, ZB= 72°. 

Rasti: ZC ZD. 

Sprendimas. Keturkampis ABCD 
yra įbrėžtinis, todėl 


ZA+<C =180°; iš čia 
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ZC =180°-110°= 70°, х-70 ir ZB+ZD=180°; 
iš ба ZD=180°—72°=108°, у=108°. 
Atsakymas. x = 70°, у =108°. 


Ф АрШфгей ша! daugiakampiai 


Daugiakampis, kurio kraštinės liečia B 
apskritimą, vadinamas apibrėžtu apie 
apskritimą (apibrėžtiniu) daugiakampiu, A 
о apskritimas - įbrėžtu | daugiakampi 
(įbrėžtiniu) apskritimu. 

187 paveiksle pavaizduotas apibrėžtinis D 
daugiakampis ABCDE. 187 pav. 


e Apibrėžtiniai keturkampiai 
Kiekvieno apibrėžtinio keturkampio (188 pav.) priešingųjų kraštinių 
ilgių sumos yra lygios, t.y. 
AB+CD=BC + AD. 


Jeigu iškilojo keturkampio priešingųjų kraštinių ilgių sumos lygios, tai 
Į  keturkampį įbrėžto apskritimo 
spindulys r (188 pav.) apskaičiuojamas 


iji galima įbrėžti apskritimą. ji 
42 N 
i9 
pagal formule: 


р 
čia S — apibrėžtinio keturkampio plotas, 188 pav. 


p — apibrėžtinio keturkampio pusperimetris. 


Jeigu į trapeciją yra įbrėžtas apskritimas 
(189 pav.), tai jos priešingųjų kraštinių ilgių 
sumos lygios, t.y. 

AB+CD=BC + AD. 


189 pav. 
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2 pavyzdys. Pagal 190 paveiksle B 5 C 
pateiktus duomenis rasime x. 


Sprendimas. Kadangi keturkampis x 12 
ABCD yra apibrėžtinis, tai jo 
priešingųjų kraštinių ilgių sumos уга A 
lygios, t.y. Zx+] 
190 pav. 


AB+CD=4AD+BC. 
Į šią lygtį įstatę brėžinyje duotus reiškinius, gauname lygtį 
x+12=2x+1. Jąišsprendę, randame, kad x=11. 
Atsakymas. х-11. 


3 pavyzdys. Rasime apie apskritimą apibrėžtos lygiašonės trapecijos 
perimetrą, jei jos šoninė kraštinė lygi 8cm (191 pav.). 

Duota: AB= CD = 8 ст. 

Rasti: P. 

Sprendimas. Apie apskritimo api- 
brėžtos trapecijos priešingų kraštinių ilgių 
sumos yra lygios, todėl 

AB+CD = AD + BC. 

Kadangi АВ = CD, tai AB+CD=16cm іг Ар + BC =16cm. 

Trapecijos perimetras P = AB+CD+ 40 + BC =16+16=32 cm. 

Atsakymas. 32 cm. 


191 pav. 


4 pavyzdys. Apie apskritimą apibrėžtos lygiašonės trapecijos pagrindai 
yra 36cm ir 100 ст ilgio. Rasime apskritimo spindulio ilgį. 

Duota: BC =36cm, AD=100cm, AB=CD. 

Rasti: r. 

Sprendimas. 1. Apie apskritimą api- 
brėžto keturkampio ABCD (192 pav.) 
priešingų kraštinių ilgių sumos lygios, t.y. А 

AB * CD = Ар + ВС. 


Kadangi AB = CD, tai 2AB = Ар + ВС; iš čia 
Ар + BC _100+36 
2 ' 2 
2.15 stačiojo ACKD, taikydami Pitagoro teorema, randame 
trapecijos aukštinės CK ilgį: 
CK? = CD? - KD". 


AB= ty. AB - 68cm. 


Bet KD= 54D- BC), todėl KD= 4000-36)-32 ст. 
Vadinasi, CK? = 68? – 32? = (68 — 32)(68 + 32) = 36-100, 
СК = 436-100 = 60cm. Taigi CK = 60cm. 

3. Tada įbrėžto apskritimo spindulys r = 3C K, r=30cm. 


Atsakymas. 30cm. 


1.10. 9. Taisyklingieji daugiakampiai 


Iškilasis daugiakampis, kurio visos kraštinės lygios ir visi kampai 
lygūs, vadinamas taisyklinguoju daugiakampiu. 


193 paveiksle pavaizduotas taisyklingasis (lygiakraštis) trikampis, 194 
paveiksle — taisyklingasis keturkampis (kvadratas), о 195 paveiksle — 
taisyklingasis šešiakampis. 


193 pav. 194 pav. 195 pav. 


Į bet kurį taisyklingąjį daugiakampį galima įbrėžti apskritimą ir apie 
bet kurį taisyklingąjį daugiakampį galima apibrėžti apskritimą. Įbrėžtinio 
ir apibrėžtinio apskritimų centrai yra viename taške. Tas taškas vadinamas 
taisyklingojo daugiakampio centru. 


Taisyklingojo п - kampio visų vidaus kampų suma apskaičiuojama 
pagal formulę: 
(п– 2)-180°, 
о kiekvienas vidaus kampas сс randamas remiantis formule: 


a= 27. 88. 
n 


1 pavyzdys. Ar egzistuoja taisyklingasis daugiakampis, kurio vidaus 
kampų suma lygi 1080? ? 

Sprendimas. n-kampio vidaus kampų suma lygi (n-2).180?. 
Sudarome lygtį 

(n - 2)-180? = 1080". 

Ja išsprendę, randame, kad n-$8. Vadinasi, šis taisyklingasis 
daugiakampis yra aštuoniakampis. 

Atsakymas. Toks taisyklingasis daugiakampis egzistuoja. 


2 pavyzdys. Kiek kraštinių turi taisyklingasis daugiakampis, kurio 
vienas kampas lygus 156° ? 

Sprendimas. Taisyklingojo л -kampio vieno kampo didumas 
apskaičiuojamas pagal formulę 


(n-2)-180* (п-2)-1809 
n n 


, tai gauname lygtį = 156°. 


Išsprendę šią lygtį, randame, kad 5-15. Vadinasi, taisyklingasis 
daugiakampis turi 15 kraštinių. 
Atsakymas. 15. 


e Ryšys tarp taisyklingojo daugia- 
kampio kraštinių, įbrėžto ir apibrėžto 
apskritimų spindulių 

Apibrėžto apie taisyklingąjį n - kampi 
apskritimo spindulio ilgis R, įbrėžto į tai- 
syklingąjį n - Катрі apskritimo spindulio 


ilgis r (196 pav.) ir taisyklingojo п-Катрю plotas S išreiškiami 
formulėmis: 


R a, a, 
= o^ pu— leno 5 
2sin 180 215180 
n n 
r= Ros SE, Sa Pop 
n 4 


Яа a, — taisyklingojo n - kampio krastinés ilgis, o 

P —taisyklingojo n - Каприо perimetras. 

Užrašysime šias formules dažniau pasitaikantiems taisyklingiems 
daugiakampiams: lygiakraščiui trikampiui, kvadratui, taisyklingajam 
šešiakampiui. 

e Taisyklingasis (lygiakraštis) trikampis (л = 3) (197 pav.). 

Lygiakraščio trikampio visų kampų suma lygi 180°, o kiekvienas 
vidaus kampas lygus 60°. Lygiakraščio trikampio kraštinės ilgis a, apie 
lygiakraštį trikampį apibrėžto apskritimo spindulio ilgis R ir į lygiakraštį 
trikampį įbrėžto apskritimo spindulio ilgis r išreiškiami formulėmis: 


a- R45, а=2ғ43, 

к-93. Ret, 
3 

МЕН тас 

Ed ES “2 


Lygiakraščio trikampio plotas apskai- 
čiuojamas pagal formulę: 
-ам3 
5 -— Vu 7 . 


3 pavyzdys. Lygiakraščio trikampio ABC plotas lygus 943 cm? 
(198 pav.). Rasime šio trikampio kraštines ir aukštines. 

Duota: AB = BC = АС, S=943 ст". 

Rasti: AB, BD. 
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Sprendimas. Pažymėkime: B 
АВ = ВС = AC «a. 


Kadangi lygiakraščio trikampio АВС plotas Е Е 
2 
5=2 Уз ‚ tai gauname lygybe 
3 Á С 
2 р 
EB өл, arba a^ 2 36. 198 pav. 


Išsprendę šią lygtį, randame, kad a =6 ir а=—6 (netinka). 
Lygiakraščio trikampio АВС visos kraštinės lygios, todėl 
AB=BC = AC =6cm. 
Lygiakraščio trikampio visos trys aukštinės BD, AE ir CF lygios, 
todėl pakanka rasti vieną iš jų, pavyzdžiui, aukštinę BD. Jos ilgį galima 
rasti dviem būdais. 


AC- BD - 23 


1 būdas. Kadangi 5 = 2 , tai BD- ЯС? 


Taigi BD = PME 2348 ст. 
2 būdas. Lygiakraščio trikampio visi kampai lygūs po 609, todėl iš 
stačiojo AADB randame: 


BD = AB sin A, BD = 6sinéü* - 6-29. — 45 ст. 


Atsakymas. 6cm їг 343 ст. 


4 pavyzdys. Lygiakraščio trikampio kraštinė lygi 12 cm. Apie šį 
trikampį apibrėžtas apskritimas ir į trikampį įbrėžtas apskritimas. 
Apskaičiuosime: 

a) trikampio plotą, 

b) į šį trikampį įbrėžto apskritimo spindulį, 

€) apie šį trikampį apibrėžto apskritimo spindulį. 

Duota: АВ = BC = AC =12 cm. 

Rasti: a) S, „p, Б), с) К. 


Sprendimas. 
a! 43 
1 


2 
бв E -3643 ст. 


а) Sac = 


b) Í trikampi ABC ibrëzto apskritimo 
spindulį r (199 pav.) galime rasti dviem 
būdais. 


a tai „= B yo, 


1 būdas. Kadangi r = 6 


2 būdas. Įbrėžto apskritimo spindulį galime rasti taikydami formulę 
S 


AABC 


r= ; čiap- trikampio pusperimetris. 


Kadangi p=3a, tai р=3-12=18ст. 


с) Apie trikampį АВС apibrėžto apskritimo spindulį R taip pat galime 
rasti keliais būdais. 


1 būdas. Kadangi А = ex (аі R= нэ - 445 cm. 
2 būdas. Apie trikampį apibrėžto apskritimo spindulį R = АО galime 
rasti iš stačiojo A AOD. Kadangi 
AD - 5 AC, Ly. AD - 1-12=6ст, o 
OD - r - 243 ст, 


tai, taikydami Pitagoro teorema, randame: 
АО? = AD? +ОР?, ty. R? = 62 + (043) = 48. 
Vadinasi, R = 443 ст. 


3 būdas. R randame taikydami formulę 


Kadangi a=12cm, о S, p„=36V3 cm“, tai apie trikampį АВС 
apibrėžto apskritimo spindulys 
ps 12-12 
4-3643 43 
4 būdas. Pagal trikampio pusiaukraštinių savybę А = 2r, todėl 
R=2-2N3 = 443 ст. 


Atsakymas. a) 3643 cm?, b) 243 ст, c) 443 cm. 


= 445 cm. 


© Taisyklingasis keturkampis (kvadratas) (п = 4) (200 pav.) 


Kvadrato visu vidaus kampu suma lygi 360°, o kiekvienas vidaus 
kampas «a = 90°. Kvadrato kraštinės ilgis a, apie kvadratą apibrėžto 
apskritimo spindulio ilgis А іг įbrėžto į kvadratą apskritimo spindulio 
ilgis r išreiškiami formulėmis: 


а= КМ2 > ge2r, 
R- J | R-r42, 
„-2 ЗЭ R42 
2 um 
Kvadrato plotas apskaičiuojamas pagal formulę: 200 pav. 
s=a'. 


5 pavyzdys. Kvadrato įstrižainė lygi 12 cm. Raskime kvadrato plotą. 
Duota: AC =12 cm. 
Rasti: S. b € 
Sprendimas. Kvadrato ABCD plotas S = АВ?. 
Iš stačiojo A ABC (201 pav.), taikydami Pita- 
goro teoremą, randame: 
AB? + ВС? = АС", 201 pav. 
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Kadangi АВ = BC, (аі 248? = АС", 
Iš šios lygybės randame kvadrato kraštinės AB ilgį: 
AC 12 1242 1242 
АВ= 55, ty АВ=-== = =6/2. 
ARR У 4142 2 
Tada kvadrato plotas 5 -(642) = 72 ст. 
Atsakymas. 72 ст. 


6 pavyzdys. Kvadrato kraštinė lygi 442 cm. Į šį kvadratą įbrėžtas 
apskritimas, o apie kvadratą apibrėžtas apskritimas. Apskaičiuosime: 

a) kvadrato plotą, 

b) į šį kvadratą įbrėžto apskritimo spindulį, 

с) apie šį kvadratą apibrėžto apskritimo spindulį (202 pav.). 


Duota: AB = BC =CD = AD =a = 442 cm. B 

Rasti: a) S, b)r, c)R 

Sprendimas. 

2) Kvadrato plotas A C 


S. =а?, ty. S, = (4-42) =32 cm. 
b) Kadangi į kvadratą įbrėžto apskritimo spindulys 


p= 34, tai „= 242 ст. 202 pav. 


€) Apie kvadratą apibrėžto apskritimo spindulį R galime rasti dviem 
būdais. 


1 būdas. Kadangi R= em tai R = 4 cm. 


2 būdas. Iš stačiojo AOEC, taikydami Pitagoro teoremą, randame: 
OC! - OE! + EC, OC! = (242) +002), nes 
ОЕ = ЕС=5 =, ty. OE = EC = 242. 

Vadinasi, OC? = R? =16, ty. R = 4 cm. 

Atsakymas. а) 32 cm, b) 242 cm, c) 4 cm. 
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€ Taisyklingasis šešiakampis (л = 6) (203 pav.) 


Taisyklingojo šešiakampio visų vidaus kampu suma lygi 720°, о 
kiekvienas vidaus kampas о = 120°. Taisyklingojo šešiakampio kraštinės 
ilgis a, apie taisyklingąjį šešiakampį apibrėžto apskritimo spindulio ilgis 
R ir į taisyklingąjį šešiakampį įbrėžto apskritimo spindulio ilgis r 
išreiškiami formulėmis: 


a=R, 2-25, 
3 
R-a, gem 
, 243 „КМ3 
2277 На, 


Taisyklingojo šešiakampio plotas 
apskaičiuojamas pagal formulę: 
345a! 203 pav. 
207 


Sz 


7 pavyzdys. Taisyklingojo šešiakampio kraštinė lygi 243 cm. Apie 
šešiakampį apibrėžtas apskritimas, o | šešiakampį įbrėžtas apskritimas. 
Apskaičiuosime: 

a) šešiakampio plotą, 

b) įbrėžto apskritimo spindulį, 

€) apibrėžto apie šešiakampį apskritimo spindulį. 

Duota: а-243. 

Rasti: a) 5,,, b) r, c) R. 

Sprendimas. 

a) Randame taisyklingojo šešia- 
kampio (204 pav.) plotą: 

8: = за! 


de 2 ? 


čia a — taisyklingojo šešiakampio kraštinės ilgis ; 


5 E COLTS Y 


šeš. 


b) Randame į taisyklingąjį šešiakampį įbrėžto apskritimo spindulio ilgį: 


1 būdas. Kadangi r = a3 


27 tai r-3cm. 


2 būdas. Taikydami formulę r = » randame, kad 


r= 183 =3cm, nestaisyklingojo šešiakampio pusperimetris 


643 
р-За-643 cm. 


c) Randame apibrėžto apie taisyklingąjį šešiakampį apskritimo 
spindulio ilgį: 
R=a, К-243 cm. 
Atsakymas. а) 1843 cm? , b) 3cm, c) 243 cm. 


8 pavyzdys. Taisyklingojo šešiakampio plotas 2443 cm2. Apskai- 
čiuosime: 

a) šešiakampio kraštinę, 

b) atstumą nuo šešiakampio centro iki kraštinės. 

Duota: $,, = 2443 cm? . 

Rasti: a) a, b) r. 

Sprendimas. a) Taisyklingojo šešiakam- 
pio kraštinės ilgį pažymėkime a (205 pav.). 
Iš taisyklingojo šešiakampio ploto formulės 

3a'/3 
а 2 
randame kraštinės ilgį а: 
3a! 43 
2 


22443, а-4ст. 


b) Atstumas nuo centro iki kraštinės yra įbrėžto į taisyklingaji 
šešiakampį apskritimo spindulys r. Iš formulės 


S=pr 
išreiškiame įbrėžto į taisyklingąjį šešiakampį apskritimo spindulio ilgį: 
r= 5 $ E 2445 -243 ст 
р 12 


Atsakymas. a) 4 ст, b) 243 ст. 
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1.11. APSKRITIMAS. SKRITULYS 


1.11. 1. Apskritimas ir jo elementai 


Apskritimu vadinama figūra, kurią sudaro visi plokštumos taškai, 
vienodai nutolę nuo vieno taško. Šis taškas vadinamas apskritimo centru 
(206 pav. centras O). 


Atkarpa, jungianti kurį nors apskritimo 
tašką su jo centru, vadinama spinduliu. 
Spindulio ilgį žymėsime raide R (206 pav. 
spindulys OA ). 

: vis 2 š D " 
arpa, jungianti du apskritimo taškus, B 
vadinama styga (206 pav. styga BC ). 206 pav. 


Styga, einanti per apskritimo centrą, vadinama skersmeniu (206 pav. 
skersmuo DE ). Skersmens ilgį žymėsime raide d. 


Skersmens ilgis lygus dvigubam spindulio ilgiui, t.y. d = 2R. 
Apskritimo ilgis C apskaičiuojamas pagal formulę: 


C=21R, 
čia х= 3,14 — pastovus skaičius. 


1 pavyzdys. Apskritimo spindulys lygus 8 cm. 
Apskaičiuokime apskritimo ilgį (207 pav.). 

Duota: О4-К-8ст. 

Rasti: C. 

Sprendimas. Apskritimo ilgis apskai- 
čiuojamas pagal formulę C =21R: 

C - 2xR - 21-8 - 16r em. 207 pav. 
Atsakymas. 16л cm. 


2 pavyzdys. Apskritimo ilgis 24x cm. Apskaičiuokime apskritimo 
skersmenį. 
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Duota: C = 241 ст. 
Rasti: d. 
Sprendimas. Iš apskritimo ilgio apskaičiavimo formulės 
C = 21x R randame, kad 
C 24r 
Rz a m 12 ст. 
Skersmuo 4-2К-2-12-24ст. 


Atsakymas. 24 ст. 


1.11. 2. Skritulys 


Skrituliu vadinama baigtinė plokštumos 
dalis, apribota apskritimu (208 pav.). Apskri- 
timo taškai taip pat laikomi priklausančiais 
skrituliui. 


Skritulio plotas $ apskaičiuojamas pagal formule: 
S=nR', 
R — skritulio spindulys, o л = 3,14 — pastovus skaičius. 


1 pavyzdys. Skritulio plotas lygus 9л cm“. Apskaičiuokime skritulį 
ribojančio apskritimo ilgį. 

Duota: $ = 9л cm". 

Rasti: C. 


Sprendimas. Remiantis skritulio ploto formule S = x Ё?, randame R: 


R? -S-91 
л л 


К-3ст. 


Randame apskritimo ilgi 
C=2xR=2-3xm=6x cm. 
Atsakymas. 6n cm. 


=9, iš čia, 


1.11. 3. Apskritimo ir tiesės tarpusavio padėtis 


Tiesė, su apskritimu turinti du bendrus 
taškus, vadinama kirstine. 209 paveiksle 
pavaizduota kirstinė AB. 


Tiesė, su apskritimu turinti tik vieną 
bendrą tašką, vadinama liestine. 209 pa- 
veiksle pavaizduota liestinė DE, o C yra 
bendras apskritimo ir liestinės taškas. 


€ Teorema. Apskritimo skersmuo, stat- 
menas stygai, dalija ją pusiau. 210 pa- 
veiksle pavaizduota styga АВ ir skersmuo 


CD. Kadangi CD 1 AB, tai AM = MB. D 210 pav 


1 pavyzdys. Apskritimo spindulys 13cm, о styga — 24cm. Apskai- 
čiuokime atstumą nuo apskritimo centro iki stygos (211 pav.). 

Duota: O4 -13cm, AB=24cm. 

Rasti: ОС. 

Sprendimas. Trumpiausias atstumas 
nuo apskritimo centro iki stygos yra 
statmuo OC. Kadangi OC eina per 
centrą, todėl jis yra skersmens dalis. 
Vadinasi, taškas С dalija stygą АВ 211 pav. 
pusiau, t.y. AC =CB=12. 
| Remiantis Pitagoro teorema i$ AAOC randame ОС: 

ОС? = А0? - АС?, iš čia, 
ОС = 413! - 12? =5ст. 


Atsakymas. 5 ст. 


2 pavyzdys. Apskritimo viduje skirtingose nuo centro pusėse 
nubrėžtos dvi lygiagrečios stygos, kurių ilgiai yra 36cm ir 48cm. 
Atstumas tarp stygų lygus 42 cm. Raskime apskritimo spindulio ilgį. 

Duota: 4AB=36cm, CD=48cm, СН = 42cm, AB| CD. 

Rasti: OB. 

Sprendimas. Taškas G dalija stygą 
AB pusiau (212 pav.) o taškas H 
dalija stygą CD pusiau, todėl 

GB=ŽAB, GB=18cm ir 


1 
2 
AOGB ir AOHD - statūs, todėl jiems galime taikyti Pitagoro 
teoremą: 
ОВ? =0G°+GB? ir OD! -OH! + HD’. 


HD-—CD, HD=24cm. 


Kadangi ОВ = OD, tai іг ОВ? = ОР?. Vadinasi, galime užrašyti 

lygybe 
OG! + СВ? = OH? + HD’? . 

Pažymime ОС = х. Tada ОН = 42-х. Remdamiesi lygybe 
ОС? + GB! = OH? + НЮ? , galime sudaryti lygtį 

x! 418? = (42- x «24^, kurią išsprendę randame, Кай х= 24cm. 

Vadinasi, OG = 24 cm. Tada ОВ? = 24? +18 -900, ОВ -30cm. 

Atsakymas. 30cm. 


€ Teorema. Tiesė, einanti per apskritimo 
spindulio galą, priklausantį apskritimui, ir stat- A 
mena tam spinduliui, yra apskritimo liestinė. 

213 paveiksle pavaizduota liestinė 2, £ 
einanti per apskritimo tašką 4. Ši liestinė yra 


statmena spinduliui ОА, ty. OA L£. 213 pav 
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e Teorema. Apskritimo liestinė yra statmena per lietimosi tašką 
išvestam to apskritimo spinduliui. 


3 pavyzdys. Tiesė AB yra liestinė 
apskritimo, kurio centras O, o spindu- 
lys OB. Apskaičiuokime OA ilgį, jei 
AB=12cm, OB=9cm (214 pav.). 

Duota: 4B-12cm, OB=9cm. 

Rasti: OA. 214 pav. 

Sprendimas. Kadangi АВ yra liestinė, о OB - spindulys, tai 
AB 1 ОВ. Vadinasi, ЛОВА yra statusis trikampis , ir galime taikyti 
Pitagoro teoremą: 

ОА? = ОВ? + AB", iš Čia, 
OA- МОВ? + AB , ОА= 49 +12 =15cm. 


Atsakymas. 15 cm. 


4 pavyzdys. Iš vieno taško nubrėžtos dvi apskritimo liestinės, kurių 
ilgiai lygūs 120 cm. Raskime apskritimo spindulį, kai atstumas tarp 
lietimosi taškų lygus 144 cm. 

Duota: AB = AC =120cm, ВС =144cm. 

Rasti: OB. 

Sprendimas. Apskritimo liestinė yra 
statmena apskritimo spinduliui, išvestam 
į lietimosi tašką. Vadinasi, OB 1 BA 
(215 рау.). Tada AOBA - statusis. 
Atkarpa BK yra AOBA aukštinė, 


BK = УВС, ВК = 72ст. 215 рау. 


1.15 ABKA, taikydami Pitagoro teorema, randame KA: 
КА? = ВА? - BK? , 
КА? 2120? - 72! = (120- 72)(120 + 72) 48-192, KA=96cm. 


660 


2.Kadangi ЛОВА уга statusis, о BK — aukštinė, išvesta iš stačiojo 
kampo viršūnės, todėl galima taikyti geometrinio vidurkio formules: 
BK? - OK - KA ir OB! = OK - OA. 
15 pirmosios formulés randame ОК: 


_ ВК? 227 . 
OK "M OK ий яасын 
3. Kadangi QA = ОК + KA, ty. ОА = 5496 —150, tai, remdamiesi 
antrąja formule, randame OB: 


ОВ = ЧОК .ОА, OB = 454-150 =90 cm. 


Atsakymas. 90 ст. 


€ Teorema. Apskritimo liestinių, išeinančių iš vieno taško, atkarpos уга 
lygios. 
216 paveiksle pavaizduotos liestinės B 
AB ir AC. Liestinės liečia apskritimą ati- 
tinkamai taškuose B ir C. Kadangi lies- 


tinės išeina iš vieno taško A, tai liestinių 4 
atkarpos yra lygios, t.y. AB = AC. G 
216 pav. 
5 pavyzdys. Tiesės AB ir AC — B 
apskritimo, kurio centras O, liestinės. 
Raskime АВ ir OA,jei AC =4cm, Á 


OC =3cm (217 pav .). 

Duota: AC =4 cm, OC =3cm. 

Rasti: AB, OA. 

Sprendimas. Tiesés AB ir AC 
yra apskritimo liestinės, išeinančios iš 
vieno taško 4 (218 pav.), todėl 

AC = AB=4cm. 

ОВ 1 AB, nes liestinė yra 


statmena per lietimosi tašką išvestam to apskritimo spinduliui. Todėl 
ЛОВА yra statusis, o OB = OC, nes yra apskritimo spinduliai. 
Iš AOBA, remdamiesi Pitagoro teorema, randame ОА: 
ОА? = ОВ? + AB", OAz 43 «4! =5cm. 
Atsakymas. AB=4cm, OA=5cm. 


e Teorema apie apskritimo liestinę ir kirstinę. 
Tarkime, kad iš taško M nubrėžtos 

apskritimo liestinė MA ir kirstinė MC, ker- 

tanti apskritimą taškuose B ir C (219 pav.). 
Tuomet, МА? = МВ. MC. 


6 pavyzdys. Per tašką А nubrėžta apskritimo liestinė АВ (8- 
lietimosi taškas) ir kirstinė АС, kuri apskritimą kerta taškuose C ir D. 
Raskime CD, kai 48-5ст, AD=10cm (220 pav.). 

Duota: 4B-5cm, AD=10cm. 


Rasti: CD. 
Sprendimas. 
Kadangi AB? = AC - AD, tai 
_ АВ? 2425... 
AC = Ар? ty. АС- 10 -2,5ст. 


CD=AD-AC, CD=10-25=7,5cm. 


Atsakymas. 7,5 cm. 


€ Teorema apie susikertančias stygas. 


K „AB 
Jeigu dvi apskritimo stygos susi- [7 EN 
kerta, tai vienos stygos atkarpu ilgiu 4 р 
sandauga lygi kitos stygos atkarpu ilgiu 
sandaugai, t.y. 

АЕ-ЕВ-СЕ-ЕГ (221 pav.). 221 pav. 


7 pavyzdys. Apskritimo stygos АВ їг CD susikerta taške E. 
Raskime ED, kai AE=5cm, ВЕ-2ст, СЕ = 2,5 ст (222 pav.). 
Duota: AE=5cm, ВЕ-2ст, СЕ = 2,5 ст. 
Rasti: DE. 
Sprendimas. Remdamiesi susikertan- 
čių apskritimo stygų savybe, gauname: 
АЕ · ВЕ = СЕ · РЕ. 
Iš šios lygybės randame DE: 
DE- 18-88, DE= S oaa. 
Atsakymas. 4. 


8 pavyzdys. Skritulio, kurio spindulys lygus 13cm, viduje duotas 
taškas M, nutolęs nuo skritulio centro atstumu, lygiu 5cm. Per tašką 
M nubrėžta styga AB, kurios ilgis 25 cm. Raskime atkarpų, į kurias 
taškas М dalo stygą, ilgius (223 pav.). 

Duota: ОС = 13 ст, OM = 5ст, АВ = 25 ст. 

Rasti: AM іг MB. 

Sprendimas. Remiamés susikertančių 
apskritimo stygų savybe: 

АМ-МВ-ОМ-МН. 
Pazymime AM = х. Tada MB-25-x. 
GM OG -OM , GM =13-5=8cm. H 
MH = НО+ОМ, MH =13+5=18cm. 223 pav. 


G 
PL c 


Išsprendę lygtį 

х(25-х)-8-18, randame, kad x, =16cm ir x, =9 cm. 
Vadinasi, 

AM =16cm, o MB=9cm arba AM =9cm, o MB=16cm. 


Atsakymas. 16 ст їг 9 ст arba 9cm ir 16 cm. 
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1.11.4. Centriniai ir įbrėžtiniai kampai 
€ Kampas, kurio viršūnė yra apskritimo centras, vadinamas centriniu to 
apskritimo kampu. 
224 paveiksle pavaizduotas centrinis 
kampas ZAOB. 


Apskritimo lanko didumu vadinamas 
ji atitinkančio centrinio kampo didumas. 


UAKB yra centrinį Катра АОВ A B 
atitinkantis lankas: K 
UAKB=ZAOB (224 pav.). 224 pav. 


Kampas, kurio viršūnė уга 
apskritimo taškas, o kraštinės kerta tą 
apskritimą, vadinamas įbrėžtu į apskri- 
timą arba tiesiog įbrėžtiniu kampu. 


"S 
Ve 


apskritimo įbrėžtinis kampas MNK. 225 pav. 


225 paveiksle pavaizduotas apskri- 
timo centrinis kampas АОВ ir taip pat 


Taigi centrinį apskritimo kampą sudaro du apskritimo spinduliai, o 
įbrėžtinį — dvi stygos, nubrėžtos iš to paties apskritimo taško. 

Sakoma, kad centrinį kampą АОВ atitinka lankas AB. 

Kadangi kampai paprastai matuojami laipsniais, tai ir lanko didumą 
kartais būna patogu nurodyti laipsniais. 

Pavyzdžiui, 225 paveiksle nubraižyta / АОВ = 70°, todėl їг 
UAB = 70°. 

Sakome, kad apskritimo lanko didumas laipsniais lygus jį atitinkančio 
centrinio kampo didumui laipsniais. 

Jei kampas MNK yra įbrėžtinis, o N yra jo viršūnė, tai sakysime, 
kad kampas MNK remiasi į lanką MK. 

Jei kampas ABC yra įbrėžtinis ir B yra jo viršūnė (226 pav.), tai šio 
kampo didumas laipsniais lygus lanko AC didumo laipsniais pusei. Todėl 
dažnai sakoma, kad įbrėžtinis kampas matuojamas puse lanko, į kurį jis 
remiasi. 
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Jei įbrėžtinis ir centrinis kampai 
remiasi į tą patį lanką, tai įbrėžtinio kampo 
didumas lygus pusei jį atitinkančio 
centrinio kampo didumo. 

226 paveiksle apskritimo centrinis 
kampas АОС ir įbrėžtinis kampas ABC 
remiasi į tą patį lanką AC, todėl 


Z ABC = 3.2 AC. 


€ Įbrėžtinių kampų savybės: 

1. Įbrėžtiniai kampai, kurie remiasi į 
tą patį lanką, yra lygūs. Įbrėžtiniai kam- 
pai ACB, ADB ir AEB remiasi į tą patį 
lanką AB ir todėl yra lygūs, t.y. 

ААСВ- Z ADB = Z AEB (227 pav.). 


2. Įbrėžtiniai kampai, kurie re- M N 
miasi į lanką, lygų pusei apskritimo Р 
(pusapskritimj), уга statüs. 

Įbrėžtiniai kampai KML, KNL ir K L 
KPL remiasi į lanką KL, lygų pusei 
apskritimo, ir todėl yra statūs, t.y. 

ZKML= Z KNL = Z KPL = 90° (228 pav.). 228 pav. 


1 pavyzdys. Pagal 229 paveiksle pateiktų brėžinių duomenis rasime 
kampą x. 


a) TN b) 2" c) 98 N 
22 ty) 4 GA 


229 pav. 


a) Duota: Z АОС = 54°. Rasti: Z АВС = x. A 
Sprendimas. Z АОС yra centrinis kam- А; 
pas,o Z ABC - įbrėžtinis (230 pav.). С 

Abu kampai remiasi į tą patį lanką AC. Á 
Kadangi įbrėžtinio kampo didumas lygus pu- B 
sei jį atitinkančio centrinio kampo didumo, tai 


Z ABC = 2 AC, Ly. ДАВС = 27°, x-2T. 


230 рау. 


b) Duota: Z ABC = 37°. Rasti: Z ADC = x. 3-2 


Sprendimas. Kadangi / АВС їг 
ZADC yra įbrėžtiniai kampai, besire- 


miantys į tą patį lanką AC (231 pav.), A 
tai jie yra lygūs, t.y. 


ZABCZZADCzZ3T, х= 37°. С 231 pav. 
с) Duota: «АВ = 72, UBC = 128°. 
Rasti: Z АВС = x. E 
Sprendimas. 

А 


Z ABC - jbréztinis kampas (232 pav.), 
Z ABC = uac. Kadangi 


VAC+vCAB+UOBC = 360°, tai 232 pav. 
UAC = 360? | (VAB + UBC) = 360? – 200° = 160°. 
Vadinasi, Z АВС =80°, х= 80°, nes o 

x 


įbrėžtinis kampas matuojamas puse lanko, į 
kurį jis remiasi. 


d) Duota: ZAKD = 85°, UAC = 124°. A 
Rasti: ZKCB=x. ` 


Sprendimas. ZKCB = Long, 
2 233 pav. 


nes ZKCB — įbrėžtinis kampas (233 pav.). 
Z AKD = “СКВ = 85°, nes kampai 
АКР ir СКВ yra kryžminiai. 
ZABC - ŽUAC, nes Z ABC - įbrėžtinis kampas. 


Z ABC -үл2Р =62°, ty.ZKBC- 62°. 


Kadangi Z KCB + ZCKB + ZKBC =180°, tai 
Z KCB -180? - (ZCKB + ZKBC), ty. 
Z KCB = 180° - (85° + 62?) = 33°. 

Taigi х = 33°. 

Atsakymas. a) 27°, b) 37°, с) 80°, d) 33°. 


2 pavyzdys. Apskritime pažymėti taškai A, В ir С taip, kad 


UAB = 80°, о UBC -120*. Raskime trikampio kampus. 
Duota: UAB = 80°, UBC =120°. d 
Rasti: ZA, ZB ir ZC. 
Sprendimas. ZC yra įbrėžtinis 

kampas, kuris remiasi į lanką AB 

(234 pav.), todėl © 

ZC=Ž0AB, ZC - 1-80 = 40*. di ir 


Kadangi Z A yra įbrėžtinis kampas, kuris remiasi į lanką BC, tai 
ZA-luBC, ZA=1.l20° = 60°. 
2 2 
Trikampio ABC kampu suma lygi 180°, todėl 
ZA*ZB*ZC = 180°. 


15 5105 lygybés randame kampo В diduma: 
ZB-180?-(ZA* ZC), 2В=180° – (40° + 60?) = 80°. 


Atsakymas. 40°, 60° ir 80°. 
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3 pavyzdys. | apskritimą įbrėžtas trikampis АВС, kurio kraštinė АВ 
yra apskritimo skersmuo.  Raskime trikampio kampus, Каі 
UBC =124° (235 pav.). 

Duota: UBC = 124°. C 

Rasti: ZA, ZB, ZC. 

Sprendimas. Kadangi ZACB yra 
įbrėžtinis ir remiasi į skersmenį AB, tai 
ZC yra status, t.y. ZC = 90°. 

Kadangi ZA yra įbrėžtinis kampas, 
besiremiantis į lanką BC, tai 235 pav. 


m EN 49... o 
ZA=5UBC, 24= 124° = 62°. 


2А+ В = 90°, nes AACB — statusis. 
ZB=90*- ZA, ty. /В=90° – 62° = 28°. 
Atsakymas. 28°, 62? ir 90°. 


4 pavyzdys. Trikampis ABC įbrėžtas į apskritimą, kurio centras O. 
“АВС -309, AC =16cm (236 рау.). Apskaičiuokime apskritimo spin- 
dulio ilgį. 

Duota: ZABC = 30°, AC =16cm. 

Rasti: АО 

Sprendimas. Kadangi Z АОС yra 
centrinis kampas, o Z ABC - įbrėžtnis 
kampas, tai 

240С-2-2АВ8С, ty. 
ZAOC = 2 -30°= 60°. 


Ç 
236 pav. 
Iš ААОС, taikydami kosinusų teorema, randame 40: 


AC? = AO? + CC? 240 OC cos Z 40C. 


Kadangi AJOC yra lygiašonis (АО = ОС) ir ZAOC = 60°, tai 
АС? 2240? —2 АО? cos 60, губа АС? = 40! , уу. AO= АС. 


Vadinasi, 40 = 16cm. 
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Pastaba. Apskritimo spindulį galėjome rasti įrodę, kad ЛАОС yra 
lygiakrastis: АО = OC = АС. Iš tikrųjų, buvome  jrode, kad 
Z AOC = 60°. Trikampis AOC yra lygiašonis, nes 40 = OC (АО ir 
OC yra to paties apskritimo spinduliai ir todél jie yra lygüs). Kadangi 
AAOC ута lygiašonis, tai 

ZOAC = “ОСА. 

Bet ZOAC-«ZOCA-120? (trikampio АОС kampų suma lygi 
180? ). Vadinasi, ZOAC + ZOCA - 60*. 

Taigi Л АОС - lygiakraštis іг AO = OC = AC - 16cm. 

Atsakymas. 16 ст. 


1.11.5. Skritulio išpjova їг nuopjova. Plotai 


m. 


Centrinis kampas skritulį dalija į 
dvi dalis, kurios vadinamos išpjovomis. 
237 paveiksle pavaizduotos dvi 


išpjovos: viena užbrūkšniuota, o kita 
neužbrūkšniuota. 


Apskritimas lankas, ribojantis išpjo- 
vą, vadinamas išpjovos lanku. 237 pav. 


237 paveiksle pavaizduoti lankai: užbrūkšniuotos išpjovos lankas yra 
AB, о neužbrūkšniuotos – ACB. 


Jei centrinį kampą АОВ atitinka lankas АВ (238 pav.), tai jo ilgį / 
galime apskaičiuoti remiantis formule: 


л Ка A 


čia R- apskritimo spindulys, 
a — centrinis kampas АОВ. 


Stygos AB ilgį galime apskaičiuoti, B 
remiantis formule: 238 pav 
AB =2Rsina. ре» 


€ Skritulio i$pjovos plotas 
Jei  R-—apskritimo spindulys, o 
— išpjovos centrinis kampas, tai 
išpjovos plotas S randamas, remiantis 
formule: 


239 pav. 


2 


1 pavyzdys. Skritulyje, kurio spindulys бст (240 pav.), nubraižytas 
centrinis kampas, lygus 75?. Apskaičiuokime: 

a) centrinį kampą atitinkančio lanko ilgį, 

b) gautų išpjovų plotus. 

Duota: "= бст, а = 75°. 


4 
Rasti: a) £, b) 54, с) St. 22 


Sprendimas. (. 22 В 


= 


a) 1 būdas. Pirmiausia apskaičiuo- 
jame apskritimo ilgį: 
C=2nr, С-2т-6-12лст. 240 pav. 
Kadangi pilnutinį kampą P: atitinka visas apskritimas, tai vieno 


laipsnio centrinis kampas atitinka —— apskritimo dalį: 


Бы 
12л л 
360 30^ 
Todėl 75? centrinį kampą atitiks 75 kartus didesnis lankas: 
AMS 
(-75 30 2 ст 


2 būdas. Lanko ilgį randame iš formulės: 
„Na „T -6- л.6:75 58, 
71807 180 2 

b) 1 būdas. Apskaičiuojame skritulio plotą: 


5 =лг?, 5 = 361 ст?. 


Vieno laipsnio centrinis kampas atitinka —— skritulio ploto dalį: 


55 
361 = T ший 
360 10" " 
о 759 centrinį kampą atitiks 75 kartus didesnis plotas: 
Ell л 15л 3 
S - 759773 "em А 
Kitos išpjovos plotas: 
” , ” 577 |» 
Sr) =S, -4 ду» S == cm 5 


2 būdas. Centrinį kampą atitinkančios išpjovos plotą randame iš 
formulės: 


па 1:36.75 15л , 
Зэ дү» Өс“ 79m 
Atsakymas. a) Элет, b) — ы. ст, T am. 


2 pavyzdys. Išpjovos spindulys lygus 8cm, o išpjovos lanko ilgis — 
14л ст (241 рау.). Apskaičiuokime: 

a) tą lanką atitinkančio kampo didumą, 

b) išpjovos plotą. 

Duota: r=8cm, 0-14л cm. 141 

Rasti: a) a, b) S, 


Q 
Sprendimas. 
a) Iš formulės £= i randame a: 
8т-0 й 241 рау. 
80 —=141, a-315*. 
b) Randame išpjovos plotą 
nra | 1- 64.315? 


G Т М, DR 35 28.29 хэ» 2 
7399 Жш TOM. 


Atsakymas. a) 3159, b) 561 ст". 
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3 pavyzdys. Raskime nuspalvintos 
skritulio dalies plota (242 pav.). 
Duota: Z ABC = 30°, ОВ =6 cm. 


Rasti: S. 
Sprendimas. Figūros plotas lygus 
lygiašonio trikampio АОВ (243 pav.), 242 pav. 


kurio kampai prie pagrindo lygūs 30°, o 
šoninės kraštinės BO = ОА = 6, ir skritulio 
išpjovos S,» kurios kampas lygus 60°, 
plotų sumai, t.y. 

5= 5, ов * S, 


išpj. ` 


Randame trikampio АОВ plotą: 243 pav. 


26i o š о o 
Siop „Асаш o or 18cos30? = 943 cr.. 
Randame išpjovos plotą 
„aria _ x. 62 .60 


- 2 
4»^7369 S - 369 0 0807- 


Vadinasi, figüros plotas 
5-943-6л- 3043» 2л)ст?. 


Atsakymas. 3043 + 2х)ст?. 


4 pavyzdys. Iš taisyklingojo šešiakampio viršūnių išbrėžti apskritimai, 
kurių spinduliai 8 ст. Raskime užbrūkšniuotos figūros plotą ir kontūro 


ilgį. a 
Duota: R = 8 cm. УЛА 
Rasti: 5, l 9 Z А 
Sprendimas. Taisyklingojo šešiakampio $ 2 ë 
kraštinę pazymékime raide a  (244pav.). 4 СА A 
Tada taisyklingojo šešiakampio plotas МИ 7 
за а 
kt 775 5 244 pav. 
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Kadangi a=2R, ty. а-2-8-1 , tai Sp, -38443 ст 
_ (п-2)-180° 


Visi šešiakampio kampai lygūs po 120? (a, F 
n 
n — kampų skaičius). 


Neuzbrükšniuota taisyklingojo šešiakampio dalį sudaro šešios 
skritulio išpjovos. Kadangi skritulio spindulys yra R, o išpjovos centrinis 
kampas a = 120%, tai vienos skritulio išpjovos plotas уга 

xR'a пк? -120° 
i 736097 97-399 Y Say. 


Kadangi išpjovų yra šešios, tai neužbrūkšniuotos taisyklingojo 
šešiakampio dalies plotas yra 


x R 
a 


S = 6 š Sj = 2x". 
Tada užbrūkšniuotos figūros plotas 
S ES. "Sam Suy, 738443 – 1287 = 12843 —л)ст?. 


Užbrūkšniuotos figūros kontūrą sudaro du apskritimai, todėl kontūro 
ilgis yra 
£—A4nR, ty. (=32n ст. 


Atsakymas. 1288-3 - x)em? ir (= 321 ст. 
€ Styga skritulį dalija | dvi dalis, A Lo, B 
kurios vadinamos nuopjovomis. 

245 paveiksle pavaizduotos 
dvi nuopjovos: užbrūkšniuota ir 
neužbrūkšniuota. 245 pav. 


e Skritulio nuopjovos plotas 
Jeigu nuopjovos lankas mažesnis už 
pusapskritimį (a < 1809), tai nuopjovos 0 
plotą rasime iš išpjovos ploto atėmę 
atitinkamo trikampio plotą (246 pav.): 


Sop; = Sap T Saane афа 246 pav. 


2 
B oon. = = — S, ABC 
Jeigu nuopjovos lankas di snis už 
pusapskritimį (о > 180°), tai г »pjovos 
plotą rasime prie išpjovos plo! pridéje 
atitinkamo “рч plotą (247 Уу.) 
=S, + Samos а 


-— 
т Ка. 
S өр. = -3g +5, дов 


5 pavyzdys. Rasime užbrū! niuo- 
tos figūros plotą, jei АВ = BO- 0cm 
(248 pav.). 

Sprendimas. Pastebékime, | d 

AO=BO=10cm. Va. asi, 
АВ = AO = BO =10с 
ААОВ - lygiakrastis, 1046! 
“АОВ = а = 60°. 
Randame trikampio AOB p ota: 


АВ? УЗ | 10043 
5, дов = 4 ^" ET 774 225453 cm! . 


248 pav. 


Randame skritulio išpjovos, kurios centrinis kampas a = 60°, plotą: 


s = л Ка. 2100л 50x m 
išpj. 7 3609 * ipo 6 ЁС 3 * 


Užbrūkšniuotos kc s (skr 1lio nuopjovos) plotas: 
= S, 


Suse. S, дов » 


"E 2543 =: Za- 43 3) от 


Atsakymas, (ies) 2 


1.12. SIMETRIJA 


1.12.1. Simetrija tiesės atžvilgiu (ašinė simetrija) 


( 
А В Ai 


Kiekvieną tiesės / tašką laikysime simetrišku sau pačiam. 


Taškai A ir A, yra simetriški tie- 
sės / atžvilgiu (249 pav.), jeigu: 
1) atkarpa АА, statmena tiesei l, t.y. 
AA, 16: 


2) tiesė £ eina per atkarpos 44, vidurį, t.y. 


AB = А,В. 


Dvi figūros yra simetriškos tiesės atžvilgiu, jeigu kiekvienas vienos 
figūros taškas yra simetriškas kitos figūros taškui tos tiesės atžvilgiu . 


Tokias figūras vadinsime simetriškomis 


tiesės atžvilgiu, o tiesę — simetrijos ašimi. 

250 paveiksle pavaizduoti du trikam- 
piai ABC ir A,B,C, simetriški tiesės £ 
atžvilgiu. 


Kvadrato simetrijos ašys yra tiesės, 
einančios per kvadrato įstrižainių susi- 
kirtimo tašką ir lygiagrečios jo krastinéms. 


251 paveiksle pavaizduoto kvadrato 
ABCD simetrijos ašys yra tiesės ir g. 


Apskritimas simetriškas kiekvienos 
per jo centrą einančios tiesės atžvilgiu 
(252 pav.). 


A 
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1 pavyzdys. Nubraizykime atkarpai 


AB simetrišką atkarpai 4,8, tiesės a B 
atžvilgiu (251 pav.). 
Sprendimas. 15 taško A brė- 4 
лате tiesę, statmeną tiesei а a 
253 pav. 


(254 pav.). Šią tiesę pratęsiame ir 
atidedame atkarpai 40 lygią atkarpą 
AD (AD-DA,). Gautas taškas 
A, bus simetriškas taškui А taško 
D atžvilgiu. 

Analogiškai atidedame taškui В 
simetrišką tašką B,. Taškus A, ir 


254 pav. 


B, sujungiame atkarpa. 
Atkarpos АВ ir А,В, yra simetriškos tiesės a atžvilgiu. Tuo galima 
įsitikinti, sulenkus lapą per tiesę а — atkarpos AB ir A,B, sutaps. 


2 pavyzdys. Nubraižykime trikampiui 


ie: ў : : В 

ABC simetrišką trikampį А,В,С, tiesės " 

a atžvilgiu (255 pav.). P di 
Sprendimas. 15 taško А bré- C 


Ziame tiesę, statmeną 16561 a 255 pav. 
(256 pav.). Šią tiesę pratesiame ir 


atidedame  atkarpai AD lygią : A 
atkarpą 4,D (4D = AD). 4 

Analogiskai gauname taškams В 
ir C simetriškus taškus B, ir Сү. D Bi 
Gautus taškus sujungiame. 

Trikampis А,В,С, simetriškas 
trikampiui ABC tiesės a atžvilgiu. 256 pav. Ai 
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1.12.2. Simetrija taško atžvilgiu (centrinė simetrija) 


Taškai A ir A, yra simetriški taško O A 
atžvilgiu, jeigu taškas O yra atkarpos АА, о 
vidurio taškas, t.y. 40 = OA, (257 pav.). 


Taška O laikysime simetrisku sau pačiam. Ái 257 pav. 


258 paveiksle pavaizduotos dvi lygios figūros, užimančios tam tikrą 
padėtį taško O atžvilgiu. 
Pasukus vieną figūrą apie tą tašką 180? kampu, ji sutaps su kita. 


Tokias dvi figūras vadinsime 
simetriškomis taško O atžvilgiu, o tą 
tašką — simetrijos centru. 


Dvi figūros yra simetriškos centro 
atžvilgiu, jeigu kiekvienas vienos 
figūros taškas yra simetriškas kitos 
figūros taškui to centro atžvilgiu. 


1 pavyzdys. Nubrėšime atkarpai 
A,B, simetrišką atkarpą AB taško O 
atžvilgiu (259 pav.). 

Sprendimas. Rasime taškus A, ir 
B,, simetriškus atkarpos АВ galams 
A ir B (260 pav.). 

Tašką А  sujungiame tiese su 
tašku O ir pratęsiame. Atidedame 
atkarpai АО lygią айкара ОА, 
(«0 = 40,) 


Analogiškai nubrėžiame taškui B simetrišką tašką B,. Taškus A, ir 
B, sujungiame atkarpa. 

Atkarpos АВ ir A,B, yra simetriškos taško O atžvilgiu. Tuo 
galima įsitikinti, pasukus atkarpą АВ 180? kampu apie tašką О- 
atkarpos АВ ir A,B, sutaps. 


2 pavyzdys. Nubraižykime figūrą, 
simetrišką duotajai figūrai, taško O A 
atžvilgiu (261 pav.). „0 

Sprendimas. Tašką A sujun- 
giame tiese su tašku O ir pratęsiame B C 
(262 pav.). Atidedame atkarpai AO 
lygią atkarpai 40, (40,-40) ^ 7 р, 
Taškai Á, ir A yra simetriški taško D 
O atžvilgiu. 


ET 


Ci В, 


Analogiškai nubrėžiame taškams В, 
262 pav. 


C, D simetriškus taškus В, C,, D,- 
Gautus taškus sujungiame. 

Keturkampis 4,B,C,D, yra simetriškas keturkampiui ABCD taško 
O atžvilgiu. 


1.12.3. Simetriškos figūros 
Figūra, kuri centrine arba ašine simetrija atvaizduojama pati į save, 
vadinama simetriška figūra. 


Pateikiame duomenis apie kai kurių plokštumos figūrų simetrijos 
centrą, simetrijos ašis ir simeirijos ašių skaičių. 


me Simetrijos , " Simetrijos 


Atkarpa к= так Dvi 


Kampas Neturi < Viena 
Lygiašonis Neturi /N Viena 
trikampis 
Lygiakraštis Neturi Ж Tris 
trikampis 
Kvadratas V = Keturios 


Lygiašonė 


trapecija 


Skritulys 


1.12.4. Skyriaus „Simetrija“ uždavinių sprendimo pavyzdžiai 
Išnagrinėkime keletą pavyzdžių. 

1 pavyzdys. Taškai А(-2,4) ir B(2;-1) yra atkarpos АВ galai. 

a) Nubraižykime atkarpą 4,B, simetrišką duotajai atkarpai abscisių 
ašies atžvilgiu. Užrašykime taškų 4, ir B, koordinates. 

b) Nubraižykime atkarpą А,В, simetrišką duotajai atkarpai ordinačių 
ašies atžvilgiu. Užrašykime taškų 4, ir B, koordinates. 

c) Nubraižykime atkarpą А,В, simetrišką duotajai atkarpai taško 
O(2;3) atžvilgiu. Užrašykime taškų 4, ir B, koordinates. 


Sprendimas. a) b) 


A,(-2;-4), 
B, (231); 
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€) 


Atsakymas. a) A,(-2;-4), B,(2;1), Ы) А, (2;4), B,(-2;-1); 
€) 4,(6;2), B,(2;7). 


2 pavyzdys. Duoti trys taškai 4(-5;3), B(1;-5) ir C(-2;6). 

a) Koordinačių plokštumoje nubraižykime trikampį АВС. 

b) Nubraižykime ašies Ox atžvilgiu trikampiui АВС simetrišką tri- 
kampį 4,B,C, ir užrašykime jo koordinates. 

c) Raskime ilgiausios kraštinės ilgį. 

Sprendimas. a) y 


c) Kadangi ilgiausia kraštinė yra B,C,, o B,(1;5), С,(-2:-6), tai 


В,С, ilgis: BC, = (-2-1y «(-6-5y = J(-3y + (10 = V130. 
Atsakymas. b) 4,(-5:-3), В,(1:5), С,(-2:-6), с) 4/30. 


2 SKYRIUS. ERDVÉS GEOMETRIJA 
2.1. PAGRINDINĖS ERDVĖS GEOMETRIJOS SĄVOKOS 


2.1.1. Erdvės geometrijos elementai 


Erdvės geometrija arba stereometrija tyrinėja geometrines figūras 
erdvėje. Stereometrijoje nagrinėjamos plokščios figūros, esančios erdvėje, 
ir neplokščios figūros, pavyzdžiui, briaunainiai, sukiniai ir kt. 


Paprasčiausios  planimetrijos figūros yra taškas іг tiesė. 
Stereometrijoje prie paprasčiausių planimetrijos figūrų prijungiama ir 
plokštuma. Plokštuma yra begalinė. 


Plokštumą dažniausiai vaizduo- 
jame lygiagretainiu arba neapibrėžtos 


formos figūra (1 pav.) ir Zymime 


mažosiomis graikiškomis raidėmis 1 pav. 
8, B. ose -В 
Jei taškas А yra plokštumoje a, 
tai rašome 4є а, o jei taškas В ne- 
priklauso plokštumai a, tai rašome. 2 pav. 
Bea (2 pav.). b 
—— 


Jei tiesė a yra plokštumoje a, tai 
rašome aca, o jei tiesė b перп- 
klauso plokštumai а, tai rašome 
baa (3 pav.). 3 pav. 


2.1.2. Stereometrijos aksiomos 


Spręsdami uždavinius ar įrodinėdami teoremas remsimės akivaiz- 
džiomis taškų, tiesių ir plokštumų savybėmis (aksiomomis): 

1. Per tris taškus, nesančius vienoje tiesėje, eina vienintelė plokštuma 
(4 pav.). 


Remiantis šia savybe galima 
paaiškinti, kodėl stalas turintis tris kojas, 
nesvyruoja. 


Plokštumą, nusakytą trimis taškais 
A, В ir C, galima žymėti ABC. 4 pav. 


2. Jeigu du tiesės taškai priklauso plokštumai, tai visi tos tiesės taškai 
priklauso plokštumai (tiesė priklauso 
plokštumai) (5 pav.). 


Jei А, Bea ir A, Bea, tai aca. 


Tiesė, esanti plokštumoje, dalija 
plokštumą į dvi dalis — pusplokštumes. 


3. Jeigu dvi skirtingos plokštumos 
turi bendrą tašką, tai jos turi ir bendrą 
tiesę, einančią per tą tašką; toje tiesėje 
yra visi bendrieji abiejų plokštumų 
taškai (6 pav.). 

Jei Aca ir Ae, tai yra tokia 
tiesė a, kad аса ir ac (4ea). 6 pav. 


2.1.3. Tiesės erdvėje 


Dvi tiesės erdvėje gali būti lygiagrečios, susikertančios ir 
prasilenkiančios. 


Lygiagrečiomis tiesėmis erdvėje vadi- 
namos dvi tiesės, kurios yra vienoje 
plokštumoje ir neturi bendrų taškų (7 pav.). 


Zymima: a|| b. 


Jei aea, bea, anb=0, tai a|| b. 7 pav. 
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€ Lygiagrečių tiesių savybė 


Lygiagrečios tiesės erdvėje pasižymi savybe: 
Jei tiesė a lygiagreti tiesei b (a|| b) ir 
tiesė a lygiagreti tiesei с (a||c), tai ir 


tiesė b lygiagreti tiesei с (b||c) (8 pav.). 8 pav. 
Jei a||b ir al|c, tai ас. Tiesės a, b, c gali ir nebūti vienoje 


plokštumoje. 


Susikertančiomis tiesėmis erdvėje vadina- 
mos dvi tiesės, kurios yra vienoje plokštumoje ir 
turi vieną bendrą tašką (9 pav.). 


Tiesės a ir b yra susikertančios, jei аєа, 
bea, anb= А. 9 pav. 


Teorema. Per dvi susikertančias arba lygiagrečias tieses eina 
vienintelė plokštuma. 


Jeigu nėra tokios plokštumos, kuriai priklausytų dvi duotosios tiesės, 
tai tos tiesės vadinamos prasilenkiančiomis. 


Prasilenkiančios tiesės erdvėje nesusi- 
kerta ir nėra vienoje plokštumoje (10 pav.). 
Tiesės a ir b - prasilenkiančios, jei 
aea, bea ir anb=0. 1 


1 pavyzdys. 11 paveiksle pavaizduotas 
stačiakampis gretasienis ABCDA,B,C,D, , 
kurio pagrindas ABCD yra plokštumoje 
a. Kiekviena gretasienio briauna yra tiesės 
atkarpa erdvėje, o kiekviena gretasienio 
siena yra plokštumos dalis erdvėje. 
Nurodykime: 
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a) tieses, lygiagrečias tiesei AD ; 
b) tieses, kertančias tiesę 4D ; 
€) tieses, prasilenkiančias su tiese AD. 
Sprendimas. 
a) Tiesės BC, А,П,, B,C, yra lygiagrečios tiesei AD. 
b) Tiesės 44,, DD,, AB, CD yra kertančios tiesę AD. 
c) Tiesés 4,B,, C,D,, BB,, CC, yra prasilenkiančios su tiese AD. 


2 pavyzdys. Taškai M, N, K ir L nėra vienoje plokštumoje. Ar 
tiesės MN ir KL gali būti lygiagrečios? 

Sprendimas. Tiesės MN ir KL negali būti lygiagrečios, nes per dvi 
lygiagrečias tieses galima nubrėžti vienintelę plokštumą. Gautume, kad 
taškai M, N, K ir L taip pat priklauso tai plokštumai. Tai prieštarauja 
uždavinio sąlygai. 

Atsakymas. Tiesės negali būti lygiagrečios. 


3 pavyzdys. Taškai K, L, M ir 
N yra tetraedro ABCD briaunų 
BC, BD, AD ir AC vidurio taškai 
(12 pav.). Ar galima išvesti plokštumą 
per tieses LM ir КМ? 

Sprendimas. ML|| AB, nes ML- 
ААВ vidurinė linija, о NK || AB, B 
nes NK – AABC vidurinė linija. 12 pav. 

Kadangi ML|| AB ir NK || AB, tai ML|| NK . 


K 


Per dvi lygiagrečias tieses galime nubrėžti vienintelę plokštumą. 
Vadinasi, išvesti plokštumą per tieses LM ir KN galima. 


Atsakymas. Galima. 


2.1.4. Kampas tarp tiesiu erdvéje 


Jeigu dvi tiesės susikerta, tai 
kampu tarp jų vadiname mažesnįjį iš 
susidariusių gretutinių kampų. Kampą 
tarp tiesių a ir b. žymėsime Z(a,b). 


13 paveiksle pavaizduotos dvi 


susikertančios tiesės a ir b. Kampas 


tarp ju Фф: jei ab, tai Z(a,b)- ç. 


a 

Kai kampas p lygus 90? (p = 90°), A А 
tai sakysime, kad tiesės а іг b yra stat- 14 pav. 
menos, t.y. a Lb (14 pav.). 

Jeigu tiesės yra lygiagrečios, tai 
kampą tarp jų laikysime lygiu nuliui 
(15 pav.). Jei a||b, tai Z(a,b)- 09. 

15 pav. 


Jeigu tiesės а ir b yra prasilenkiančios, tai Катра tarp jų 
apibrėšime taip: 

1) Vienoje tiesėje, pavyzdžiui, 5, 
pasirinkime tašką B. Per tiesę a ir tašką 
B brėžiame plokštumą о (16 pav.). 
Beb, aca, Bea. 


2) Plokštumoje « рег tašką В 
brėžiame tiesę a, , lygiagrečią tiesei a 


(17 рау.). a, ca, Bea, а |а. 


3) Randame kampą tarp susikertan- 
čių tiesių a, ir b. Šį kampą laikysime 
kampu tarp prasilenkiančių tiesių a ir b 
(18 pav.). Z(a, Б) = Zla, В b)- 9. 


1 pavyzdys. 19 paveiksle pa- 
vaizduotas kubas ABCDA,B,C,D,. 
Raskime kampą tarp: 

a) AC, ir AC; 

b) AC, ir BD; 

c) B,D ir AA,. 


19 pav. 
Sprendimas. a) Tiesės A,C, ir AC yra lygiagrečios, todėl kampas 
tarp jų lygus 0“. 


b) Kampas tarp AC, ir BD lygus kampui tarp АС, ir B,D, 
(BD || B,D,), o AC, LB,D,, nes АС, ir B,D, yra kvadrato įstri- 
žainės (kvadrato įstrižainės susikirsdamos sudaro 90° Катра). 
Vadinasi, kampas tarp А,С, ir BD lygus 90°. 


c) Kampas tap B,D ir АА, lygus kampui tarp B,D ir BB, (АА, 
ir BB, yra kubo briaunos, o kubo briaunos yra lygiagrečios: АА, | BB, ). 
AB,BD yra status, todėl kampą tarp B,D ir BB, rasime pritaikę 


sąryšio formulę: 


te(<BB,D)= 2>. 
1 


Pazymékime kubo briauną a. Iš stačiojo trikampio ABD, pritaikę 
Pitagoro teoremą, rasime BD: 


BD? = Ар? + АВ?, BD =a +a) = 2а?, iščia, BD-aX2. 


Išraiškas jstatome | formule 
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«(288,0)--ур - 2 -42, iš čia, 


Z BB,D = arctg 2 = 55°. 
Atsakymas. a) 0°, b) 90°, c) = 55°. 


2 pavyzdys. Stačiakampio gretasienio АВСРА,В,С,П, (20 pav.) briau- 
nos AB=6cm, AD=8cm, AA, = 6 cm. Apskaičiuokime kampą tarp: 

a) AB, ir DC; 

b) AB, ir BC. 

Sprendimas. 

a) Kampas tarp АВ, ir DC lygus 
kampui tarp AB, ir AB (DC ir AB 
yra stačiakampio gretasienio pagrindo 20 pav. 
lygiagrečios kraštinės DC || АВ). 


AABB, yra status, todėl kampą tarp АВ, ir AB rasime iš sąryšio 


formulės: 


cos(z B, AB) - 2... 
1 


Kadangi A ABB, statusis, tai pritaikę Pitagoro teoremą, rasime AB, : 
АВ? = АВ? + BB?, iš а, АВ, = 46 «6 =6V2 ст. 


Vadinasi, cos[Z B, AB)= VE ын iš Čia, 
ZB, AB = arccos 2. =45°. 


b) Duota: 44, - 6cm, AB=6cm, AD=8cm. 
Rasti: ZAB,C. 
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Sprendimas. Катра tarp АВ, ir В,С rasime i$ ААВ,С (21 pav.), 
pritaikę kosinusų teorema: 
AC! = АВ? + В,С? -2- AB, -B,C -cos(<AB,C), iš čia, 
АВ} + B.C! - AC? 
2- AB,- B.C 
Iš AABC, pritaikę Pitagoro 
teoremą, rasime AC: 
AC? = АВ? + BC? , 
AC - 46 +8? =10cm. 21 pav. 
Kadangi AC - В,С, о AB, = 642 ст (žiūrėti a) atvejį), tai (мас į 
formulę, gauname: 


2 3402 
cos(za5,0)- 52] +10 -10 3. ài 


2.642 -10 542" 
3 
Z АВ C = arccos —— = 65°. 
: 542 


сов(2АВ,С)- 


Atsakymas. a) 45°, b) = 65°. 


2.1.5. Tiesė ir plokštuma erdvėje 


Galimos trys tiesės ir plokštumos tarpusavio padėtys. 
1. Tiesė yra plokštumoje. 


Jeigu tiesė ir plokštuma tusi daugiau kaip vieną bendrą tašką, tai visa 


tiesė yra plokštumoje. 


22 pav. 


22 paveiksle tiesė a priklauso 
plokštumai a , rašome ac a. 


2. Tiesė kerta plokštumą. 


Jeigu tiesė a su plokštuma a turi tik vieną bendrą tašką, tai sakome, 
kad a kerta plokštumą a. 


23 paveiksle tiesė a kerta plokštumą 
a taške A, rašome аса = А. 


23 pav. 
3. Tiesė ir plokštuma lygiagrečios. 
Jeigu tiesė a ir plokštuma « neturi — i 
bendrų taškų, tai sakome, kad tiesė a 
lygiagreti plokštumai a. 
24 paveiksle tiesė a lygiagreti plokš- 24 pav. 
tumai a, rašome a||a. 
€ Tiesės ir plokštumos lygiagretumo požymiai " 
1.Jei plokštumoje  nesanti tiesė 
lygiagreti bet kuriai toje plokštumoje 
esančiai tiesei, tai ta tiesė lygiagreti 
plokštumai (25 pav.). 
25 pav. 


Jei b||a ir aca, o baa, tai blja. 


2.Jei plokštuma eina per tiesę, 
lygiagrečią kitai plokštumai ir kerta tą 
plokštumą, tai plokštumų susikirtimo tiesė M 
lygiagreti tai tiesei (26 pav.). 

Jei alla, Bae = b ir acf, tai a|| b. 

26 pav. 

1 pavyzdys. Stačiakampio gretasienio | ABCDA,B,C,D, sienų 
ABBAA, ir A,B,C,D, įstrižainių АВ, ir B,D, vidurio taškai M ir N 
sujungti atkarpa MN (27 pav.). 

a) Įrodykite, kad MN || A4,D, . 

b) Raskite atkarpos MN ilgį, jei 40 = бст, о DD, =8cm. 


Sprendimas . a) Nubrėžiame sienos Bi С, 
AA,D,D įstrižainę AD, (27 pav.). Gau- А, /л c 
name, kad MN уга AAB,D, vidurio 
linija, o vidurio linija уга lygiagreti C 


trikampio kraštinei, t.y. MN || AD,- 4 27 pav 


Pagal tiesės ir plokštumos lygiagretumo požymį, jei tiesė, nesanti 
plokštumoje, yra lygiagreti kuriai nors tos plokštumos tiesei, tai ji 
lygiagreti ir plokštumai. Kadangi 


MN||AD,, MN ç ААО, AD, c АА, tai МХ| ААР, 
Tai ir reikėjo įrodyti. 
b) Duota: 4D- бст, DD,=8cm. 
Rasti: MN. 
Sprendimas. 
Iš AADD, , remiantis Pitagoro teorema, randame AD, : 
AD? = Ар? + DD], iščia, AD, = V6 «8 =10cm. 
Kadangi MN yra ААВ,П, vidurinė linija ir MN || АГ, tai 
MN- 4D, iš čia, MN=2-10=5cm. 
Atsakymas. b) 5 cm. 


e Tiesės ir plokštumos statmenumas 


Tiesė vadinama statmena plokštumai, Ё 
jeigu ji yra statmena kiekvienai tiesei, 
esančiai toje plokštumoje (28 pav.). 
Ji aib, alc, ald; 
(b,c,d,..co), tai ala -tiesé stat- 
28 pav. 


mena plokštumai a. 
Jei tiesė a statmena plokštumai a, tai ji kerta tą plokštumą. 
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Tiesės ir plokštumos statmenumo požymis 


Jei tiesė statmena dviem 
susikertančioms tiesėms, esančioms tb 
plokštumoje, tai ji statmena tai 
plokštumai (29 pav.). 


Jei alc, aLb, o cca, 


29 pav. 
bcaircob-4A,taiala. 
a b 
Jei viena iš dviejų lygiagrečių tie- 
sių yra statmena plokštumai, tai ir kita 
tiesė statmena tai plokštumai (30 pav.). 
Jei a| b ir aLa, taiir bla. 30 pav. 


2 pavyzdys. Įrodykime, kad kubo ABCDA,B,C,D, įstrižainė BD, 
yra statmena plokštumai 4,C,D (31 pav.). B, 


Įrodymas. Reikia įrodyti, kad БА 


BD, 1 A,C,D. Nagrinėsime plokštumą ^ 

BB,D, (31 pav.). Kadangi A,C, L B,D, 

ir AC, 1 BB,, tai АС, 1 BB,D, . Va- 4 
A D 


dinasi, А,С, L BD, , arba BD, L АС, 


Ci 


3] pav. 

Kadangi 4,0 1 AD, ir 4,0 1 AB, tai 4,0 1 ABD,. 

Vadinasi, 4,D L BD,, arba BD, L AD. 

Įrodėme, kad tiesė BD, yra statmena dviem susikertančioms tieséms 
АС, ir A,D, esančioms plokštumoje 4,C,D. 


Pagal tiesės ir plokštumos statmenumo požymį, jei tiesė statmena 
dviem susikertančioms tiesėms, esančioms plokštumoje, tai ji statmena tai 
plokštumai. Vadinasi, tiesė BD, yra statmena plokštumai А,С,0. 


Teiginys įrodytas. 
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3 pavyzdys. Taškas Е yra šalia plokštumos a. Taškai C, F ir 
D — plokštumoje a (32 рау.). Duota, kad ЕЕ СЕ, CE=DE, 
ZFCD= ZFDC. Įrodykime, kad atkarpa EF statmena plokštumai с. 
Įrodyti: EF La. 
Įrodymas. EF —bendra trikampių 
EFC ir EFD kraštinė (32 pav.), 
CF-DF, nes ACFD - lygiašonis 
(salygoje duota, kad Z FCD = ZFDC) 
ir CE = DE (duota salygoje). Vadinasi, 
АЕРС = AEFD (pagal tris kraštines). 32 pav. 
Kadangi < EFC - status, tai ir Z EFD — status (iš trikampių EFC ir 
EFD lygumo). 
Turime, kad EF statmena dviem susikertančioms plokštumos o 
tieséms CF ir DF. Vadinasi, EF statmena plokštumai о (pagal tiesės 
ir plokštumos statmenumo požymį). 


4 pavyzdys. Įrodykime, kad taisyklingosios keturkampės prizmės 
pagrindo įstrižainė AC statmena plokštumai BB D D (33 pav.). 

Įrodymas. Pakanka įrodyti, kad tiesė 
AC statmena kurioms nors dviem 
plokštumos BB D,D susikertančioms 
tiesėms (tiesės ir plokštumos statmenumo 
požymis). 

Kadangi ABCD - kvadratas, tai 
AC LBD. Įrodysime, kad АС L BB,. 
Duotoji prizmė yra taisyklingoji, todėl 
BB, 1 ABC. 


Iš tiesės ir plokštumos statmenumo apibrėžimo išplaukia, kad 
BB, 1 AC. 


Vadinasi, tiesė АС statmena dviem plokštumos — BB,D,D 
susikertančioms tieséms BD ir BB,. Pagal tiesės ir plokštumos 
statmenumo požymį tiesė AC yra statmena plokštumai BB,D,D. 


Tai ir reikėjo įrodyti. 


2.1.6. Statmuo ir pasviroji 

Statmeniu plokštumai, išvestu iš 4 
kurio nors taško, vadinama atkarpa, 
jungianti tą tašką su plokštumos tašku ir N 
esanti plokštumai statmenoje tiesėje [o 
34 paveiksle atkarpa 48 yra statmuo LI 
plokštumai a, išvestas iš taško A. 

Tos atkarpos galas, esantis plokštu- 34 pav. 
moje, vadinamas stamens pagrindu. 

Pasvirąja plokštumai, išvesta iš kurio nors taško, vadinama 
kiekviena jai nestatmena atkarpa, kurios vienos galas yra minėtas taškas, o 
kitas galas — plokštumos taškas. Atkarpos galas, esantis plokštumoje, va- 
dinamas pasvirosios pagrindu. 34 paveiksle atkarpa AC yra pasviroji plokš- 
tumai а, nubrėžta iš taško А. Taškas C yra pasvirosios AC pagrindas. 

Atkarpa, jungianti statmens ir pasvirosios, išvestų iš to paties taško, 
pagrindus, vadinama pasvirosios projekcija. 34 paveiksle atkarpa BC yra 
pasvirosios AC projekcija plokštumai a. 


e Kampas tarp tiesės ir piokštumos 


Jei tiesė statmena plokštumai, tai galima 
sakyti, jog ji su plokštuma sudaro 90? kampą. 

Tegu tiesė a nėra nei statmena 
plokštumai p, nei jai lygiagreti. Kampu, 
kurį ši tiesė sudaro su plokštuma, vadiname 
kampą, kurį sudaro šioje tiesėje esanti 
pasviroji su savo projekcija. 


35 paveiksle kampas tarp pasvirosios AC ir jos projekcijos BC yra 
kampas a, ty. ZACB=a. 


1 pavyzdys. Iš taško į plokštumą išvestos dvi pasvirosios 20cm ir 
15cm ilgio. Pirmosios pasvirosios projekcija toje plokštumoje lygi 
16 cm. Apskaičiuokime antrosios pasvirosios projekcijos ilgį. 

Duota: AD=20cm, АС = 15 ст, BD=16cm. А 

Rasti: ВС. 

Sprendimas. 

Iš stačiojo AABD (36 pav.), rem- 


& 
ха bocas teorema, randame "== 
AB! = AD? - BD", 
АВ? = 202 -16° =144, АВ-12ст. 36 pav. 
Iš AABC, remdamiesi Pitagoro teorema, randame pasvirosios AC 
projekciją ВС: 
ВС? = АС? – АВ, ВС? =15 –12? =81, BC=9cm. 
Atsakymas. 9 cm. 


© 


2 pavyzdys. 15 taško išvestos tarpusavyje statatmenos pasvirosios, 
kurių projekcijos plokštumoje lygios 6cm ir 2cm, o jų su plokštuma 
sudaromi kampai atitinkamai lygūs 30° ir 60°. Apskaičiuokime atstumą 
tarp pasviruju galų. 

Duota: BD=6cm, CD=2cm, 
ZABD-30?, ZACD-60?, BAL АС. 

Rasti: BC. 

Sprendimas. 15 stačiojo ДАРВ 
(37 pav.) randame pasvirosios AB ilgį: 
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Iš stačiojo ЛАРС randame pasvirosios AC ilgį: 


„CD md». 
AC = 60" in едан 
2 


Kadangi AABC yra statusis (ВА 1 AC), tai BC randame 
taikydami Pitagoro teoremą: 
ВС? = AB?+AC?, BC'-(AJ3] +4? =64, BC=8cm. 
Atsakymas. 8 ст. 


3 pavyzdys. 15 taško į plokštumą išvestos dvi pasvirosios, lygios 
10cm ir 17 cm. Tų pasvirųjų projekcijų skirtumas lygus 9 ст. Raskime 
pasviruju projekcijas. 

Duota: AC =10cm, AD=17cm, 
BD - BC =9 ст. 

Rasti: BD, ВС. 

Sprendimas. Pažymėkime BC = х 
(38 рау.). Tada BD = x «9. Iš stačiojo 
AABC, remiantis Pitagoro teorema, 
išreiškiame AB: 

AB! = AC! - BC? , 
АВ? -10? - x! 2100- x°. 
Iš stačiojo A4BD, remdamiesi Pitagoro teorema, išreiškiame АВ: 
AB! = АР? - BD? , 
АВ? =17° - (x « 9 2289 х? -18x -81-208- x? -18x. 


Sulyginę išraiškas 100 — х? іг 208- x^ -18x, gauname lygtį 
100 - x^ = 208- х? -18x, 
kurią išsprendę randame, kad х= бст. Vadinasi, ВС-бст ir 
BD=15cm. 
Atsakymas. 6cm ir 15 cm. 
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2.1.7. Trijų statmenų teorema 


Jei plokštumos tiesė, einanti per pasvirosios pagrindą, yra statmena 
pasvirosios projekcijai, tai ji statmena ir pasvirajai. 


Vadinasi, jei AB La, 

AC - pasviroji, 

BC -—pasvirosios AC projekcija 
plokštumoje a, 

a -plokštumos tiesė ir 

аса ir aLBC, tai al AC. 


Teisinga ir atvirkštinė teorema. 39 pav. 


€ Atvirkštinė teorema. Jei plokštumos tiesė , einanti per pasvirosios 
pagrindą, yra statmena pasvirajai, tai ji statmena ir pasvirosios projekcijai. 
Vadinasi, jei a L AC, tai a L BC. 


1 pavyzdys. Stačiojo trikampio ABC statiniai yra 15cm ir 20cm 
ilgio. Iš stačiojo kampo C viršūnės į šio trikampio plokštumą 
išvestas statnuo CD=35cm. Raskime atstumą nuo taško D iki 
įžambinės AB (40 pav.). 

Duota: ABC - statusis trikampis, 
&С =90°. AC=15cm, BC =20cm, 
CD L plokštumai АВС, CD=35cm. 

Rasti: atstumą nuo taško D iki 
įžambinės AB. 


40 pav. 

Sprendimas. Išveskime DE L AB (41 pav.). Kadangi DC - statmuo į 
trikampio АВС plokštumą, DE - pasviroji, CE — pasvirosios projekcija 
plokštumoje a, tai, remiantis trijų statmenų teorema, iš sąlygos DE L AB 
seka, kad CE 1 AB. 


Vadinasi, CE - trikampio 4BC aukštinė. 


Iš stačiojo AABC, taikydami 
Pitagoro teoremą, randame AB: 


АВ= МАС? +ВС?, 


AB = 415! +20? = 625 = 25, 
ty. АВ = 25cm. 


Rasime trikampio ABC aukštinę CE. 
Pirmiausia randame trikampio ABC plotą: 
AC. CB 15-20 
Зуявс 73 › aan = 3 — =150ст?. 
To paties trikampio plotą galime skaičiuoti ir taip: 
_ AB-CE 


ААВС T 2 k 


S 


š : 25, авс 2-150 
Iš šios lygybės CE = —Я1В ty. CE EE. uc 12cm. 


Iš stačiojo ADCE, taikydami Pitagoro teoremą, randame DE: 
рЕ-Мрс!-СЕ!, DE = 435! «12! = 41369 =37 cm. 


Atsakymas. 37 cm. 


2 pavyzdys. Įrodysime, kad kubo 
ABCDA,B,C,D, įstrižainė BD, statmena 


pagrindo ABCD įstrižainei АС (42 pav.). 
Įrodymas. Tiesė BD yra pasvirosios 
BD, projekcija plokštumoje ABCD, nes 
D,D 1 ABCD. Kadangi kubo pagrindas 
ABCD yra kvadratas, tai AC L BD. 


Remiantis trijų statmenų teorema, jei tiesė AC statmena pasvirosios 
BD, projekcijai plokštumoje ABCD, t.y. tiesei BD, tai AC statmena ir 
pačiai pasvirajai BD, . Tai ir reikėjo įrodyti. 


3 pavyzdys. Kvadrato ABCD kraštinė lygi a (43 pav.). Iš kvadrato 


įstrižainių susikirtimo taško О išvestas statmuo ОК kvadrato 


plokštumai. Šio statmens ilgis lygus Таҹ. Raskime: 


K 
a) kampa, kuri sudaro atkarpos KC ir BD, 


b) kampa, Кип sudaro atkarpos KC ir AD. 


Sprendimas. a) Pastebėkime, kad 
atkarpa KC yra pasviroji plokštu- 
mai ABCD ir OC -jos projekcija 
(43 pav.). Kadangi kvadrato įstrižainės 
AC ir BD kertasi stačiu kampu, tai 

43 pav. 
BD LOC, 


Tada KC L BD (pagal trijų statmenų teoremą). 
Vadinasi, atkarpų KC ir BD sudaromas kampas yra status. 


b) Atkarpu KC ir AD sudaromas kampas lygus kampui KCB, nes 
ВС || AD. Rasime šį kampą. 


Išveskime OF LBC ir sujunkime tašką K su tašku F. Tada 
KF L BC (pagal trijų statmenų teoremą). 
Kadangi OK =уаў?, OF - ja, tai, remiantis Pitagoro teorema, 
4 Jai „а d 
КЕ- Ter = 2043, 
1 


КЕ 2° 3 
Tada tgZKCF 2. ty. tgZKCF - 243. 


Vadinasi, ZKCF = 60°. 


Atsakymas. a) 909, b) 60°. 
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2.1.8. Dviejų plokštumų tarpusavio padėtis 


Dvi skirtingos plokštumos gali: 

1) turėti bendrų taškų; 

2) neturėti bendrų taškų. 

Jeigu dvi skirtingos plokštumos turi 
bendrą tašką, tai jos susikerta tiese, 
kurioje yra visi tų plokštumų bendrieji 
taškai (44 pav.). Jei Aca, АЄР, tai 

anB=a, Aca. 

Dvi plokštumos, neturinčios bendrų 
taškų, vadinamos lygiagrečiomis plokš- 
tumomis (45 pav.). 

Jei a, В – lygiagrečios plokštumos, 
tai Zymime a [| p. 

Įsitikinti, kad dvi plokštumos yra 
plokštumų lygiagretumo požymiu. 


e Piokštumų lygiagretumo požymis 
Jei vienos plokštumos dvi susiker- 
tančios tiesės lygiagrečios kitos plokš- 
tumos dviem susikertančioms tiesėms, tai 
tos plokštumos lygiagrečios (46 pav.). 
Jei a,b ca, ать = А, 
a,,b,ca, 


alla, 5,|5,, tai ol. 


a,0b,-4,, 


€ Lygiagrečių plokštumų savybės 


Ü 


44 pav. 


L 


45 pav. 


lygiagrečios, galima remiantis 


46 pav. 


1. Jei dvi lygiagrečias plokštumas kerta trečia plokštuma, tai ju 


susikirtimo tiesės lygiagrečios (47 pav.). 
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Jei a||B, o plokštuma y kerta 
plokštumas a ir B tiesémis a ir b 
atitinkamai, tai a || 5. 


2. Lygiagrečių tiesių atkarpos, 
esančios tarp lygiagrečių plokštumų, 
lygios (48 pav.). 


Jei a||B, o a ir b — plokštumas 
a ir B kertančios lygiagrečias tiesės, 
tai 4,4, - B,B,, йа A,, A, ir Bj, 
B, —tiesių ir plokštumų susikirtimo 
taškai. 


3. Jei dvi lygiagrečias plokštumas 
kerta tiesė, statmena vienai iš plokš- 
tumų, tai ta tiesė statmena ir kitai 
plokštumai (49 pav.). 

Jei a||B ir a La, taiir al p. 

Jei ala ir B La, tai a||B. 


1 pavyzdys. Taškai E, F ir G yra 
tetraedro ABCD briaunų AD, AB ir 


AC vidurio taškai (50 pav.). Per šiuos , 


taškus išvesta plokštuma ЕЕС. 

a) Įrodykite, kad plokštumos ЕЕС 
ir DBC yra lygiagrečios. 

b) Apskaičiuokite trikampio ЕЕС 
plotą, jei tetraedro briauna lygi 4 cm. 


48 pav. 


49 pav. 


B 
50 pav. 


Įrodymas. a) EF yra AADB vidurinė linija (50 pav.) (E ir F 
atkarpų vidurio taškai), todėl EF|| DB. FG yra AABC vidurinė linija 
(F ir G atkarpų vidurio taškai), todėl FG|| BC. 

Tiesės EF ir FG yra susikertančios ЕРЕС = Е, tiesės DB ir 
BC taip pat yra susikertančios DBA ВС = B. 

Pagal plokštumų lygiagretumo požymį, jei vienos plokštumos dvi 
susikertančios tiesės lygiagrečios kitos plokštumos dviem susikertančioms 
tiesėms, tai tos plokštumos yra lygiagrečios. 

Vadinasi, plokštumos ЕРС іг DBC yra lygiagrečios, nes 
EFCEFG, "FGC EFG ir EFoOFG-F, o DBCDBC, 
ВС с DBC ir DBABC = B, beto, ЕЕ| DB ir FG| BC. 


b) Duota: AB = 4ст. 

Rasti: Serg- 

Sprendimas. Trikampis EFG panašus į trikampį ОВС. Kadangi 
ADBC yra lygiakraštis, todėl ir AEFG - lygiakrastis. 

EF yra AADB vidurinė linija, todėl EF - BD -2em. 

Lygiakraščio trikampio EFG plotas randamas pagal formule: 


2 2 
es, iš čia, s= 5 n. 


Atsakymas. b) 43 ст". 


D 
2 pavyzdys. Taškai A,, B, ir C, 
atitinkamai yra tetraedro ABCD briaunų A Bi 
AD, BD ir CD vidurio taskai (51 pav.). 
Įrodykime, kad plokštuma, einanti per A B 
taškus А, Ву, C, statmena krašti- 
nei DO. G 51 pav. 


Įrodymas. A,C,| AC, nes A,C,—trikampio АРС vidurinė linija, 
В,С,| BC, nes B,C, -trikampio BDC vidurinė linija (51 pav.). Iš čia 
išplaukia, kad plokštuma А,В,С, lygiagreti plokštumai АВС, nes dvi 
susikertančios tiesės vienoje plokštumoje lygiagrečios dviem 
susikertančioms tiesėms kitoje plokštumoje. 


DO statmena plokštumai ABC, nes yra tetraedro aukštinė. Jei tiesė 
statmena vienai iš lygiagrečių plokštumų, tai ji statmena їг kitai, todėl 
DO statmena A,B,C,. Tai ir reikėjo įrodyti. 


Dabar nagrinėsime susikertančias 
plokštumas, t.y. plokštumas, turinčias 
bendrą tiesę. Ši tiesė dalija plokštumą į 
dvi pusplokštumes. Dvi susikertančios 
plokštumos turi bendrą tiesę, kuri dalija 
kiekvieną plokštumą į dvi pusplokš- 
tumes (52 pav.). 


e Kampas tarp plokštumų 


Figūra, kurią sudaro dvi pusplokš- 
tumės, turinčios bendrą kraštą ir nesančios 
vienoje plokštumoje, vadinama dvisieniu 
kampu (53 pav.). a 


Bendrąjį pusplokštumių kraštą vadi- 
name dvisienio kampo briauna (53 pav. 
briauna а), o pačias pusplokštumes – 


53 pav. 


sienomis (53 pav. sienos о ir В). 


Dvisienius kampus žymėsime nurodydami pusplokštumių ir jų 
bendrojo krašto žymenis 53 paveiksle dvisienis kampas tai Zaaß. 


Norėdami išmatuoti dviesienio kampo didumą, iš bet kurio briaunos 
a taško A abiejose kampo sienose išveskime briaunai DE statmenus 
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spindulius АВ ir AC: AB LDE ir AC РЕ. 
Tu spindulių sudarytas kampas 

BAC vadinamas dvisienio kampo 

tiesiniu kampu (54 pav.). 
Dvisieniai kampai yra lygūs, jei 

yra lygūs jų tiesiniai kampai. Kertantis 

plokštumoms susidarę keturi dvisieniai 

kampai poromis yra lygūs. Dvisienio 

kampo didumu vadinsime jį atitin- 

kančio tiesinio kampo didumą. 


25 


€ Plokštumų statmenumas 


Kampu tarp dviejų susikertančių plokštumų vadinamas mažesnis iš 
susidariusių dvisienių kampų 


Jeigu plokštumos yra lygiagrečios, tai 
kampą tarp jų laikysime lygiu nuliui. 
Jei vienas iš keturių dvisienių kampų, ⁄ Z 
gautu susikirtus dviem plokštumoms « ir < 
В уга status, tai tokios plokštumos 
vadinamos statmenomis (viena kitai stat- 
menomis) (55 pav.). 


Jei plokštumos а ir В yra statmenos, 55 pav. 
tai rašome Z(a)= 90° arba a L p. 


ө Dviejų plokštumų statmenumo požymis 

Teorema. Jei viena dviejų plokštumų 
eina per tiesę, statmeną kitai plokštumai, tai / 
tos plokštumos viena kitai statmenos "ЛА, 
(56 рау.). 

Jei bla ir plokštuma В eina per 


tiesę b, tai Bl a. 56 pav. 
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Išvada. Iš dviejų plokštumų stat- 
menumo požymio: Plokštuma, stat- 
mena dviejų plokštumų susikirtimo 
tiesei, уга statmena kiekvienai tų 


plokštumų (57 pav.). 
Jei y Lc, tai y La ir y LB; 2 
čia c — plokštumų a іг ß susikir- Ж 
timo tiesė. 
57 pav. 


3 pavyzdys. Duotas statusis trikampis ABC, kurio ZC-90?, o 
statinis АС yra plokštumoje a (58 pav.). Trikampis АВС su plokštuma 
a sudaro dviesienį kampą, lygų 45°. Rasime atstumą nuo trikampio 
viršūnės B iki plokštumos a, jeigu žinoma, kad AC =20cm ir 
AB: BC =3:1. B 

Sprendimas. Pažymėkime ВС-х 
(58 рау.). Tada АВ = 3х. Iš stačiojo 
trikampio АВС, remdamiesi Pitagoro 
teorema, gauname 

AB! = АС? + BC" „arba 

(3x)! = 202 +x? . Iš šios lygybės 

x!-50, ty. BC!-50. 58 pav. 

Iš taško B išveskime atkarpą BE La ir sujunkime taškus Е ir C. 
Pastebékime, kad BC – pasviroji į plokštumą «a, СЕ - jos projekcija 
plokštumoje a, AC - plokštumos a tiesė. 


< 


Kadangi AC L BC, tai ir AC LCE (pagal trijų statmenų teorema). 
Matome, kad tiesės BC їг CE statmenos dviesienio kampo tarp 
trikampio plokštumos ir plokštumos a briaunai AC. 

Vadinasi, Z BCE - dvisienio kampo tiesinis kampas, kuris pagal 
uždavinio sąlygą lygus 45°. 


Pastebėkime, kad  ACBE -statusis lygiašonis trikampis, nes 
ZBCE-45?, ZBEC =90°, ZCBE = 45°. Tada ВЕ = СЕ. Iš stačiojo 
trikampio BEC, taikydami Pitago о teoremą, gauname: 

ВЕ? +СЕ? = ВС?, ty. 2ВЕ? -50, ВЕ? =25, ВЕ-5ст. 

Atsakymas. 5 cm. 


4 pavyzdys. Du lygiašoniai trikampiai ADB ir ACB turi bendrą 
pagrindą АВ, о jų plokštumos sudaro 60° kampą (59 pav.). Bendro 
pagrindo ilgis 32 ст. Trikampio ADB šoninės kraštinės ilgis 34 cm, о 
trikampio ACB šoninės kraštinės viena kitai statmenos. £ — atkarpos 
AB vidurio taškas. 

a) Įrodykite, kad Z DEC = 60°. 

b) Apskaičiuokite kraštinės BC ilgį. 

с) Apskaičiuokite atstumą tarp viršū- 


nių C ir D. A 277 
Įrodymas. a) DE yra lygiašonio E 


trikampio ADB (59 pav.) pusiaukraštinė B 
(E- AB vidurio taškas), o kartu ir 59 pav. 
aukštinė, todėl DE 1 AB. 

CE yra lygiašonio AACB pusiaukraštinė ir aukštinė, todėl 
CE L AB. 

Vadinasi, yra išvesti statmenys vienai briaunai. Kadangi dvisienio 
kampo didumas yra lygus jį atitinkančio tiesinio kampo didumui , todėl 
ZDEC = 60°. 


р 


Sprendimas. Duota: АВ = 32 ст, Ар = "”В = 34ст, АС І СВ, 
2 DEC = 60°. 

Rasti: b) ВС, c) CD. 

b) AACB уга status lygiašon ; trikampis. Pa£ymime, АС = BC =a. 

Iš AACB, remiantis Pitagoro 'corema, randame ВС: 


AB! = AC? « BC? , dd +a 232, 2а? 2 32? , 
iš čia, а-1642 cm. Vadinasi, BC 2162 cm. 


€) Iš ADEB, remiantis Pitagoro teorema, randame DE: 
DE? = DB? – ВЕ?, iščia, DE = 34° -16 =30cm 
(ВЕ = 348, nes BE — pusiaukraštinė). 


15 ACEB, remiantis Pitagoro teorema, randame ЁС: 
EC? = BC? - BE? , iš čia, 


EC = б?) -16 - 16cm (ВЕ - an). 


Atstumą tarp viršūnių C ir D rasime iš ADEC pagal kosinusų 
teoremą: 
CD! = DE! + EC! - 2: DE - ЕС -cos(Z DEC), iš čia, 
CD? =307 +16? –2:30-16-со560° = 676, | CD = 26ст. 


Pastaba: EC galima buvo rasti tokiu būdu: trikampis СЕВ yra 
status ir lygiašonis, todėl 


СЕ = EB =16 cm. 
Atsakymas. b) 1642 ст: €) 26cm. 
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2.2. BRIAUNAINIAI 


2.2.1. Briaunainio savoka 


Geometrinis kūnas, apribotas plokščiaisiais  daugiakampiais, 
vadinamas briaunainiu. Plokštieji daugiakampiai vadinami briaunainio 
sienomis, jų kraštinės — briaunomis, o viršūnės — briaunainio viršūnėmis. 

Atkarpos, jungiančios dvi viršūnes, esančias ne vienoje sienoje, 
vadinamos briaunainio įstrižainėmis. 

Briaunainis vadinamas iškiliuoju, jei jis yra vienoje pusėje nuo 
kiekvienos jo sienos plokštumos. Pavyzdžiui, kubas, stačiakampis 
gretasienis, piramidė, prizmė yra iškilieji briaunainiai. 


2.2.2. Prizmė 


Briaunainis, kurio dvi sienos yra lygiagrečiose plokštumose esantys 
lygūs daugiakampiai su atitinkamai lygiagrečiomis kraštinėmis, o kitos 
sienos — lygiagretainiai, vadinamas prizme. 


Lygiagrečiose plokštumose esančios sienos vadinamos briaunos 


pagrindais, o kitos sienos — šoninėmis sienomis. 
Di 
“Кэ, o 


60 paveiksle pavaizduota — prizmé 
АВСРА,В,С,П, „kurios pagrindai ABCD 


ir ABC ID, ; 
lygiagretainiai — 488,4,, BCC,B,, D 
CDD,C,, ADD,A, yra prizmės šoninės A 
sienos, atkarpos 44,, BB,, СС,, DD, B C 
— prizmės šoninės briaunos. 60 pav. 


Jei prizmės pagrindai yra trikampiai, tai prizmė vadinama trikampe, 
jei keturkampiai — keturkampe ir t.t. 


Prizmė vadinama pasvirąja, jeigu jos šoninės briaunos nėra statmenos 
pagrindams. Pasvirosios prizmės šoninės sienos yra lygiagretainiai. 
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Prizmė vadinama stačiąja, jeigu jos šoninės briaunos yra statmenos 
pagrindams. Stačiosios prizmės sienos yra stačiakampiai. 


Prizmė vadinama taisyklingąja, jeigu ji yra stačioji ir jos pagrindai — 
taisyklingieji daugiakampiai. 

Prizmés aukštine vadinama tiesės, 
statmenos pagrindų plokštumoms, atkarpa 
tarp tų plokštumų. 60 paveiksle pavaizduota 
prizmės aukštinė А,О. 


A 
Stačiosios prizmės aukštine galima 61 pav. 
laikyti jos šoninę briauną. 


Prizmės įstrižaine vadinama atkarpa, jungianti dvi prizmės viršūnes, 
esančias ne vienoje sienoje. 60 paveiksle pavaizduotos dvi prizmės 
įstrižainės BD, ir СА. 


Prizmės įstrižiniu pjūviu vadiname pjūvį, gautą kertant prizmę 
plokštuma, einančia per dvi vienoje sienoje esančias šonines briaunas. 
61 paveiksle pavaizduotos prizmės įstrižinis pjūvis АСС, 4, . 


Bi 
e Prizmės paviršiaus plotas ir tūris Z— C 
! 
Prizmés paviršiaus plotu vadinama А 
visų jos sienų plotų suma, о prizmės 
šoninio paviršiaus plotu — jos šoninių sienų . 
plotu suma (62 pav.). y С 


62 рау. 
Stačiosios prizmės aukštinė lygi jos šoninei briaunai: 
AA, = BB, = CC, = h. 


Stačiosios prizmės šoninio paviršiaus plotas lygus prizmės pagrindo 
perimetro ir aukštinės sandaugai: 
S n -Р-Н, 


čia P — prizmės pagrindo perimetras, о H — aukštinė. 


Prizmės paviršiaus plotas lygus prizmės šoninio paviršiaus ploto ir 
dvigubai pagrindų plotų sumai: 
S = Sion = 2S ^ 
čia Spagr. — prizmės pagrindo plotas. 
Stačiosios prizmės tūris lygus pagrindo ploto ir aukštinės sandaugai: 
V = 5 е" H. 
Pasvirosios prizmės šoninio paviršiaus plotas lygus statmenojo 
pjūvio perimetro ir šoninės briaunos (СС, = £ ) sandaugai: 


5. =Р, 46. 


son 


Pasvirosios trikampės prizmės atveju: 
Р, = KM + KL +LM. 


Pasvirosios prizmės paviršiaus plotas 
$28,,*2S 


čia Sys — prizmės pagrindo plotas. 


pagr? 


Pasvirosios prizmės tūris lygus jos 
statmenojo pjūvio ploto ir šoninės briaunos 
sandaugai: 

V=S,-L 
Pasvirosios trikampės prizmės atveju: 
Sa = Saku. (63 pav.). 


1 pavyzdys. Taisyklingosios trikampės prizmės (64 pav.) pagrindo 


perimetras 24 cm, o šoninio paviršiaus Ci 
А, --—— 
H 
С 
А а 


plotas — 120 ст. Rasime prizmės 
aukštinę ir pagrindo plotą. 


Duota: P = 24 cm, So, - 120 cm. 


Rasti: H; Sis. 
Sprendimas. 
1. Randame prizmės pagrindo kraštinę a: B 
Р-3а, 24-34, 8-8ст 64 рау 


2. Randame prizmés aukstine Н: 
5 120 


= P. =- =—= 
5,,=Р-Н, Н= т, Н = = 5 cm. 


3. Randame prizmės pagrindo plotą Spagr: 
2 2 
s MEN 5 „51645 am. 


pogr 4 pagr 


Atsakymas. Н = 5 cm, S pag, = 16.3 ст. 


2 pavyzdys. Taisyklingosios trikampės prizmės (65 pav.) visos šoninės 
briaunos lygios 3 dm. Apskaičiuokime pjūvio, einančio per pagrindo 
kraštinę ir pasvirusio į pagrindo plokštumą 60° kampu, plotą. 

Duota: 44, = BB, = СС, -34т, Z AKA, = 60°. 

Rasti: Seac 
Sprendimas. 1 būdas. 
1.15 AAKA, randame A K: 


AK АА, 
КЁ sinZAKA," 


233 
4-3 608 
2. Iš stačiojo A KAA, randame AK: B 65 pav. 


= 243 ат. 


AK = AK cos60°, AK =2У3 .+ = УЗ ат 


3. Pazymékime AB - BC = AC =a. Kadangi АК 1 BC, tai A AKB 
уга statusis. Taikydami Pitagoro teorema, randame a: 
AB! = BK? + AK", 


2 4 2 2 
a -(£) +03), a'-S--3, 2834 a-2dm. 
4. Randame pjūvio BA;C plotą: 


| ВС-АК 2 
771 ? ВАС 2 


Spa 
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2 būdas. Iš stačiojo trikampio АВК randame AK: 


245; iš čia 


3 5 — 
AK = V dm. 


Kadangi stačiojo trikampio АА,К statinis AK, esantis prieš 30° 
Катра (ZAA,K = 


30°) lygus pusei įžambinės A,K, tai 


I 
АК 2S AK. 


Iš šios lygybės A4,K -2- AK, ty. A,K = 243 dm. 


Kadangi trikampis ABC yra lygiakraštis, tai Z A= Z B= ZC = 60° 
Iš stačiojo trikampio АВК Randame AB: 


AK 4 AK ineo 
AB =sinZB, AB = sin 60 


243 Эг 
48-5---2. Taigi АВ-2 dm. 
R g 


Randame pjüvio BA,C plota. 


ВС-АК 
с 3 ° 


Pastebėkime, Каа 4B = BC = AC =2 dm 
lygiakrastis. Tada 
s 2:243 


Bca 


, nes trikampis ABC yra 


-243 ат. 


Atsakymas. 243 ат”. 
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3 pavyzdys. Stačiosios prizmės pagrindas yra trikampis, kurio dvi 
kraštinės lygios 3 cm ir 5 cm, o kampas tarp jų 120°. Prizmės šoninė 
briauna lygi 8 cm. Rasime prizmės paviršiaus plotą (66 pav.) 

Duota: AB = 3cm, BC = 5 cm, 


А! G 

Z АВС =120°, АА, = BB, = CC, =8 cm. i 

Rasti: S. 8 

Sprendimas. 

г : : : š A G 

1. Iš trikampio АВС, taikydami kosinusų > |Z 
teorema, randame pagrindo krastine AC: Mb 

АС? = АВ? + ВС? -2AB-BC cos В. B 66 pav. 


Kadangi соѕ120° = cos(180? — 60°) = –соѕ60° = =E ode dpedem,o 
BC = 5 cm, tai 


AC? -3 454235. 1-49. Vadinasi, AC = 7 cm. 


2. Randame prizmés pagrindo plota S, 
1 : 
S rap =3AB- ВС яш1209. 


Kadangi sin120? = sin(1809 — 60°) = їп 60° = 3. іг AB-3cm, о 
? _ l aou НИЗ 4 
BC =5ст , tai Sr =F 3.5 К cp enr 


3. Randame prizmės šoninio paviršiaus plotą S; 
S,,7 P:H, Р=3+5+7=15ст, S,, =15-8=120cm°. 


4. Randame prizmės paviršiaus plotą S: 


S = Son - m 
ГИТТИ 2.158 ш, к „шон 3) 
m бв 


ст. 


2 


4 pavyzdys. Taisyklingosios šešiakampės prizmės pagrindo kraštinė 
lygi 6 cm, o ilgiausioji prizmės įstrižainė su pagrindo plokštuma sudaro 
60? kampą. Apskaičiuokime prizmės paviršiaus plotą (67 pav.). 

Duota: а= бст, 2 FCF, = 60°. 

Rasti: 5. 

Sprendimas. 

1. Randame prizmės pagrindo plotą Spagr 

3a 43 3.8.43 

Spr = nuo Spg mo —=5443 ст? 

2. Kadangi pagrindo ilgiausia įstrižainė 
FC lygi apie taisyklingąji šešiakampį api- 
brėžto apskritimo skersmeniui, o R=a, tai 

FC = 2а=12 ст. 

Iš stačiojo А FAC randame prizmės 
aukštinę H: 

FF = FC -tg60°, FF, =1243 ст. 


Vadinasi, prizmės aukštinė H = 1243 cm. F 

3. Randame prizmės paviršiaus plotą S: 4 D 
$28, t2S pg Sion = бан, 6 А 

S 43243 ст?, B C 


5 243243 «2.5443 = 54043 cm. 
Atsakymas. 54045 ст. 


5 pavyzdys. Stačiosios trikampės prizmės pagrindo kraštinės 25 ст, 
29 ст ir 36 cm, o paviršiaus plotas 1620 cm. Apskaičiuokime prizmės 
tūrį (68 pav.). 

Duota: 48 = 25 ст, ВС = 29 ст, AC =36cm, S =1620 cm?. 

Rasti: V. 


Sprendimas. A, Ci 

1. Iš trikampio ABC, taikydami Herono "e 
formulę, randame pagrindo plotą Spagr: H 

Sue = pp - aXp - bXp -c). 
А Є 

Kadangi р=25+29+36. 4Scm ir 23 29 

а-25ст, b -29 cm, c = 36cm, tai B 
68 pav. 


S „= У45(45- 25)(45 - 29)(45 -36) = 360 ст”. 
2. Randame prizmės aukštinę H: 


$25, 28, 1620- 90H +2-360, H =10 cm. 


3. Randame prizmes türj V: 
V=S gH. V =360-10 = 3600 cm? = 3,6 dm". 


Atsakymas. 3,6 dm. 
6 pavyzdys. Taisyklingosios trikampės prizmės tūris lygus 1243 ст, 


o šoninio paviršiaus plotas lygus 6 ст”. Rasime pagrindo kraštinės ilgį 
(69 pav.). 


En Ci 
Duota: V =12/3 cm, S ion -6cm.. “аар” H 
Rasti: a. 
š A С 
Sprendimas. 
a 
š сам ыз 
Kadangi V =S, H -H,0 B 
S. = Р-Н = Зан, tai gauname lygčių sistemą 69 pav, 
Bug -1243, 
зан = 6. 


Išsprende 3ia sistema, randame, kad а = 24 ст. 
Atsakymas. 24 cm. 
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7 pavyzdys. Taisyklingosios šešiakampės prizmės (70 pav.) pagrindo 
kraštinė lygi 4ст, o aukštinė — 12 ст. Apskaičiuosime: 
a) įstrižinio pjūvio ADD, 4, plotą; 
b) prizmės tūrį. 
Duota: 48-4ст, OO, =12 ст. 
Rasti: a) 5,5, ,, b) V. 
Sprendimas. а) Įstrižinis pjūvis 4DD,A, 
yra stačiakampis, kurio plotas 5 = 44, · AD. 
Prizmės pagrindas уга  taisyklingasis 
šešiakampis (71 pav.), kurio 40 = AB =4 cm. E D 
Vadinasi 40 -2- 40 =8cm. 
Prizmės aukštinė lygi briaunai, t.y. F "ns 
OO, = AA, =12 ст. 
Vadinasi, įstrižinio pjūvio plotas A B 
5-12-8-96ст". 71 pav. 
b) Taisyklingosios prizmés türis randamas, remiantis formule: 
И =S Н. 


Kadangi pagrindas — taisyklingasis SeSiakampis, Кигіо plotas 
s 204 _ 3-4. 55 
came Q 


V =24.J3 -12 2 28843 ст". 
Atsakymas. a) 96 ст", b) 28843 cm“. 


-2443 cm", tai prizmės tūris 


8 pavyzdys. Pasvirosios prizmės šoninės briaunos ilgis 8cm, prizmės 
pagrindai yra penkiakampiai. Atstumai tarp jos šoninių briaunų lygūs 
3cm, 4cm, 5ст, 4ст, 3cm. Rasime prizmės šoninio paviršiaus plotą. 

Duota: 4,B, -3cm, B,C,=4cm, C,D,=5cm, D,E,=4cm, 
A,E,=3cm, AA, = ВВ, = СС, = DD, = EE, =8cm. 


688 


Rasti: S, . 

Sprendimas. 

Pasvirosios prizmės šoninio paviršiaus 
plotas lygus statmenojo pjūvio perimetro ir 
šoninės briaunos sandaugai. Kadangi pagal 
sąlygą duoti atstumai tarp šoninių briaunų, 
tai tie atstumai ir bus statmenys į briaunas. 
Vadinasi, 4,B,C,D,E, yra statmenasis 
prizmės pjūvis. В 72 pav. 

Rasime statmenojo pjūvio 4, B,C,D,E, perimetrą: 


P=A,B,+B,C,+C,D,+D,E,+A,E,=3+4+5+4+3=19cm. 


Vadinasi, šoninio paviršiaus plotas S,„=P-44,=19-8=152cm*. 


Atsakymas. 152 cm“. 


2.2.3. Gretasienis 
Bi 


Prizmė, kurios pagrindai lygiagretainiai, 
vadinama gretasieniu (73 pav.). 

Gretasienio savybės 

1. Gretasienio 
lygiagrečios ir lygios. 


priešingos sienos 


2. Gretasienio įstrižainės susikerta 
viename taške, kuris kiekvieną jų dalija 4 
pusiau. 

3. Gretasienio  įstrižainių susikirtimo 
taškas yra jo simetrijos centras. 

Gretasienis, kurio šoninės sienos 
statmenos pagrindams, vadinamas stačiuoju. 

Statusis gretasienis, kurio pagrindai 
stačiakampiai, vadinamas  stačiakampiu 
gretasieniu (74 pav.). Stačiakampio greta- 
sienio visos sienos stačiakampiai. 


Stačiakampio gretasienio savybės (74 pav.) 
1. Visos stačiakampio gretasienio įstrižainės yra lygios. 
2. Stačiakampio gretasienio kiekvienos įstrižainės kvadratas lygus jo 
matmenų kvadratų sumai: 
а =а +0? +с?, 
čia a, b, c – $1аќіакатріо gretasienio matmenys, d - įstrižainė. 


Stačiakampio gretasienio šoninio paviršiaus plotas 
Sion = 2(ac + bc). 

Stačiakampio gretasienio viso paviršiaus plotas 
$= Son +2S pagr = Xab* bc ac). 


S a 7a:b, - pagrindo plotas. 


pag 
Stačiakampio gretasienio tūris V =a-b-c. 


Stačiojo gretasienio šoninio paviršiaus plotas lygus pagrindo 
perimetro ir aukštinės sandaugai: 
Sia FPH, 


čia P — pagrindo perimetras, H — aukštinė. 


Stačiojo gretasienio viso paviršiaus plotas lygus šoninio paviršiaus 
ploto ir dvigubai pagrindų plotų sumai: 
9525. +25 мэт 


шиг? 


čia S,, — šoninio paviršiaus plotas, S „„„- pagrindo plotas. 


Stačiojo gretasienio tūris 
Kiekvieno gretasienio tūris lygus jo pagrindo ploto ir aukštinės 
sandaugai: 
И = 5 Н. 


1 pavyzdys. Stačiakampio gretasienio įstrižainė lygi 34 ст ir sudaro 
su pagrindo plokštuma 60? kampą, o trumpesnioji pagrindo kraštinė lygi 
8 cm. Rasime gretasienio pagrindo plotą (75 pav.). 


Duota: BD, =34 cm, ZDBD, = 60°, AD = 8 ст. 
Rasti: Spagr. 
Sprendimas. 
1. Iš stačiojo A DBD, randame BD: 
BD = BD, cos 60°, 
BD - 34 -VT cm. 
2. Iš stačiojo A BAD randame АВ: 
АВ? = Вр? - AD", АВ? =177 -87=225, AB =15 ст. 
3. Apskaičiuojame pagrindo plotą Spagr: 
РЕ x 22 2 
Spg = АВ:АР, Spog =15:8=120ст. 


Atsakymas. 120 cm“. 


2 pavyzdys. Stačiojo gretasienio (76 pav.) pagrindo kraštinės lygios 8 
cm ir 15 ст , kampas tarp jų 60°. Mažesniojo įstrižinio pjūvio plotas lygus 
130 cm?. Rasime gretasienio paviršiaus plotą. 

Duota: AD =8cm, АВ-15ст,2 A- 60°, 5 

Rasti: S. 

Sprendimas. 1. Randame pagrindo plotą: 


2 
ввдр = 130 ст. 


S е = AD- АВзїп 60°, 
43 : 
Spog -8:15-27--6042 ст. 


2. 15 AADB randame BD. 


1 büdas. Trikampiui ABD taikome 
kosinusų teoremą: 


BD? = AD? + AB? -2AD- ABcos A, 
arba BD? = 8 +152 - 2.8-15-cos60?, 


76 pav. 


BD? =64+225-2-8-15-1--169. Taigi BD = 13 cm. 
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2 būdas. Iš stačiojo A ADE randame: 2 


52W72 = 21e. 
DE = ADsinA, DE = АР -ѕіп60°, рь-8-33 443 ст. 
2 2. Iš A АВР, taikydami kosinusų 
AE - LAD, AE - 8-5 - cm teorema randame BD: 
BD? = AD! + AB! - 24D- АВсоѕ A. 
ZA ZB =180°, 
todėl Z A=1809- Z B, ty. 
Z А=180° — 135? = 45°. 


I$ A DEB randame BD: 


BD = ED? + EB), ВІ? -(A43) +112 =48+121=169, 
BD =13 ст. 


3. Randame gretasienio aukštinę H (H = DD): 


E Kadangi AD = BC 2342 cm , й — 
= BD. _ Ўввор .130. 

Segon = BD DD, DD, = BD ^ DD,- 3 -10 cm. АВ-7ст, соз45°= 7. „tai 77 рау. 

4. Randame pagrindo perimetra: 7 
(pon 2—9. Dole a ЭР 

P=2(AD+ АВ), Р-2(8-15)-46ст. BD? = (3/2) «P -2-342.7 z 725, BD =5cm. 
5. Kadangi 5, = P-h, tai 5,,-46:10-460ст”. 3. Kadangi AD,DB yra lygiašonis, nes < DBD, = X DD B = 45°, tai 
6. Randame gretasienio paviršiaus plotą: DD, = BD = 5cm. Vadinasi, H = 5 cm. 


= = 2 . . БҮР! + - 
S= Sson + 25 pagr? S 46042-6042 = 2003 sh 6У2)ст ° 4. Randame gretasienio šoninio paviršiaus plotą Sson: 


Atsakymas. 20(23 + 642)cm'. S,, = P.H, P=2(AD+ АВ), P = 20 + 342), 


| | | S, 2107 343) ст. 
3 pavyzdys. Stačiojo gretasienio (77 pav.) pagrindo kraštinės 7 cm ir | 


342 ст sudaro 135? kampa. Trumpesnioji gretasienio įstrižainė su S. Randame gretasienio paviršiaus plotą S: 
pagrindu sudaro 45* kampą. Rasime gretasienio paviršiaus plotą. $25, t 2 pg 97 10(7 + 342)« 2-21- 2(56 +1 542) ст. 
Duota: АВ = 7 ст, ВС = 342 ст, В =135°, ZDBD,-45*. Atsakymas. 25651548 ай. 
Rasti: S. 
Sprendimas. 4 pavyzdys. Stačiojo gretasienio (78pav.) pagrindo kraštinės 9 cm ir 10 
1. Randame pagrindo plotą S м: cm, o viena įstrižainė — 17 cm. Rasime gretasienio tūrį, jei jo paviršiaus 
: 1 4 ст. 
su = AB. BC sin B, plotas lygus 334 cm 
Duota: AB=10cm, AD=9cm, BD=17cm, S-334cm. 
$ 71:342 sin135? = 22 іп(180° – 45°) = 21V2 sin 45° = Rasti: V. 
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Sprendimas. 1. Randame gretasienio pagrindo plotą Spagr: 1 pavyzdys. Kubo ABCDA,B,C,D, briaunų, išeinančių iš viršūnės 
Spar = 25, дво" В, galai sujungti atkarpomis. Сашо trikampio АВС plotas lygus 
Trikampio ABD plotą rasime taikydami Herono formulę: 
S, agp = A P(p - a Kp -bKp-c), p=18, 
5 вр = = À18-8-9-1 = 4/1296 = 36. Tada 


» > 2 
S pogr 72:367 72cm , 


3243 ст?. Rasime kubo (80 pav.) paviršiaus plotą ir tūrį. 

Duota: 5 „зс -3243 ст. 

Rasti: 5,УИ. 

Sprendimas. 1. Randame kubo briau- 
ną. Sakykime, kad kubo briaunos ilgis yra 
acm. Trikampis AB,C yra lygiakraštis 
(АВ, = ВС = AC -kvadrato įstrižainės), 
todėl jo plotas 


2. Kadangi S= Syn 425, 
$,,7$-28,," Ly. Sion = 190 cm. 


3. Randame gretasienio aukštinę H. "T AC? .43 
S, = Р-Н, Р=2(АВ+ AD), Р-2(10-9)- 38 ст, + `° 
S 190 Iš stačiojo Л АВС, remiantis Pitagoro teorema, išreiškiame АС: 
Н == P „H=——=5cm. 2 2 2 21..52,.3 iki 
38 АС? = АВ? + ВС?, АС? =а?+а?, іа, AC-aX2. 
4. Randame gretasienio tūrį V: Įstatę į ploto formulę 
i Я -172.5- 3 2 2 2 
V =S H, V =72-5=360 cm. pade ж. 3 a =A 


Atsakymas. 360 ст. 


ЕА 
duotąjį plot: 3243, sudarome lygti а -3243. 
2.2.4. Kubas SINE yeti 2 


Kubas yra stačiakampis gretasienis, kurio kei 
visos briaunos lygios (79 pav.). 2. Randame kubo paviršiaus plotą S: 


S=6a* =6-87 =384 cm". 
3. Randame kubo tūrį V : 
V = a? = 8° = 512 cm". 
Atsakymas. 5 = 384 cm2, V = 512 ст. 


Išsprendę, gauname a = 8 cm. 


Visos kubo sienos yra kvadratai. 

Kubo šoninio paviršiaus plotas 
S son = 441, 

čia a — kubo briauna. 


Kubo viso paviršiaus plotas 


5 2 pavyzdys. Kubo įstrižainės ilgis 343 cm. Apskaičiuosime kubo 
S=S n +t2S pgr 9708. 


(81 pav.) paviršiaus plotą ir tūrį. 
Kubo tūris lygus briaunos kubui: V = a?. Duota: BD, =343 cm. 
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Rasti: S,V. 

Sprendimas. 1. Randame kubo briau- 
ną. Sakykime, kad kubo briaunos ilgis 
a cm . Kubas - tai stačiakampis gretasienis, 


todėl kubo įstrižainės kvadratas lygus jo 
matmenų kvadratų sumai, t.y. 


BD? = АВ? + BB? + ВС? = 
-a ca «q'z3al, iščia, BD, =av3. 
Išsprendę lygtį аЗ -345, gauname a =3cm. 
2. Randame kubo paviršiaus plotą S: 
S «6a! 26.3 = 54 cm". 
3. Randame kubo tūrį V : 
V = a° -3-27cm. 


Atsakymas. S = 54 cm2 , V = 27 cm". 


2.2.5. Piramidé 


Briaunainis, kurio viena siena yra 
bet koks daugiakampis, o kitos sienos — 
trikampiai, turintys bendrą viršūnę, 
vadinamas piramide (82 pav.). 

82 paveiksle pavaizduota piramidė 
SABCDE, kurios pagrindas — penkia- 
kampis ABCDE, 

šoninės sienos - 54В, SBC, SCD, 
SDE ir SEA; 

atkarpos 54, SB, SC, SD, SE - piramidės šoninės briaunos, 

taškas S — piramidės viršūnė, o 

SO - piramidės aukštinė. 


C 
82 pav. 
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Piramidės aukštinė — tai statmuo iš piramidės viršūnės į pagrindo 
plokštumą. 

Jei piramidės pagrindas yra trikampis, tai piramidė vadinama 
trikampe, jei keturkampis — keturkampe, jei penkiakampis - pen- 
kiakampe ir t.t. 

Piramidė vadinama taisyklingąja, jei 
jos pagrindas yra taisyklingasis dau- 
giakampis ir piramidės aukštinė eina per 
to daugiakampio centrą. 83 paveiksle 
pavaizduota taisyklingoji šešiakampė pi- 
ramidė SABCDEF, kurios aukštinė SO. 


Taisyklingosios piramidės šoninės 
sienos aukštinė, nuleista iš jos viršūnės, 
vadinama apotema. 83 pav. 


Apotema žymima raide A. 83 paveiksle pavaizduota taisyklingosios 
šešiakampės piramidės šoninės sienos SCD aukštinė SK уга jos 
apotema: h=SK, SK LCD. 

Taisyklingoji trikampė piramidė, kurios visos briaunos yra lygios 
vadinama tetraedru. 


e Piramidės paviršiaus plotas ir tūris 


Piramidės paviršiaus plotu vadinama visų jos sienų (t.y. pagrindo ir 
šoninių sienų) plotų suma, o šoninio paviršiaus plotu — jos šoninių sienų 
plotų suma: 

S=S,, +S pogr’ 
čia Sson — piramidės šoninio paviršiaus plotas, 
Spagr — piramidės pagrindo plotas. 

Taisyklingosios piramidės šoninio paviršiaus plotas lygus pagrindo 

perimetro ir apotemos sandaugos pusei: 


$,, = 5 Ph. 


Jei; — kampas, kurį sudaro šoninė siena su pagrindo plokštuma 
(83 pav.) (dvisienio kampo prie pagrindo didumas ZSKO-«q), tai 
šoninio paviršiaus plotas: 

5 


zz ҮР”: 
cosg ` 


Son 


Taisyklingosios piramidės paviršiaus plotas lygus šoninio 

paviršiaus ploto ir pagrindo ploto sumai: 
S=S,, +S pa 

Jei piramidės šoninės sienos su 
pagrindo plokštuma sudaro vieną ir tą patį 
kampą ф arba visų šoninių sienų apotemų 
ilgiai lygūs, tai tokiai piramidei tinka visos 
taisyklingajai piramidei užrašytos formulės. 


Šios piramidės viršūnės S statmenoji 
projekcija į pagrindą yra taškas O, kuris yra 
į pagrindą įbrėžto apskritimo centras, r — į 
pagrindą įbrėžto apskritimo spindulys 
(r =OK ) (84 pav.). 


Jei piramidės visos briaunos su 5 
pagrindo plokštuma sudaro vieną ir tą patį 
kampą a arba visos šoninės briaunos yra 
lygios, tai tokios piramidės viršūnės S 
statmenoji projekcija į pagrindą yra taškas 
O, kuris yra apie pagrindą apibrėžto A С 
apskritimo centras. А — apie pagrindą A 222 
apibrėžto apskritimą spindulys 

(R = AO = BO = CO) (85 pav.). B 
Piramidés türis lygus jos pagrindo 


ploto ir aukštinės Н sandaugos trečdaliui: 


1 


V = 5р H. 


1 pavyzdys. Piramidės pagrindas уга kvadratas, kurio kraštinė 20 ст. 
Piramidės aukštinė lygi 21 cm ir eina per vieną iš pagrindo viršūnių. 
Rasime piramidės (86 pav.) paviršiaus plotą. 

Duota: DE=2lcm, AB= BC = AD=CD =20cm. 

Rasti: S. E 

Sprendimas. 


1. Randame AADE іг AEDC 
plotus. Kadangi A ADE =A EDC, tai 
ç _ AD. ED E 
AEDC Л > > 20 


4 В 
20-21 20 
Sape =——=210cm'. 


S 


AADE T 


86 pav. 
2. Iš stačiojo A ADE randame AE (AE = ЕС): 


АЕ? = Ар?  DE', AE? 220 «21 =841, АЕ-29ст. 


3. Įrodysime, kad A AEB yra statusis naudodamiesi trijų statmenų 
teorema: jei tiesė, išvesta plokštumoje, statmena pasvirosios projekcijai 
toje plokštumoje, tai ji statmena pačiai pasvirajai. 

Kadangi 4841 AD, o AD yra pasvirosios AE projekcija, tai 
AB 1 AE. 

Vadinasi, A AEB yra statusis. 

Analogiškai galima įrodyti, kad AECB yra statusis. 


4. Randame A AEB ir A ECB plotus: 
Kadangi AAEB = AECB, tai 


EA- AB 29-20 
S, дев = ЭлЕСВ = 2 ^ S, лев = — = 290 ст". 


5. Randame piramidės pagrindo plotą Spagr: 
56-43, ty. S pogr = 20° = 400 cm?. 


pag! 


6. Randame piramidės paviršiaus plotą S: 


693 


S = S, ape + Sagpc + Sa дев + Saros * S pagr* 


$2210-- 210 + 290 + 290 + 400 = 1400 cm? = 14 dm? 
Atsakymas. 14 атг. 


2 pavyzdys. Rasime taisyklingosios keturkampés piramidés (87 pav.) 
šoninio paviršiaus plotą, kai pagrindo kraštinė lygi 4 cm, o įstrižinis pjūvis 
lygiaplotis su pagrindu. 

Duota: АВ = BC = Ар = Ср = 4ст, S,,,,7 Sagne = S pagr: 

Rasti: 5,,„. 


Sprendimas. 1. Iš А АВС randame 
pagrindo įstrižainę AC: 
AC? = 2АВ?, 
AC! =2.4°%, AC = A2 ст. 
2. Randame pagrindo plotą S... ` 


Se = АВ?, 5. -16ст. 


pagr 


3. Randame piramidės aukštinę EO: 
5 _ AC: EO 


25, BDE 
ae = a  EO=—C 


4. Iš stačiojo A EOF randame šoninės sienos aukštinę — apotema EF: 
EF! = EO! ОР". 


Kadangi OF - АВ, ty. OF -2 cm, tai 
EF! = (4.2) +22 236, EF = h, =6 cm. 
5. Randame šoninio paviršiaus plotą S,, : 
S =P ho 5,,=1-16:6=48ст? 
Atsakymas. 48 cm“. 
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3 pavyzdys. Piramidės pagrindas — lygiašonis trikampis, kurio 
kraštinės yra 40 cm, 25 cm ir 25 cm. Piramidės aukštinė lygi 8 cm ir eina 
per pagrindo viršūnę, esančią prieš ilgiausią kraštinę. Apskaičiuosime 
piramidės (88 pav.) paviršiaus plotą. 

Duota: AB = BC = 25 ст, AB=40cm, CD = 8 cm. 

Rasti: S. 

Sprendimas. 1. Randame ^ BCD 
ir ^ ACD plotus. Kadangi 


А BCD = ^ ACD, tai C 
BC .CD 
Sasco = Sascp = шин 5 
25.8 
Sasco 57-р =100 em". 88 pav. 


2.15 stačiojo А СЕВ randame CE (CE 1 AB): 

СЕ? = BC? - BE', СЕ? = 25! – 20° = 225, CE - 15cm. 
3. Iš stačiojo A DCE randame DE: 

DE! = CE! + СР?, 
4. Randame A АВС plota: 


Siam = ACE S aie ыз = 300 ст. 


DE? =15°+8° =289, РЕ =17ст. 


5. Randame A ABD plotą: 


sa = 28-ГЕ, s, = T = 340cm. 


6. Randame piramidės paviršiaus plotą S: 
S=2S scp + Saso + Sanos 5 = 2-100+300+340 = 840 cm". 
Atsakymas. 840 cm“. 


4 pavyzdys. Piramidės pagrindas — trikampis, kurio kraštinės lygios 
13 ст, 14 ст ir 15 cm. Visi dvisieniai kampai prie pagrindo lygūs po 30°. 
Apskaičiuosime piramidės (89 pav.): 

a) paviršiaus plotą, b) tūrį. 


Duota: AB =13 ст, BC =14cm, AC =15 ст, ZDKO = 30°. 
Rasti: a) S, b) V. 


Sprendimas.l. Randame piramidės 
pagrindo plotą Spagr: 


5,” = VPP - aKp-bYp-c), p=21, 
S, -421021-13)(21-14)01-15) = 


-421-8-7-6 =84 cm". 


2. Randame OK. 
Kadangi visi dvisieniai kampai prie 
pagrindo lygūs, tai piramidės viršūnės D 


K 
statmenoji projekcija į pagrindą yra B F 
taškas O, kuris yra į pagrindą įbrėžto 89 pav. 
apskritimo centras (OK = r). 
S 
Kadangi Spg = per, tai r= T5 Ly. к= -Aem 


3. Iš stačiojo ADKO randame piramidės aukštinę OD: 


OD-OK-tgZDKO, OD = 41930? = d ст. 


4. Iš stačiojo ADKO randame piramidės šoninės sienos aukštinę DK 


(visos šoninių sienų apotemos lygios). 


OK 4 


= ы „4:2 
DK e S Ко” шан cos30° ./3 


353 om. 
3 
5. Randame piramidės paviršiaus plotą S: 
5 = S agp un 
Sodio E -21 8B - 565 ст, 


5 = 84+ 5643 = 28(3 + 243 )cm?. 


6. Randame piramidės tūrį V: 
1 


даг 


1 44311243, 
Spp H, Бэр 8t a 


3 m. 


11243, 


Atsakymas. a) 28( + 243)cm? , b) on. 
5 pavyzdys. Trikampės piramidės (90 pav.) dvisieniai kampai prie 
pagrindo kraštinių lygūs. Pagrindo kraštinės lygios 7 cm, 8 cm ir 9 cm, 
piramidės tūris — 40 cm". Rasime piramidės šoninio paviršiaus plotą. 
Duota: 48 = 7ст, BC =8cm, AC =9cm, V = 40 cm". 
Rasti: Sson. 
Sprendimas. 1. Randame piramidės 
pagrindo plotą Spagr: 


Spg = Jp(p-a)(p-b)(p-c), p=12, 


C 
S, = 41202- 7012-8)02-9) = 
pr (12-7)(12-8)( А Z 
-412-5-4-3-1245 cm". B 
90 pav. 


2. Randame OE. 


Kadangi dvisieniai kampai prie pagrindo kraštinių yra lygūs, tai OE 
yra į trikampį АВС įbrėžto apskritimo spindulys r. Kadangi 


: 5 1245 
=p- =P = ——= 
S agn -p:r, tai r ВЭ ty. r 12 45 ст. 


3. Randame piramidės aukštinę Л: 


V=LS pH, 
H=, EEL on 
Ме 1245 


4.15 stačiojo A DOE randame šoninės sienos apotemą h, ( DE = h, ): 
DE! = рО? +ОЕ?, DE'-(Ms) +(V5) =25, DE = 5 cm. 
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5. Randame piramidės šoninio paviršiaus plotą Sson: 
Son =P ha “S, =12:5 = 60 ст. 


Atsakymas. 60 cm“. 


6 pavyzdys. Piramidės pagrindas yra rombas, kurio kraštinė lygi 
15 cm. Piramidės šoninio paviršiaus plotas lygus 3 dm, jos šoninės sienos 
su pagrindo plokštuma sudaro 45? kampus. Apskaičiuosime piramidės 
(91 pav.) tūrį. 

Duota: AB- BC =CD= AD=15cm, 5,,-34т, ZEFO = 45°. 

Rasti: V. 

Sprendimas. 

1. Randame šoninės sienos apotemą hs: 

Sion = ph, p=30cm, 


m p'* 30 
2. I$ stačiojo A EFO randame pira- 


midės aukštinę EO: 


EO = EF sin 45*, EO = 10-22. = SVZ ст, 


3. Randame FO. 

Kadangi AEFO yra lygiašonis ( ZEFO = ZFEO = 45? ), 
tai FO = EO = 5/2 cm. 

4. Randame piramidės pagrindo plotą Spagr- 


Kadangi šoninės sienos su pagrindo plokštuma sudaro lygius kampus, 
tai FO yra į pagrindą įbrėžto apskritimo spindulys r. 


= гар. La 2 
Spog =P T, 8, 30:542 2150/2 ст. 
5. Randame piramidės tūrį V: 


le E V = 1-15042 542 = 500 cm’ = 0,5 dm). 


И = 


Atsakymas. 0,5 ат”. 
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7 pavyzdys. Piramidés pagrindas yra trikampis, kurio dvi 6 cm ir 
10 cm ilgio kraštinės sudaro 120° kampą. Kiekviena šoninė briauna su 
pagrindo plokštuma sudaro 60° kampą. Apskaičiuosime piramidės 
(92 pav.) tūrį. 

Duota: AB = бст, BC =10 cm, ZABC = 120°, D 
ZDAO = Z DBO = Z DCO = 60°. 

Rasti: V. 

Sprendimas. 

1. I5. AABC , taikydami kosinusų A 
teoremą, randame pagrindo kraštinę AC: G 

АС? = АВ? + BC? -2AB-BCcosB, 9 {0 


cos В = cos120? = соѕ(180° — 60°) = — cos 60°, В 
АС? = 6 +10? +2-6-10cos60 = 

-36 100 +2-6-10--- - 196, 4 
AC =14 ст. 
2. Randame piramidės pagrindo plotą Spagr: B 


1 : 
Sos =y4B: BCsin B, 92 pav. 


sin B =sin120° = sin(180? — 60?) = sin 60°, 


8 = 1.6. 10-sin60°= 16-10-25 = 1543 om. 


pagr 


3. Randame BO. 

Kadangi piramidės briaunos su pagrindo plokštuma sudaro lygius 
kampus, tai atkarpa BO yra apie trikampį apibrėžto apskritimo spindulys 
R. Spindulį R randame iš formulės: 


abc 610.14. 1443 
К-22) R= =— 

4S 44553 3 
4. Iš stačiojo A DBO randame piramidės aukštinę DO: 


1443-43 _ 
3 


DO = BO-tg60°, DO = 14 ст 


5. Randame piramidės i F: 


=ç s m 
V =3Spg Н, V=3-15V3-14= 7043 cm. 


Atsakymas. 7045 ст. 


8 pavyzdys. Taisyklingosios šešiakampės piramidės (93 pav.) šoninio 
paviršiaus plotas lygus 3043 cm?, pagrindo kraštinė — 243 cm. Rasime 
piramidės: 

a) aukštinę, b) tūrį. 

Duota: АВ = BC = CD = DE = EF = FA = 243 ст, $,,, 23043 ст. 

Rasti: a) SO, b) V. S 

Sprendimas. 


1. Randame šoninės sienos apotema As: 


S = LP. h, P= 1243, 
25 2-3043 
h =—*, h,= -5ст. 
s P ls 1243 йг р 
2. Randame piramidés pagrindo B C 
plotą Spagr Е Е 
СЭН" За143 
ов 27 3 Р 
MEO KN 
2 B e 
3. Randame OK (OK - | taisyklingaji 93 pav. 
šešiakampį įbrėžto apskritimo spindulys 
OK = ғ). Kadangi 
5 1843 
S -pr, tài г--25-1у r=— = -3cm 
pogr D. y 643 


4.15 stačiojo A KOS randame piramidės aukštinę OS: 


OS!-SK'-KO! 08-5-3-16, OS = 4 cm. 


5. Randame piramidės tūrį V: 
"I 2, PE з 
У=з$ H, Ре 1843 -4 = 2443 ст. 


Atsakymas. a) 4 ст, b) 2443 ст. 


2.2.6. Nupjautiné piramidé 


Jei piramidę perkirsime plokštuma, 
lygiagrečia pagrindo plokštumai, tai 
gausime du briaunainius. Vienas jų yra 
piramidė, o kitas — nupjautinė piramidė. Bi Di 
Piramidés dalis, esanti tarp jos pagrindo 
ir plokštumos, kertančios piramidę ir 
lygiagrečios pagrindo plokštumai, va- B D 
dinama nupjautine piramide. 


94 paveiksle pavaizduota trikampė Bá рау. С. 
nupjautinė piramidė BCDB,C D). рау. 


Jos pagrindai уга BCD ir В,С10), šoninės sienos — B,C,CB, C,D,DC, 
B,D,DC, aukštinė — atkarpa OO). Nupjautinės piramidės šoninės sienos 
yra trapecijos. 

Kadangi panašių trikampių plotų santykis lygus panašumo koeficiento 
k kvadratui, tai nupjautinės trikampės piramidės BCDB,C,D, pagrindų 
BCD ir BIC ID, (piramidžių ABCD ir AB,C,D, pagrindų) plotai S ir Sı 
susiję lygybe: 

_ BC CD BD 40 
$z KPS, čia k= BC. Čh“ BD“ 20, 
Piramidžių ABCD ir АВС tūriai V ir V, susiję lygybe: 
И = Юу. 

Nupjautinés piramidės BCDB,C,D, tūris Им, su piramidės AB,CiD, 
türiu susije lygybe: 

-(e - v. 


em 
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Nupjautinės piramidės BCDB,C,D, ir piramidės ABCD tūrius V, ir 
V sieja lygybė: 
0-1 


A pd 


e Taisyklingoji nupjautiné piramidė 


Nupjautinė piramidė, kuri gaunama 
taisyklingąją piramidę perkirtus pagrindui 
lygiagrečia plokštuma, vadinama taisy- 
klingąja nupjautine piramide. 


Taisyklingosios  nupjautinés pira- 
midés pagrindai уга  taisyklingieji 
daugiakampiai, o šoninės sienos - 
lygiašonės trapecijos. Šoninės sienos 
(lygiašonės trapecijos) aukštinė vadinama 
apotema (žymima Л). 


95 paveiksle pavaizduotos nupjautinės piramidės ABCDA,B,C,D, 
šoninės sienos DD,C,C aukštinė yra atkarpa EE, Ši atkarpa yra 
nupjautinės piramidės apotema: л = ЕЕ. 


Taisyklingosios nupjautinės piramidės šoninio paviršiaus plotas 
S. = (p + B)A, 


čia h — apotema, P, ir P; — pagrindų perimetrai; 
251-5, 


°  cosQ ° 


čia S, — apatinio pagrindo plotas, S, — viršutinio pagrindo plotas, 
ф - kampas, kurį sudaro šoninė siena su pagrindo plokštuma (dvisienio 
kampo prie pagrindo didumas). 


Nupjautinės piramidės paviršiaus plotas lygus šoninio paviršiaus ir 
pagrindų plotų sumai: 
5-5 


Зоп 


+S +S,, Cia S,,S,- pagrindų plotai. 
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Nupjautinës piramidës türis 
l 
V= зні 45155.) 


čia H — nupjautinės piramidės aukštinė. 


1 pavyzdys. Taisyklingosios nupjautinės keturkampės piramidės 
(96 pav.) kraštinės lygios 2 dm ir 8 dm, o aukštinė — 4 dm. Apskaičiuosime 
piramidės paviršiaus plotą. 
Duota: AB, =2 dm, АВ = 8 dm, OO, = Adm. 
Rasti: S. 
Sprendimas. 1. Randame piramidés 
pagrindų plotus S; ir 5: 
S = AB, S,- 8 = 64 dm°, 
S,=2*= Adm. 
2. Randame $опїпё$ sienos aukštinç 
EE, (h;). Kadangi 
ЕЕ = ОО = 4 ат ir EF = EO- EO, 
о EO-4dm, EO, =1ат, EF =3 ат, 
tai iš A EFE, randame ЕЕ, : 
ЕЕ} = ЕЕ? + ЕЕ}, 
EE] =3 +4? = 25, EE, = 5 dm. Е F О 
96 рау. 


3. Randame šoninio paviršiaus plotą Sion. 
Kadangi P - 4. AB, o Р, =4- AB, tai 
Ą=32dm, P,=8dm ir S,„=3(8+32)-5=100 dm. 


4. Randame nupjautinės piramidės paviršiaus plotą S: 
S-S,,*S S, S=100+64+4=168 dm’. 


Atsakymas. 168 dm“. 


2 pavyzdys. Nupjautinés piramidés pagrindai yra taisyklingieji 
trikampiai, kurių kraštinės lygios 5 cm ir 3 ст. Viena šoninė briauna 
statmena pagrindo plokštumai ir lygi 1 ст. Apskaičiuokite nupjautinės 
piramidės (97 pav.): | с, 

a) šoninio paviršiaus plo 

Had : ui А, B 

Duota: AC = 5 ст, AC, = 3 cm, CC, = 1 cm. 

Rasti: a) Sion, b) V. 


Sprendimas. 


D B 
1. Randame šoninių sienų ACC,4; ir 4 E 
BB,C,C plotus. Šios šoninės sienos уга y 3 C 
stačiosios trapecijos, jų plotai — lygūs. У ! 
AC + АС, 
ACGA 7 2 CG, ! 
5+3 с 3 4 5 C 
Sacca, 2 dede 97 pav. 


2. Randame pagrindų aukštines CE іг СЕ. Kadangi Л АВС yra 
lygiakraštis, tai 


АЕ-4-4В-25ст 
Iš stačiojo A AEB randame CE: 


CE! = AC - AE, СЕ-8-25-32, СЕ- $5 
Kadangi A А,В,С, yra lygiakraštis, tai 
AE, = 3: АВ, =15ст. 
Iš stačiojo A АЕС, , taikydami Pitagoro teorema, randame СЕ: 
GE RAC AE, CE = 3 -(2) =27, сЕ = эз 


3. Randame šoninės sienos 44,B,B aukštinę EEj. 
Kadangi CC, = EF =1ст ir ЕЕ = СЕ СЕ, tai 


FE = 43 cm. 
Iš stačiojo AE,FE randame EE, (98 pav.): 
ЕЕ? = ЕЕ} + ЕЕ?, 


ЕЕ2-124(/3) =4, EE, -2cm. 


4. Randame šoninės sienos 44,B,B plotą 5: 


B+ AB 
АВ+ 33. 8 ст. 


5 авв = m pum ЕЕ, T 


Ci E 


98 pav. 


5. Randame nupjautinės piramidės šoninio paviršiaus plotą Sson: 


8,525 ea + Š 


ACGA ААВВ? 
6. Randame pagrindų plotus S; їг 5: 
= a: £5. 2543 2 
5-5Г- S= ar, 
а. 3 y EC 
S, = 4^ S, ын 4 - Ec uA ст. 


7. Randame nupjautinés piramidės tūrį V: 


y HG +S, 8/5.) 


4 4 4-4 


Atsakymas. a) 16 cm", b) —— 23 ст. 


T D. 943 , [25457 EM] 
e. 


$,,72:4*8-16cm'. 


4943 3 
—4 m. 


3 pavyzdys. Nupjautinés piramidės tūris 76 cm, aukštinė бст, o 


Duota: V = 76 ст", S, -18cm^, H = бст. 
Rasti: S). 


vieno pagrindo plotas 18 ст”. Rasime kito pagrindo plotą. 


Sprendimas. | nupjautinės piramidės tūrio formulę 


y -in(s +5, + S.5;). 
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istate 5, 218, H —6 ir V =76, gauname iracionaliaja lygtį, kurioje 
nežinomasis уга 55: 
4:608-5, + JIBS,)= 76, arba 1845, 4,188, -38, ty. 
4185, = 20- S,. (1) 
Pastebékime, kad plotas S; turi tenkinti dvigubą nelygybę 0 < S, < 20. 
(1) lygties abi puses pakėlę kvadratu (/ 185, li -020-5,У, gauname lygtį 
185, = 400—405, +52, Ly. 52 —58S, +400=0. 
Išsprendę šią kvadratinę lygtį, randame, kad 5, =8 ст? (šaknis 
S, =50 ст? netinka, nes 0 < S, « 20). 
Atsakymas. 8 ст! 
4 pavyzdys. Nupjautinés piramidės pagrindų plotai 245 ст? ir 80 cm, 
o visa piramidės aukštinė lygi 35 cm. Apskaičiuokite nupjautinės 
piramidės (99 pav.) tūrį. 
Duota: $, =245ст!, S, =80ст?, SO = 35 cm. S 
Rasti: Ишу. 


Sprendimas. 1 būdas. Pažymime 
SO, = х. Tada OO, =35- х. 


ЖЕ ins +5,+/$-8,), ty. 


1 
V os =з 65-х)045+80+ 480-245)- А 


-155(35-х). В С 
Kadangi V, =V – й 
(V — visos piramidės tūris, o V, — viršutinės piramidės tūris) ir 


15.50, o V,-ls,.sO, tai 


pas 73 
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пир} | 


Кы 35:50-18:50, ty. 


V -104535-1-80r 


mpj 3 


..8575- 80x 
T 


Taigi V, -1555-x) ir y, =2575—80х. 


пир — 3 
Sulyginę šių dviejų lygybiu dešines puses, gauname lygtį 
KB 155555); 


kurią išsprendę, randame, kad x = 20 cm. 
Vadinasi, И, = 155(35 — 20) = 2325 cm". 


пир 

2 büdas. 

1. Kadangi panašių figūrų plotų santykis lygus panašumo koeficiento 
kvadratui, tai nupjautinės piramidės plotai Š, ir S; susiję lygybe S, = pgs, 
Randame panašumo koeficientą 

K 5, > 245 49 7 


exa K =m i gai 
2. Kadangi piramidės aukštinė SO = 35 cm, o panašumo koeficientas 
k= it k= tai galima sužinoti aukštinės SO, ilgį: 

4 50, 


4-3 


50,= 25 = 20 em. 


3. Randame viršutinės piramidės tūrį Vj: 


=S: SO, Ą=2-80-20- 1690 от" 


4. Randame nupjautinės piramidės tūrį И: 
3 
V =(?-1)-И, V 48 араа. 2325 ст. 


nupj nupj 4 


Atsakymas. 2325 ст. 


2.2.7. Taisyklingieji briaunainiai 


Taisyklinguoju briaunainiu vadinamas iskilasis briaunainis, kurio 
visos sienos yra lygūs taisyklingieji daugiakampiai ir į kiekvieną jo viršūnę 
sueina tiek pat briaunų. 


Taisyklingasis tetraedras sudarytas iš keturių lygiakraščių trikampių. 
Kiekviena jo viršūnė yra trijų trikampių viršūnė, o prie kiekvienos viršūnės 
esančių plokščiųjų kampų suma lygi 180? (100 pav.). 


(D A 


100 pav. Išklotinė 


Taisyklingasis oktaedras sudarytas iš aštuonių lygiakraščių trikam- 
piu. Kiekviena oktaedro viršūnė yra keturių trikampių viršūnė, o prie 
kiekvienos viršūnės esančių plokščiųjų kampų suma lygi 240? (101 pav.). 


5 2% 


Išklotinė 
Taisyklingasis ikosaedras sudarytas iš dvidešimt lygiakraščių 
trikampių. Kiekviena jo viršūnė yra penkių trikampių viršūnė, o prie 
kiekvienos viršūnės esančių plokščiųjų kampų suma lygi 300? (102 pav.). 


101 pav. 


ДА 


Kubas sudarytas iš šešių kvadratų. Kiekviena jo viršūnė yra trijų 
kvadratų viršūnė, o prie kiekvienos viršūnės esančių plokščiųjų kampų 


suma lygi 270? (103 pav.). 
Išklotinė 


103 pav. 
Taisyklingasis dodekaedras sudarytas iš dvylikos taisyklingųjų 
penkiakampių. Kiekviena jo viršūnė yra trijų taisyklingųjų penkiakampių 
viršūnė, o prie kiekvienos viršūnės esančių plokščiųjų kampų suma 


lygi 324? (104 pav.). 
104 pav. Išklotinė 


Be čia išvardytų penkių taisyklingųjų briaunainių rūšių, kitų 
taisyklingųjų briaunainių negali būti. 
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2.3. SUKINIAI 
2.3.1. Ritinys 


Erdviniai künai, kuriuos gauname sukdami 
plokštumos figūrą apie pasirinktą tiesę, 
vadinami sukiniais. Pasirinktoji tiesė, apie kurią 
sukame plokštumos figūrą, vadiname sukimosi 
ašimi. 

Kūnas, gautas stačiakampį sukant apie ašį, 
kurioje yra jo kraštinė, vadinamas ritiniu. 

Cilindrinis paviršius vadinamas ritinio 
šoniniu paviršiumi, o skrituliai — ritinio 
pagrindais. Pagrindo spindulys vadinamas 
ritinio spinduliu. Atkarpa АА, statmena 
pagrindams ir jungianti du pagrindų taškus A ir 
A, vadinama ritinio sudaromaja (105 pav.). 
Ritinio visos sudaromosios lygiagrečios ir 
lygios. Kraštinė ОО, , аре kurią sukame, 


vadiname ritinio aukštine. Tiesė OO; vadinama 
ritinio ašimi. 

Ritinio ašinis pjūvis gaunamas ritinį 
perkirtus plokštuma, einančia per ritinio ašį. 
Ašinis pjūvis yra stačiakampis, kurio dvi 
kraštinės — ritinio sudaromosios, o kitos dvi — 
ritinio pagrindų skersmenys (106 pav.). 

Ašinio pjūvio plotas apskaičiuo- 
jamas pagal formulę: 

Sz2RH, 

čia R — pagrindo spindulys, H — aukštinė. 

Pjüvis, gautas ritinį perkirtus plokštu- 
ma (kertamoji plokštuma), statmena ritinio 
ašiai, yra skritulys (107 pav.). Jo plotas 

5-8. 
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Ritinio ašiai statmena kertamoji plokštuma y nuo nagrinėjamo ritinio 
nukerta kūną, kuris taip pat yra ritinys. To ritinio pagrindai yra du 
skrituliai, kurių vienas yra nagrinėjamasis pjūvis. 

@ Ritinio paviršiaus plotas ir tūris 


Ritinio (108 pav.), kurio aukštinė Н ir spindulys R šoninio paviršiaus 
išklotinė pavaizduota 109 paveiksle. 


Ec. Б Bı 
e PTS, 
H H 
R 
2 4 218 4 
А 


108 рау. 109 рау. 


Matome, kad šoninio paviršiaus išklotinė yra stačiakampis 4BB,4;, 
kurio ilgis 2xA, o plotis H. Šio stačiakampio plotas lygus 2xRH. 


Ritinio šoninio paviršiaus plotu laikomas jo šoninio paviršiaus 
išklotinės plotas. 


Ritinio šoninio paviršiaus plotą galima apskaičiuoti pagal formulę 
$ ,, = 2nRH. 


“don 


Visą ritinio paviršių sudaro 
jo šoninis paviršius ir du pa- 
grindai — lygūs skrituliai. 110 pa- 
veiksle pavaizduota visa ritinio 
išklotinė. 

Ritinio paviršiaus plotu 
laikomas jo išklotinės plotas, t.y. 
stačiakampio ir dviejų skritulių 
plotų suma, t.y. 

5. = 5, +25, 110 рау. 


Kadangi stačiakampio plotas lygus 2xRH , o skritulio plotas zR2 , tai 
ritinio paviršiaus plotą galima skaičiuoti taip: 
S, ,=2nRH+21R', arba S, = 2nR(H + R). 
Ritinio tūris lygus pagrindo ploto ir aukštinės sandaugai: 
И = 5: Н arba V -zR'H. 


1 pavyzdys. Ritinio ašiai lygiagreti plokštuma nuo pagrindo apskritimo 
atkerta 120? lanką. Ritinio ašis lygi 14 cm, jos atstumas nuo kertančios 
plokštumos — 6 cm. Apskaičiuokite: 

a) pjūvio plotą, 

b) ritinio paviršiaus plotą. 

Duota: UAB = 120°, OO, =14cm, ОС = 6 cm. 

Rasti: a) $удуо, b) S. 

Sprendimas (111 pav.). 

1. Randame Катра АОВ. 

Kampas AOB yra centrinis kampas ir 
lygus lanko, į kurį remiasi didumui, t.y. 

ZAOB = ХАВ -120*. 

2. Randame stygą АВ (112 pav.). 
AAOB yra lygiašonis, todėl atkarpa OC 
yra ir jo aukštinė, ir pusiaukampinė, ir 
pusiaukraštinė. 

Vadinasi, ZAOC = 60°, o AB = 24C. 

Iš stačiojo AACO randame AC: 

AC = ОС -tg АОС, 
АС = 6: tg60° = 643 cm. 4 

Vadinasi, АВ= 2.643 212453 cm. 

3. Randame pjūvio 44,B,B plotą 5а. 

Pjüvis 44,B,B yra stačiakampis, todėl jo plotas 5а = AA, - AB. 


> 


120? 
112 pav. 


Kadangi АА = ОО, tai Spio 14-1243 -16843 ст. 
4. Iš stačiojo A ACO randame ritinio pagrindo spindulį OA: 


ИШ» _ 6 д 
eiua cube 


n= 


5. Randame ritinio paviršiaus plotą S: 
S-2nR(R-H) 5=2л:12(12+14)= 624 cm". 
Atsakymas. a) 16843 cm? , b) 624 ст". 


2 pavyzdys. Ritinio (113 pav.) paviršiaus plotas lygus 105r ст”, o 
šoninio paviršiaus plotas — 80x cm. Apskaičiuosime: 

a) ritinio tūrį, 

b) ašinio pjūvio plotą. 

Duota: 5 = 1052 ст", Syon = 802 cm“. 

Rasti: a) V, b) 5. 

Sprendimas. 

1. Randame ritinio pagrindo spindulį R. 

Iš ritinio paviršiaus ploto formulės 


А, 
113 рау. 


$25, +25, ШЕШ S. = Sen, randame, kad 


pagr 2 


er. 2- 1051 – 80x .25n 
pagr 2 27 


Kadangi ritinio pagrindo plotas $ = x", tai 


| Sra 251 5 542 
sa-i = Jag =— =— 
R А R 2 з 2 ст. 


2. Randame ritinio aukštinę H. Kadangi šoninio paviršiaus plotas 
apskaičiuojamas pagal formulę 


d S 
S, „= 2nRH, tai Н = >06, ty. 
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801 р 16 
L ЭМ үс ӨМ", sp 
EON 


3. Randame ritinio tūrį V: 
V2zRSH, V-m (s). :847 2100427 ст. 


4. Randame ašinio pjūvio "= d 


5,328-Н, Sy -2-252 52 - 80 cm". 


D 
Atsakymas. а) 100-/2л ст? , b) 80 ст”. 


3 pavyzdys. Ritinio (114 pav.) aukštinė 10 cm ilgesnė už pagrindo 
spindulį, o paviršiaus plotas lygus 144x cm?. Apskaičiuokite: 

a) ašinio pjūvio plotą, 

b) tūrį. 

Duota: 5-144лст", H = R+10. 

Rasti: a) Spj, b) V. 

Sprendimas. 

1. Randame pagrindo spindulį R ir ritinio 
aukštinę Н. Kadangi ritinio paviršiaus plotas y 
apskaičiuojamas pagal formulę "114 pav. 

S=2nR(R+ Н), tai, įstatę 5-144л, gauname 
1441 =2nR(R+ Н), arba R(R+ H)= 72. 

Kadangi H = R+10, tai R(2R+10)=72. Išsprendę šią lygtį, ran- 
dame, kad R=4cm (К--10 netinka). Vadinasi, H —4 + 10 = 14 cm. 

2. Randame ašinio pjūvio plotą: 

S, -2RH, $,-2-4.14-lI2cm*. 


3. Randame ritinio tūrį: 
V -nRH, V 91.4 = 2242 em. 
Atsakymas. a) 112 cm? , b) 224n ст". 
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4 pavyzdys. Stačiakampis, kurio viena kraštinė 2 dm ilgesnė už kita, o 
plotas lygus 24 ат”, sukamas apie ilgesniąją kraštinę. Apskaičiuosime 
gauto sukinio (115 pav.): 

a) paviršiaus plotą, b) tūrį. 


Duota: 44 - AO =2 dm, S coa = 24 dm’. 
Rasti: a) S, b) V. 
Sprendimas. 
1. Randame stačiakampio kraštines. 
Sakykime, kad 40 =x. Tada AA, =x+2. 115 pav. 


Kadangi 5 = АД. AO, tai (x+2)x=24. Išsprendę šią lygtį, gauname 
x=4 (x=—6 netinka). Vadinasi, 40-44т, о АА - 6 dm. 
2. Randame sukinio paviršiaus plotą 5: 
S-AnR(R«H), К-40-44т, 
Н = АА -6dm,  S=2n-4-(4+6)= 801 dm". 
3. Randame ritinio tūrį V: 
V=1AR'-H, V =n-47-6=96n dm". 
Atsakymas. a) 80x dm? , b) 961 ат. 


5 pavyzdys. Stačiakampio formos skardos lapas, kurio ilgis 8 dm, о 
plotis 4 dm, sulenkiamas | ritinį. Rasime ritinio šoninio paviršiaus plotą ir 
tūrį, kai ritinio aukštis lygus 8 dm. 

Duota: 44, = Н -84т, AB=4dm. А В, 

Rasti: S 

eia 1. Randame ritinio spin- 
dulj. Kadangi stačiakampis (116 pav.) 
sulenkiamas į ritinį (117 pav.), tai 4 B 
apskritimo ilgis C lygus stačiakampio 4 
pločiui, t.y. 4dm. Kadangi C=2xR, ta Hepe Эрэ 
ritinio pagrindo spindulio ilgi randame 15 lygybés: 


šon ° 


218-4, iš čia, к=2 dm. 


2. Randame ritinio šoninio paviršiaus plotą S: 
S=24RH -21-2-8-324. 


3. Randame ritinio tūrį V : 


2 
И=л.н (2) .8= 22 dm’. 
л л 
2 32 15 
Atsakymas. S = 32 dm° „V = 32 dm 


6 pavyzdys. Apvalios varinės 2 тт storio vielos ritinio masė 
3,52 kg. Koks vielos ilgis metrais, jei vario vieno kubinio decimetro masė 
88 kg ? Atsakymą pateikite metro dešimtųjų dalių tikslumu. 

Sprendimas. 1. Randame apvalios vielos skerspjūvio spindulį. Skers- 
pjūvio skersmuo 2 mm, todėl spindulys R=1 mm = 0,01 dm. 

2. Randame 1 metro vielos tūrį (H =1 m = 10 dm): 

V =1R"-H =3,14-0,017 - 10 = 0,00314 ат". 

3. Apskaičiuojame 1 metro vielos masę m: 

m=8,8-0,00314=0,0276 kg. 

4. Randame vielos ilgį £: £=3,52:0,0276=127,5 m. 

Atsakymas. 127,5 m. 


2.3.2. Kūgis 


Kūnas, gautas statųjį trikampį sukant apie 
ašį, kurioje yra statinis, vadinamas kūgiu 
(118 pav.). 


Kūginis paviršius vadinamas kūgio 
šoniniu paviršiumi, o skritulys — kūgio 
pagrindu. Taškas S vadinamas kūgio 
viršūne. Atkarpa, jungianti kūgio viršūnę su 
bet kuriuo pagrindo krašto (apskritimo) tašku, 


vadinama kūgio sudaromąja. 118 paveiksle 
pavaizduoto kūgio atkarpos SA ir SB yra jo 
sudaromosios. Kūgio sudaromoji žymima 
raide £. Visos kūgio sudaromosios lygios. 
Tiesė SO, einanti per pagrindo centrą O ir 
viršūnę S, vadinama kūgio ašimi. Kūgio ašis 
yra statmena pagrindo plokštumai. Atkarpa 
SO vadinama kūgio aukštine. 


Ašinis pjūvis gaunamas kūgį perkirtus 
plokštuma, einančia per kūgio ašį. Ašinis 
pjūvis yra lygiašonis trikampis, kurio 
pagrindas — kūgio pagrindo skersmuo, o 
šoninės kraštinės - kūgio sudaromosios 
(119 pav.). 


Ašinio pjūvio plotas apskaičiuojamas 
remiantis formule 
5-8-Н, 
čia R – kūgio pagrindo spindulys, 
Н - kūgio aukštinė. 

Jei kūgį kerta plokštuma, statmena kūgio 
ašiai OS (180 pav.), tai kūgio pjūvis yra 
skritulys, kurio centras O, yra kūgio ašyje, o 
spindulys ута Rı. Pjüvio atstumas iki kūgio 
viršūnės yra atkarpos SO, ilgis. Atkarpa SO, 
yra mažesniojo kūgio, kurį atkerta nuo 
duotojo 
kūgio kertamoji plokštuma a, aukštinė. Kadangi statieji trikampiai SOM ir 
SOM, panašūs (turi po lygų kampą prie viršūnės S), tai 

R 
Z. Iščia R, «= 
čia SO — kūgio aukštinė. 
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e Kūgio paviršiaus plotas ir tūris 

Каріо (121 pav.) šoninio paviršiaus išklotinė (122 pav.) yra 
skritulio išpjova; skritulio spindulys lygus kūgio sudaromajai 7, o 
išpjovos lanko ilgis — kūgio pagrindo apskritimo ilgiui. 


S 
A А 
S 
27 
` B 
B 
121 pav. 122 pav. 


Jei kūgio, kurio sudaromoji yra /, o pagrindo spindulys R, tai 
šoninio paviršiaus plotas lygus skritulio išpjovos ASA, (122 pav.) plotui. 
Kagio šoninio paviršiaus plotas 


p 
Sis = Ын ——-a, čiaa- lanko АВА, didumas (122 pav.). 


Kūgio šoninio paviršiaus plotas lygus pagrindo apskritimo ilgio C 
(С = 2xR) ir sudaromosios £ sandaugos pusei: 


S. -QC€ £ aba S, = art. 


Kūgio (123 pav.) viso paviršiaus išklotinę sudaro skritulio išpjova ir 
skritulys (124 pav. Е 


A С°З» 


123 pav. 124 pav. 
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Kūgio paviršiaus plotas lygus šoninio paviršiaus ploto ir pagrindo 
ploto sumai: 


S=S $455 S-RRÜCORR) аба 5 = хК(К+ £) 
Kūgio tūris lygus jo pagrindo ploto їг aukštinės sandaugos trečdaliui: 


V =+ nH. 


I pavyzdys. Per kügio viršünç eina plokštuma, kuri nuo pagrindo 
apskritimo atkerta 60° kampa, o su pagrindo plokštuma sudaro 45° kampa. 
Kūgio aukštinė 18 cm. Apskaičiuosime: S 

a) kūgio šoninio paviršiaus plotą, 

b) pjūvio plotą. 

Duota: UAB = 60°, ZOCS = 45°, 
SO =18 ст. 

Rasti: a) Sion b) Sp. 

Sprendimas. 1. Iš ASOC randame 
OC ir SC (125 pav.). 

ZOCS = ZOSC = 45°, 
todėl ASOC yra lygiašonis. 

Vadinasi, SO = OC, ty. OC =18 cm. 

Atkarpa SC yra pjūvio ASB aukštinė. 


_ 80 
© sinZOCS" 
= 18 _=18-2 Bus 
sin4$? — /2 126 pav. 


2.15 AAOC randame spindulį OA ir AC (126 pav.). 

Kadangi АОВ. yra centrinis kampas, kuris remiasi į lanką AB ir 
ХАВ = 60°, tai ZAOB-60?. А АОВ yra lygiašonis, be to, OC yra 
А АОВ ir pusiaukampinė, ir pusiaukraštinė, ir aukštinė. Vadinasi, 


Z 40 - 2408, 60° 


t. y. 240С--3-- 30°. 


ӨС A=B _ 18:2 is fS ст, Ё-1243 ст. 


OA = ЛАОС? cos30° Л 


AC=0C-tg Z AOC, АС - 18-309 18 645 om. 
Kadangi АВ = 2- AC, tai AB = 2-643 = 1243 ст. 
3. Iš stačiojo A ASC , taikydami Pitagoro teorema, randame kūgio 

sudaromaja 54: 
84 = AC! «SC, SA? -(68| +(18V2) -756, SA= 6/21 ст. 

4. Randame kūgio šoninio paviršiaus plotą 5,од: 

Sí, = AR, S,, = 1-643-6421 =108/7лст?. 
5. Randame pjūvio ASB plotą: 


AB-SC 1243 -18/2 
2 


Sus = 2. S, = 71086 ст. 


Atsakymas. a) 108477 cm? „b) 1086 ст". 


2 pavyzdys. Kūgio (127 pav.) aukštinė lygi 6 cm, kampas tarp 
aukštinės ir sudaromosios — 609. Per dvi viena kitai statmenas 
sudaromąsias išvestas pjūvis. Apskaičiuosime: 

a) pjūvio plotą, 

b) kūgio šoninio paviršiaus plotą, 

с) kūgio tūrį. 

Duota: 45 1 SB, 50 = 6 cm, 

Z ASO = 60°. 

Rasti: a) Sp, Б) Sion €) V. 

Sprendimas. 

1. Iš A40S randame kūgio suda- 
romąją SA ir pagrindo spindulį 40. 

SO 
#88 cos Z 450° 


ZEN ANS 
= cos60° ` 


=12 cm. 


кю—|с\ 


AO = SO-tg60°, AO = 645 cm. 


2. Randame pjūvio ASB aukštinę SC ir stygą AB. 
Kadangi AS LSB іг 45 = 5В, tai AASB уга statusis lygiašonis 
trikampis. Galime taikyti Pitagoro teorema: 
АВ? - 248?, AB - 1242 cm. 
Iš stačiojo AACS, taikydami Pitagoro teorema, randame SC: 


SC! = AS? - AC?, SC! -12 - (642) =72, SC = 642 cm. 


3. Randame pjūvio ASB plotą Spy: 
_ АВ-5С 1242.62 | 
E SER EE n 

4. Randame kūgio šoninio paviršiaus plotą Sion: 
S, = TRL, Spn 21.643.122 T3n ст}. 


Tx 


5. Randame kūgio tūrį V: 
V= LAR H, V = ree) -6=216л ст. 


Atsakymas. a) 72 ст”, b) 72431 ст”, c) 216r ст. 


3 pavyzdys. Kūgio šoninio paviršiaus išklotinė yra skritulio išpjova, 
kurios spindulys 9 cm, o ją ribojantis lankas lygus 120°. Apskaičiuokite 
kūgio: 

a) paviršiaus plotą, b) tūrį. S 9 

Duota: R, =9 cm, АВ =120°. 

Rasti: a) S, b) V. 

Sprendimas. 1. Randame išpjovos 
plotą Sa, (128 pav.). Kadangi | lanką 4 120° 
remiasi išpjovos kampas, todėl 128 pav. 

ZASB = a = 120°. 
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е Rya „ 1:92 .120° 

^" 360° ° 9? 360° 
2. Randame kūgio pagrindo spindulį R (129 pav.). Kadangi skritulio 
išpjovos spindulys lygus kūgio sudaromajai, o išpjovos plotas lygus kūgio 
šoninio paviršiaus plotui, tai 
Sion = ПКЕ, iš čia, 


= 27л cm". 


3. Randame kūgio pagrindo plotą Spagr: 
pt canoni. 2 
Sag: эг, Sar -1:3 = 9x cm`. 

4. Randame kügio paviršiaus plota S: 
S = S pogr +50 5 = 97+ 277 = Збл ст. 


5. Iš stačiojo A 405 randame kūgio aukštinę H: 
H'-QO-RL Hz9.-3-7, H =642 cm. 
6. Randame kūgio tūrį V: 


7 = 1л H, V Ies 642 - 184 2x cm. 


Atsakymas. a) 36 ст! , b) 1842л ст". 


4 pavyzdys. Kūgio (130 pav.) tūris 240r ст”, o jo sudaromosios ir 


pagrindo plokštumos sudaromo kampo tangentas lygus Apskai- 


o 
12 
čiuosime kūgio: 
a) paviršiaus plotą Б) ašinio pjūvio plotą. 
Duota: V = 2401 cm, іва = 5. 
Rasti: а) 5, b) Sp. 
Sprendimas. 1. Iš stačiojo AAOS 
randame pagrindo spindulį R ir aukštinę 
H (AO = R, SO = H). 


708 


Į kūgio tūrio formulę V = лн, istate H = 
gauname lygtį 


l p.p. у 133 
37h jz ^ = 2401, arba R'-12. 


Iš šios lygties randame, kad R=12cm. Tada Н = zu =5ст. 


2.15 stačiojo AAOS randame kūgio sudaromaja 4 ( ( = AS): 
=R +H’, C -12.5-169, (=13cm. 

3. Randame kügio paviršiaus plota S: 
5 = лА(А +0), $=т-12(12 +13) = 3001 ст. 

4. Randame ašinio pjūvio plotą Sp: 
S,-R-H, $,-12.5-60cm'. 

Atsakymas. a) 300r cm? , b) 60 cm. 


5 pavyzdys. Šieno stirta yra kūgio formos. Jos aukštis 9m, o 
pagrindo apskritimo ilgis – 50 m. Kokia stirtoje esančio šieno masė, jei 
lm? šieno sveria 30kg ? Atsakymą pateikite 0,17 tikslumu, imdami 
л 3,4. 

Duota: 50=9 т, С-50т. 

Rasti: m. 2 


Sprendimas. (131 pav.). 1. Randame 
kūgio pagrindo spindulį. Kadangi 


C -2nR, tai 
СЕ o 
“27 2-7 a ` 4 
2. Randame kūgio tūrį: 131 pav. 


Кен (2) 91875 m. 
3 3 x x 


3. Randame stirtoje esančio šieno masę: 


m= на -30 =17914 kg «179141 «1791. 


харыг 179 t. 


2.3.3. Nupjautinis kügis 


Jei kūgį  perkirsime plokštuma, S 
lygiagrečia pagrindo plokštumai, tai gau- 
sime du sukinius. Vienas jų yra kūgis, o 
kitas — nupjautinis kūgis (132 pav.). 

Pradinio kūgio, atkirsto kūgio іг 


nupjautinio kūgio šoninių paviršių plotai 
susiję lygybėmis: 
$ = &?$\, 


kž-1 
S up = -1)S, S шар) = k? S, 132 pav. 
212450 SA „_ ЭРЭЛ УГ mE 
čia k = 50, =< A ir S — pradinio kūgio, S, — atkirsto kūgio, 


Snup. — nupjautinio kūgio šoninio paviršiaus plotai. 


Pradinio kūgio, atkirsto kūgio ir nupjautinio kūgio tūriai susiję 
lygybėmis: 


= _ (3 k -ly 
V-k И, Уру. = k -i)r. Ve. = = p V, 
čia V — pradinio kūgio, V, — atkirsto kūgio, Иш — nupjautinio kūgio 
türiai. 
Nupjautinį kūgį galima gauti stačiąją trapecija sukant apie jos 
pagrindams statmeną šoninę kraštinę. Nupjautinio kūgio šoninį paviršių 
brėžia kraštinė 44, (133 pav.). 


Atkarpa АА, vadinama nupjautinio 
kūgio sudaromąja (žymima /). Pagrindus 
brėžia atkarpos OA, ir O,4 (133 pav.). 


Atkarpa, jungianti nupjautinio kūgio 
pagrindų centrus O ir O, vadinama 
nupjautinio kūgio aukštine (žymima Н) 
(133 pav.). 


En 
Nupjautinio kūgio šoninio paviršiaus plotas 133 pav. 


S =n(r+ Ry 


пиру. ton. 
čia r ir А — pagrindų spinduliai, £ — sudaromoji. 


Nupjautinio kūgio paviršiaus plotas lygus šoninio paviršiaus ploto ir 
dviejų jo pagrindų plotų sumai: 


8р = Sson + S, + S5 arba Spy = n(r- R)C enr + nR2, 


nupj 


Nupjautinio kūgio tūris 
1 
Eu quit? +R) er. R), 
čia r, R — pagrindų spinduliai, o H — aukštinė. 


1 pavyzdys. Nupjautinio kügio pagrindu spinduliai lygüs 3 cm ir 6 cm, 
o aukštinė — 4 cm. Apskaičiuosime nupjautinio kūgio: 
a) paviršiaus plotą, 
b) tūrį. 
Duota: r =3 cm, R=6cm, H =4cm. 
Rasti: a) S, b) V. 
Sprendimas. (134 pav.). 1. Randame 
kūgio sudaromosios £ ilgį. Kadangi 
AC = AO, - BO 
AC = 3 cm, BC = OO, = 4 ст, 
tai iš stačiojo A ACB , taikydami Pita- 
goro teorema, randame AB (135 pav.): 
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АВ? = АС? + ВС?, АВ?-32-42-25, АВ-5ст, (= 5 cm. 
2. Randame kūgio šoninio paviršiaus plotą Sis: 


S, = К+): 0, S,, = 1(643)-5- 451 cm". 


3. Randame kūgio pagrindų plotus S; ir 55. B О 
S = тЁ?, S =T -6? 2 36x cm, 
ГА 
5, 2 nr, S, 2 1-33 - 9n cm", 
4. Randame nupjautinio kūgio paviršiaus A О, 
plota 5: C 
` 135 рау. 


S= S, +5,+5;, S =90л cm. 
5. Randame nupjautinio kūgio tūrį V: 


Ял +r? + Rr), V - n4 6943-6) - Bn cm. 


Atsakymas. a) 90x cm? , b) 84x ст. 


2 pavyzdys. Stačioji trapecija, kurios pagrindai 5 ст ir 11 cm, o ilgoji 
šoninė kraštinė — 10 cm, sukama apie tiesę, kurioje yra trumpesnioji šoninė 
kraštinė. Apskaičiuosime gauto sukinio (136 pav.): 

a) ašinio pjūvio plotą, 

b) šoninio paviršiaus plotą, 

с) tūrį. 

Duota: ВО = 5 ст, AO, =11ст, 
AB =10 ст. 

Rasti: a) Sy, 

Sprendimas. 

1. Randame trapecijos 4О,ОВ aukštinę ОО). 

Kadangi АЕ = А0 – ВО, ty. АЕ-11-5-6ст, tai iš stačiojo 
AAEB, taikydami Pitagoro teoremą, randame BE (136 pav.): 

ВЕ? = AB? - AE?, 


b) Sson, ©) И. 


136 рау. 
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ВЕ? -10? -6? = 64, ВЕ =8 cm. В 4 
Vadinasi, OO;7 BE = 8 cm. 
2. Randame kūgio ašinio pjūvio plotą Sx: 
Sy =(R+r)-H, A = 0, 
t W: 2 
5; =(011+5):8 =128 ст". 137 рау. 
3. Randame nupjautinio kūgio šoninio paviršiaus plotą Sson: 
5,,-13(8-7)-6, Son = T(L1+5)-10= 1602 ст. 
4. Randame nupjautinio kūgio tūrį V: 
7 = Ža. H(R? er e Rer), V = л:8121+25+1 1-5) = 5361 ст. 


Atsakymas. a) 128 cm, b) 1601 cm , c) 536r ст. 


3 pavyzdys. Nupjautinio kūgio tūris 52 cm, vieno pagrindo plotas 9 
kartus didesnis už kito pagrindo plotą. Rasime viso kūgio, kurį gausime 
pratesę šį nupjautinį kūgį, tūrį (138 pav.). 

Duota: И = 52cm), S, =95). 

Rasti: V. 


Sprendimas. 1 büdas. Kadangi 

SL. tai k? =9. 

5, 

Iš šios lygybės randame, kad k=3. 

Iš nupjautinės piramidės tūrio formulės 


poA 
пир} С "E 


V 


išreiškiame viso kūgio tūrį 
3 3 
Ир. Vadinasi, V = — —.52 = 54 cm. 
= ow 3-1 


2 būdas. Pazymékime SO = h, SO = Н, OO, =h,. 


Kadangi panašumo koeficientas k =3, tai = =3, ty. 
-1 -2 
h= 3 H,oh- 3 H. 


Nupjautinio kūgio pagrindų plotai S, ir S; apskaičiuojami pagal 
formules: 


S = лЁ?, $,= nr. 
Kadangi S, = 95,, tai R? = 9nr?, ty. R=3r. 
Į nupjautinio kūgio tūrio išraišką V,,, +r? + R-r) (мас 
R=3r ir h, = 2н, gauname, Кай 


3 


‚2. 
3 


HQr? +r? +3г?), arba V. = 28 se? p. 


25s 
3 ца 


пиру m 


Uždavinio sąlygoje duota, kad V, = 52 cm , todėl gauname lygybę 


nupj 
52-25 aH „arba лг?Н = 18. 


Kadangi =з? Н = 107) -H some H, o r^ H -18 , tai viso 
kūgio tūris V =3-18 = 54 cm". 


Atsakymas. 54 ст". 


4 pavyzdys. Nupjautinio kūgio tūris lygus 28001 cm“, aukštinė 
12 ст, o pjūvio, lygiagretaus pagrindams ir einančio per sudaromųjų 
vidurio taškus, plotas lygus 2251 ст?. Apskaičiuosime nupjautinio kūgio 
pagrindų spindulius. 

Duota: шт = 28001 cni, OO, = 12 cm, Sy =2252 cm". 

Rasti: r, R. 

Sprendimas. 1. Randame pjūvio spindulį r, (139 pav.). 


Kadangi pjūvis yra skritulys, tai jo plotas 
S, = 1r, iš čia 


S 
p= n =225, rn =15 cm. 


2. Randame pagrindų spindulius r ir R. 
Kadangi atkarpa CD yra trapecijos 
ABOO, (140 pav.) vidurinė linija, tai 


CD= MA (140 pav.). 


Kadangi BO = ғ, 40)-8, o Ср= ri, tai B—— 0 
n LR Ly: 
C D 
r+R=30, аба R=30-r. 
Į nupjautinio kūgio tūrio formulę 4 
V. = л: H(R er! + R-r) 140 pav. 


пир) 3 


istate R=30-r, H=12 ir V 


тир/ 
1 


3 
900 — 60r + r^ + г> 30r -r° = 700, 
г? – 30r + 200 = 0. 
Išsprendę šią lygtį, randame, kad > = 10cm (ғ = 20 netinka). 
Vadinasi, R=30-r, ty. R=30-10= 20 cm. 
Atsakymas. 10 cm ir 20 cm. 


= 28007, gauname: 


п-12.(30-) +r? +60-)-7)= 28007, 


2.3.4. Rutulys. Sfera 


Sfera vadinamas paviršius, sudarytas iš visų erdvės taškų, vienodai 
nutolusių nuo vieno taško. 


Tas taškas vadinamas sferos centru, o minėtas atstumas — sferos 
spinduliu. 
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141 paveiksle pavaizduotas sferos 
centras yra taškas O, o spindulys lygus R. 


Atkarpa, jungianti du sferos taškus ir 
einanti per jos centrą, vadinama sferos 
skersmeniu 141 paveiksle pavaizduotos 
sferos skersmuo yra atkarpa AB, be to, 
AB=2R. 


Sferą galime gauti pusapskritimį 
apsukus apie jo skersmenį. 


142 paveiksle pavaizduota sfera, 
ваша pusapskritimį apsukus аре 
skersmenį AB. 


Plokštuma, kuri su sfera turi tik vieną 
bendrą tašką, vadinama sferos liečiamąja 
plokštuma, o jų bendras taškas — 
plokštumos ir sferos lietimosi tašku. 


143 paveiksle pavaizduota sferos, 
kurios centras O ir spindulys R, 
liečiamoji plokštuma a. 


Sferos liečiamosios plokštumos savybė. 


Sferos spindulys, išvestas į sferos ir 
plokštumos lietimosi tašką, statmenas 
liečiamajai plokštumai. 

ОА = R, QA 1 a. 

Jei sferos spindulys A, tai sferos 
paviršiaus plotas apskaičiuojamas pagal 
formulę: 

5 =4лК?. 

Künas, kuri riboja sfera, vadinamas 
rutuliu. Taigi rutulį, kurio spindulys уга 
R ir centras O, sudaro visi erdvės taškai, 
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kurie nuo taško O nutolę per atstumą, ne didesnį už R (įskaitant ir 
tašką O) (144 pav.). 


Rutulio R, tūris apskaičiuojamas taikant formulę: 
V=Ž1R, 


čia R- rutulio spindulys 


1 pavyzdys. Sferos paviršiaus plotas lygus 144л cm? . Rasime sferos 
ribojamo rutulio tūrį. 

Duota: 5 = 1441 ст". 

Rasti: И. 

Sprendimas. 1. Randame rutulio spindulj. Kadangi sferos paviršiaus 
plotas apskaičiuojamas pagal formulę S = Ax R3, tai sudarę lygtį 

4xR!-144x, randame R=6cm. 
2. Randame sferos ribojamo rutulio tūrį: 
4 


V-ŽaR -iee - 288x cm. 


Atsakymas. 2881 cm“. 


2 pavyzdys. Trys metaliniai rutuliai, kurių spinduliai 3 cm, 4 cm ir 
5 cm, perlydyti į vieną didesnį rutulį. Apskaičiuosime šio rutulio: 


a) spindulį, b) paviršiaus plotą. 
Duota: R, -3cm, R,=4cm, R,-5cm. 
Rasti: a) R, b) S. 
Sprendimas. 
1. Randame duotuju rutulių tūrius Vj, V; ir V; 
V, =}, ty. V, e» = 36x ст, 
4 4 256т 
V,=%"R, ty Ууллүл 8! == cm, 
4 p „4 500r 
V, -315, ty. V, T4315 Be ст. 


2. Randame naujai pagaminto rutulio tūrį V. 

Darant iš trijų rutuliukų vieną rutulį, tūris nepasikeičia, todėl 
V =V,+V,+V,, ty. V = 2882 ст. 

3. Randame naujai pagaminto rutulio spindulį R: 


„4 3 2 BV 3_ 3-2887 
FUSE, A 


4. Randame naujai pagaminto rutulio paviršiaus plotą S: 
$=4тЁ?, 5 = 4x-62 =1441 cm". 
Atsakymas. a) 6 cm, b) 1441 cm“. 


=216, ty. R=6cm. 


3 pavyzdys. Rutulio spindulys lygus 6 dm. Ją kertanti plokštuma eina 
per rutulio skersmens galą ir su skersmeniu sudaro 30? kampą. 
Apskaičiuosime pjūvio plotą (145 pav.). 

Duota: А = ОА = 6 dm, ZOAB = 30°. 

Rasti: S, . 

Sprendimas. 1. Iš stačiojo ЛОВА 
randame pjūvio spindulį АВ ir atstumą 
OB nuo rutulio centro iki pjūvio 
plokštumos. 


145 3 
АВ = ОА-соз30°, AB- 622-343 ат. pay 


Atkarpa AB yra pjüvio spindulys r. Vadinasi, r = 343 dm. 
Randame atkarpos OB ilgį: 
OB - OA-sin30*, OB - 6-3 dm. 
2. Randame pjūvio plotą Sy: 
=? zs - 2 
$, 9 n7, Sy = 1-43) = 27x dm. 


Atsakymas. 277 dm“. 


4 pavyzdys. Rutulį kertanti plokštuma, kurios plotas 25x cm“, eina 
per rutulio skersmens galą ir su skersmeniu sudaro 60? kampą. 
Apskaičiuosime rutulio (146 pav.): 

a) paviršiaus plotą, 

b) tūrį. 

Duota: 5, = 25x ст?, ZOAB = 60°. 

Rasti: a) S, b) V. 

Sprendimas. 


1. Randame pjūvio spindulį r (AB = r). 


2 
Sy =n A 


146 pav. 


S 
r=, p 2 205 pui. 
т x 


2. Iš stačiojo AOAB randame rutulio spindulį R (R = ОА). 


AB 
cos ОАВ’ 


Taigi А = ОА =10 ст. 


ОА = ОА =10 ст. 


"e B 
cos 60? 


3. Randame rutulio paviršiaus plotą S: 
S-4nR), 5 = 47-10 = 4002 cm. 


4. Randame rutulio tūrį V: 


24a, vs Ša = 40009 „ә 
V=31R, V=>2-10 = 3 cm. 
Atsakymas. a) 400x ст? , b) MM ст. 


5 pavyzdys.Trikampio kraštinės liečia rutulį, kurio spindulys 5 ст. 
Apskaičiuokite atstumą nuo rutulio centro iki trikampio plokštumos, kai jo 
kraštinės lygios 10 cm,10 cm ir 12 cm (147 pav.). 

Duota: AB= BC =10cm, AC =12 ст, 

Rasti: OM. 


ON =5 cm. 
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Sprendimas. 1. Randame MN. A 

Atkarpa MN yra į A ABC įbrėžto 
apskritimo spindulys r. Taikydami 
Herono formulę, randame trikampio 
ABC plotą S: 

S= Jp(p - aXp - bXp c), 

čia p — trikampio АВС pusperimetris. 

Taigi 147 pav. 


S = 16(16— 10016 — 10X16 - 12) = 48 cm". 


Iš trikampio ploto formulės 5-р-г (p – trikampio ABC 
pusperimetris) išreiškiame 


2. Iš AOMN randame atstumą OM nuo rutulio centro iki trikampio 
plokštumos: 
OM? = ON? - MN*, ОМ? = 5° -3° =16, OM = 4 cm. 
Atsakymas. 4 cm. 


6 pavyzdys. Rutuli kerta dvi plokštumos. Dviejų lygiagrečių skritulių, 
esančių skirtingose rutulio centro pusėse, spinduliai yra 9 cm ir 12 cm. 
Atstumas tarp kertamųjų plokštumų lygus 21 cm. Apskaičiuosime rutulio 
paviršiaus plotą (148 pav.). 

Duota: МА = 9 ст, NB =12 ст, 
MN =2l cm. 

Rasti: S. 

Sprendimas. 

1. Randame rutulio spindulį R. 

Pažymėkite OM = x. Tada 

ON = 21-х. 
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Iš stačiojo trikampio OMA išreiškiame ОА: 
ОА? = МА? + ОМ?, ty. ОА? = 814 x?. (1) 
Iš stačiojo trikampio ONB išreiškiame OB: 
ОВ? = МВ? + ON?, 
OB! -14 + (21- x)! 2144 + 441- 42x + x? = 585 - 42x + x". 

Taigi OB? = 585 42x + x°. (2) 

(1) ir (2) lygybių kairiosios pusės yra lygios (O4? = ОВ? = R", 
čia R — rutulio spindulys), tai turi būti lygios ir dešiniosios pusės. Gauname 
lygtį 

814 x! =585-42x+x", 
kurią išsprendę randame, kad x = 12 cm. 

Vadinasi, 

ОА? =81+127=225, ty. OA=15cm. Vadinasi, R=15 cm. 


2. Randame rutulio paviršiaus plotą S: 
S=4nR", S = 41-15? = 9001 cm". 
Atsakymas. 9001 cm“. 


2.3.5. Rutulio dalys 
e Rutulio nuopjova 


Rutulio nuopjova vadinama rutulio 
dalis, kurią nuo jo nukerta kuri nors 
plokštuma. 


149 paveiksle rutulį kertanti plokštuma a 
eina per tašką B ir rutulį padalija į dvi 
rutulio  nuopjovas. Pjüvio skritulys 
vadinamas kiekvienos tų пиор)оуц 
pagrindu, o kertamajai plokštumai 
statmeno skersmens AC atkarpų AB ir 
BC ilgiai vadinami atitinkamų rutulio 
nuopjovų BD-r, OD-R, AB-h 
aukštinėmis. 


Rutulio nuopjovos paviršiaus plotas 
5 = 2nRh, 
čia R- rutulio spindulys, A - nuopjovos aukstiné (AB = A). 


Rutulio nuopjovos tūris 
v= ain 4) V = ктп!” +30), 
čia R- rutulio spindulys, 
h - nuopjovos aukštinė (AB = A), 
r - nuopjovos pagrindo spindulys (BD = r). 


1 pavyzdys. Rutulį, kurio spindulys 12 cm, kerta plokštuma, nutolusi 


nuo rutulio centro atstumu, lygiu 8 cm. Apskaičiuosime (150 pav.): 


a) pjūvio plotą, 
b) dalių, į kurias šis pjūvis dalija rutulį, paviršiaus plotus. 
Duota: ОА =12 cm, OB = 8 cm. 

Rasti: а) S,, b) Ку с) 57 


шор)? nuopj ` 
Sprendimas. 
1. Randame pjūvio spindulį r. 
Iš stačiojo A OBA randame AB: 
AB! = АО? - ВО?, 
AB! «12! - 82 = 80. 
AB = 480 = À16-5 = 445. 


Vadinasi, г= 445 cm. 150 pav. 


2. Randame pjūvio plotą Spy: 
Sy -ar, 5, = 80x стг. 

3. Randame rutulio paviršiaus plotą S: 
5-482, 
S = 41-12? = 5761 cm". 


4. Randame rutulio nuopjovos paviršiaus plotą S, : 


nuopj ` 


S, ор = 2nRh, 


nuopj 


5 шы = 21-12-4 = 96x cm? (h= BC - OC - OB = Acm). 


nuopj 


5. Randame kitos rutulio nuopjovos paviršiaus plotą 57 : 


nuopj ` 


S. ==, 5' „ = S761 - 961 = 4801 cm". 


nuopj nuopj? nuopj 


Atsakymas. а) 80л cm? , b) 961 cm? , c) 4801 стг. 


€ Rutulio sluoksnis 


Rutulio sluoksniu vadinama rutulio 
dalis, esanti tarp dviejų lygiagrečių ker- 
tamųjų plokštumų. 


Skrituliai, kurie gaunami lygiagre- 
čiomis plokštumomis perkirtus rutulį, 
vadinami rutulio sluoksnio pagrindais, 
о atstumas tarp tų plokštumų — rutulio 
sluoksnio aukštine. 151 pav. 


Rutulio sluoksnis 


Jei rutulio spindulys R, rutulio sluoksnio aukštinė A (151 paveiksle 
MN = h), apatinio pagrindo spindulys r; (BN = r;), viršutinio pagrindo spin- 
dulys r, (АМ = rı), rutulio sluoksnio paviršiaus plotas S, o tūris V, tai 

S-2mRh, V= qu exe +). 

2 pavyzdys. Rutulio (152 pav.) sluoksnio aukštinë lygi 7 cm, pagrindu 
spinduliai — 16 cm ir 33 cm. Apskaičiuosime rutulio sluoksnį ribojančios 
sferos juostos plotą (rutulį kertančios plokštumos yra vienoje rutulio centro 
pusėje). 

Duota: AB =16 cm, CD = 33 cm, BD = 7 cm. 

Rasti: S,- 
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Sprendimas. Pažymėkime OD = x. 
Tada OB=x+7. 


1. Randame rutulio spindulį R. Iš sta- 
čiojo ЛОВА išreiškiame OA ( OA = R): 


ОА? = ОВ? + AB?, 
ОА? = (x4 TY +16? = 


x! +14х + 49+ 256 = x? +14х+ 305. 


152 рау. 


Taigi ОА? = х? +14х + 305. (1) 
Iš stačiojo AODC išreiškiame OC (OC = R ): 
ОС? = OD! +CD’, 
ОС? = х? +33? = х? +1089. Taigi 
ОС? = х? +1089. (2) 


Kadangi O4- ОС ir ОА? = ОС? , tai sulygine (1) ir (2) išraišku 
dešines puses, gauname lygtį 


x? +14x +305 = x? +1089, 
kurią išsprendę randame, kad x = 56 cm. 


Vadinasi, R? = ОС? = х? +1089 ,ty. 

R? = 56! +1089 = 4225. Tada R = 65 cm. 
2. Randame juostos plota: 

S,-2nRh,, 5,-2л-65-7-910лст. 


Atsakymas. 910r cm“. 


e Rutulio išpjova 


Rutulio išpjova vadinama rutulio dalis, apribota rutulio nuopjovos 
MCBDA rutuliniu paviršiumi ir kūginiu paviršiumi OMCBD, kurio pagrindas 
yra nuopjovos pagrindas MCBD, o viršūnė — rutulio centras (153 pav.). 
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153 pav. 


Rutulio išpjovą galima gauti skritulio 
išpjovą АОВ, kurios kampas mažesnis už 
90°, apsukus apie teisę, einančią per vieną 
skritulio  iSpjova ribojančių spindulių 
(154 paveiksle apie spindulį OA). 


Rutulio išpjovos paviršiaus plotas 
lygus rutulio nuopjovos paviršiaus ploto ir 
kūgio šoninio paviršiaus ploto sumai: 

S aj 7 Sop +5, 


пиорј *  k.fon. > 


čia S,,,, – rutulio nuopjovos paviršiaus plotas, o 
155 pav. 
S, „kūgio šoninio paviršiaus plotas. 


Rutulio nuopjovos paviršius apskaičiuojamas, remiantis formule: 
S mo = 2xRh, 


тиор) 
o kūgio šoninio paviršiaus plotas apskaičiuojamas, remiantis formule: 
5 


k. šon. =лКғ, 


čia = ОВ = ОМ - rutulio spindulys, 
r= №В = NM - rutulio nuopjovos pagrindo spindulys, 
h- AN - rutulio nuopjovos aukstiné (155 pav.). 


Rutulio išpjovos tūris apskaičiuojamas taip: 4. Randame rutulio nuopjovos tūrį Vauopj: 


у= 2л, 7 =u R-2). 7 =x-6(12- $ ]=360 em. 


nuopj 3 nuopj 


čia R – rutulio spindulys, A – rutulio nuopjovos аш ле (AN = А). 
шаваг p ( ) Atsakymas. a) 576 cm" , b) 360r cm". 
3 pavyzdys. Rutulio išpjovos (156 pav.) ašinio pjüvio lankas lygus 
120°, o rutulio spindulys lygus 12 cm. Apskaičiuosime: 
a) šios išpjovos tūrį, 


b) išpjovai atitinkamos nuopjovos tūrį. С 

Duota: UDCA =120°, OA =12 ст. $ л» A 
Rasti: а) V,,, Б) У,у. 

Sprendimas. 


1. Iš stačiojo AOBA randame OB. 

ZAOD yra centrinis kampas, 
kuris remiasi į duotąjį lanką, todėl 156 pav. 
ZAOD -120*. 

^AOD yra lygiašonis, todėl atkarpa OB yra ir trikampio aukštinė, ir 
pusiaukampinė, ir pusiaukraštinė. Vadinasi, 

jo 
2498 зу, ¿Aop=120° ра, 
2 2 

Randame rutulio išpjovos aukštinę OB: 


OB = ОА-со АОВ, OB =12-соз60° =12-1 =6ст. 


ZAOB = 


2. Randame rutulio nuopjovos aukštinę h (h = BC): 
h-OC-OB, ty. h=12-6=6cm. 


3. Randame rutulio išpjovos tūrį Ил: 


Va sah, У,у-2:122-6-576ст. 
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3 SKYRIUS. VEKTORIAI 
3.1. PLOKSTUMOS VEKTORIAI 
3.1.1. Vektoriai ir ju veiksmai 
Vektoriumi vadiname atkarpa, kurioje nurodyta kryptis. 


Jeigu taškas A yra šio vektoriaus pradžia, o taškas B šio vektoriaus 
pabaiga, tai vektorius žymimas АВ; spindulio AB kryptis vadinama 
vektoriaus AB kryptimi, o atkarpos 48 ilgis — vektoriaus AB ilgiu. 
Vektoriaus AB ilgis žymimas | AB]. 


Vektoriai dažnai žymimi mažosiomis abėcėlės raidėmis, pavyzdžiui, 


а, b, с, d, е irti. 
а 
mee 


1 pav. 


1 paveiksle pavaizduotas vektorius 
а= АВ. Vektoriaus а ilgis žymimas 
la]. Taigi | 48|- Lal. 

Jeigu vektoriaus pradžia sutampa su jo pabaiga, tai vektorius 


vadinamas nuliniu (žymima "y arba 0 ). Nulinio vektoriaus ilgis lygus 
nuliui. Bet kurį plokštumos tašką vadiname nuliniu vektoriumi. 


Vienetinis yra toks vektorius, kurio ilgis lygus vienetui. 


€ Vektoriai, esantys vienoje tiesėje arba lygiagrečiose tiesėse, vadinami 
kolineariaisiais. 


Kolinearieji vektoriai gali būti nukreipti į vieną pusę (vienakrypčiai) 


arba į priešingas puses (priešpriešiai). 


vienakrypčiai, tai rašome: a 116. 2 pav. 


2 paveiksle pavaizduoti vienakrypčiai 
vektoriai a ir b. Jei vektoriai yra 
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3 paveiksle pavaizduoti priešpriešiai 


с 
= —> 
vektoriai c ir d. Jei vektoriai yra d 
. . . . . - ^; 5 
priešpriešiai, tai rašome: с 1744. 3 pav. 


Vienakrypčiai vektoriai, kurių ilgiai lygūs, vadinami lygiais. 


Priešingais vadinami kolinearieji priešpriešiai vektoriai, kurių ilgių 
vienodi. 


Visus nulinius vektorius taip pat laikysime lygiais. 


1 pavyzdys. ABCD - lygiašonė trapecija (4 pav.) BE ir CF- 
trapecijos aukštinės. Užrašysime (po 1 pavyzdį): 

a) kolinearių vektorių porą, B C 

b) vienakrypčių vektorių pora, 

€) priešpriešių vektorių pora, 


d) lygių vektorių porą. 4 D 


Sprendimas. a) BC ir AD; ч 4 рау. 4 


b) AE ir EF; c) BC ir DF; d) BE ir CF. 


2 pavyzdys. Duota: ABCD - trapecija, AB-CD, BEL AD, 
CF 1 AD, MN - trapecijos viduriné linija, BC -12ст, 
AD=204cm, ВЕ = 5,6ст. 

Apskaičiuosime: |uv| Я Iro : [aB]. 

B С 

Sprendimas (5 pav.). Kadangi atkar- 

pos MN yra vektoriaus MN ilgis, o 


MN - trapecijos vidurinė linija, todėl A D 
ЕС иг) 
ERI EE =16,2 cm. 


|| 124264 


|ab|-|8C|. 34.1 
даж 


(trapecija lygiašonė), o atkarpos FD ilgis yra vektoriaus FD ilgis. 


m -42 cm, nes |45|-|FB| 


Randame [48]. remdamiesi Pitagoro teorema: 
— 2 — j? — |2 
[48] -[4&| +|ВЕ| „iš čia, 
[ав |= 562 +122 =7ст. 
Atsakymas. [им |-162 от, |FD| - 42cm. |48|- 7 em. 


€ Vektorių sudėtis 

Dviejų vektorių à ir b suma vadinamas toks vektorius c, kurio 
pradžia sutampa su vektoriaus а pradžia, o pabaiga – su vektoriaus b 
pabaiga. 

Dviejų vektorių sudėties trikampio taisyklė: norint rasti dviejų 
nenulinių vektorių a ir b (6 pav.) suma reikia nuo vektoriaus pabaigos 
atidėti vektorių, lygų vektoriui b. Vektorių а ir b suma yra vektorius, 
kurio pradžia sutampa su vektoriaus a pradžia, o pabaiga — su vektoriaus 
b pabaiga (7 pav.). 


Ec. 


6 pav. 7 pav. 


с=а+Ь 


Pagal šią taisyklę galima sudėti ir kolinearius vektorius a ir b „Nors 
juos sudėjus trikampis ir negaunamas. 


8 paveiksle pavaizduota dviejų vienakrypčių kolineariųjų vektorių 
sudėtis, o 9 paveiksle pavaizduota dviejų priešpriešių vektorių sudėtis. 


а а 
42:28:22: — 
5 b 
b — 
ИТ: TENE E К 
— MÀ ME 
С=а+Ь с=а+Ь : 
8 pav ^ 9pav ` 


Du nekolinearius vektorius taip pat galima sudėti pagal lygiagretainio 
taisyklę: dviejų nekolinearių vektorių а ir b (10 pav.) suma yra 
vektorius c, vaizduojamas lygiagretainio, kurio dvi gretimos kraštinės 
yra šie vektoriai, įstrižaine, einančia iš minėtų vektorių bendros 
pradžios (11 pav.). 


10 pav. 11 pav. 
Vektoriams galima taikyti sudėties savybes. 
1. Sudėties perstatymo dėsnį а + b -b«à (norint rasti vektorių a 
ir b (12 pav.) sumą, galima prie vektoriaus 6 pridėti a, rezultatas 
bus tas pats) (13 pav.). 


b 
Pd 
n a+b 


4 b 
12 pav. 13 pav. 
2. Sudėties jungimo dėsnį EM x 
(8-5)кс =а+( +ë) (norint rasti Е 
d a 
vektorių a ir b ir vektoriaus c 
(14 pav.) suma, galima pirmiausia 14 pav. 
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rasti vektorių b irc sumą, o po to pridėti vektorių a, rezultatas bus tas 


pats) (15 pav.). 


Gi 


(8-5) 2 


b 6 + 2)+а 


15 рау. 


Si taisyklé teisinga, kai sudedame ir daugiau vektoriu. 


Sudédami kelis vektorius nuo pir- 
mojo vektoriaus galo atidedame antraji 
vektorių, nuo antrojo vektoriaus galo 
atidedame trečiąjį vektorių ir t.t. Vek- 
torius, jungiantis pirmojo vektoriaus 
pradžią su paskutiniojo vektoriaus 
galu, yra šių vektorių suma (16 pav.). 


3. Jei prie vektoriaus pridėsime 
nepasikeičia, t.y. a+0=a. 


e Vektorių atimtis 


nulinį vektorių, tai vektorius 


Nenulinio vektoriaus a priešinguoju F -a 
vektoriumi vadiname to paties ilgio 


priešpriešį vektorių. Vektoriui a priešingą 


9 17 рау 
vektorių Zymime -a (17 pav.). 
Taigi ВА уга vektoriui АВ priešingas — 
vektorius (18 pav.). Jį galima žymėti ir taip: A B 
BA=- AB. 18 pav. 


Nulinio vektoriaus priešinguoju vektoriumi vadiname tą patį nulinį 
vektorių. Priešingųjų vektorių suma yra nulinis vektorius, t.y. 


а+(-а)=0. 
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Vektorių à ir b skirtumu 2-5 vadinama vektoriaus à ir vekto- 


riui Б priešingo vektoriaus Cs) suma, t.y. а -b=ū «C 5) (19 рау.). 


19 pav. 


Vektorių atimties taisyklė: norint rasti vektorių а ir b skirtuma, 
reikia nuo vektoriaus a pradšios atidéti vektoriu, lygu vektoriui b; 
vektorius, kurio pradžia yra vektoriaus b pabaiga, o pabaiga — vektoriaus 
а pabaiga іг yra vektorius a— b (20 pav.). 


E LU | 
20 рау. 
21 paveiksle pavaizduotas vektoriu 
AB ir AC skirtumas, t.y. vektorius 4 CB - AB - AC 
CB(4B - 4C АС = CB), 


21 pav. 
B 
22 paveiksle pavaizduotas vektorių 
ЯС ir AB skirtumas, t.y. vektorius д BC = AC - AB 
BC (4C - 98-86). 
22 pav. 


€ Vektorių daugyba iš skaičių 


Nenulinio vektoriaus 2 ir skaičiaus А + sandauga vadinamas 
vektorius 84-02, kurio ilgis yra |k|-|ū|; vektoriai a ir ka yra 
vienakrypčiai, kai k > 0 (23 pav.), priešpriešiai, kai k «0 (24 pv.). 


Nulinio vektoriaus ir bet kurio skaičiaus sandauga laikomas nulinis 
vektorius. 


a 
—— MÀ ГИ 
= =c 
Б. NECNON. MENT k=} m e 
x l- 
k=-2 PNE. NEM acd p“ 
2 
23 pav. 24 pav. 


Kad ir kokie būtų skaičius k ir vektorius a, vektoriai a ir ka koli- 
nearüs. (-1)2 yra vektoriui a priešingas vektorius, t.y. (-1)a =-a. 
Vektoriams galima taikyti daugybos iš skaičių savybes: 
1. (k£)a = k(£a) (jungimo dėsnis); 
2. ka +5)= kū+kb (pirmasis skirstymo dėsnis); 
3. (k+1()a =ka+ ta (antrasis skirstymo dėsnis). 


Visose lygybėse k, /- skaičiai, о а ir b — vektoriai. 


3 pavyzdys. Įrodysime, kad bet kurio keturkampio ABCD kraštinių 


vidurio taškai yra lygiagretainio viršūnės. G C 
Įrodymas. Sakykime, taškai E, D 
Р, G, Н – keturkampio kraštinių F 
AB, BC, CD ir DA vidurio H 
taškai (24 pav.). 
Pagal lygiagretainio požymį, jei- A E B 


gu keturkampio priešingos kraštinės 24 pav. 


poromis lygiagrečios ir lygios, tai tas keturkampis yra lygiagretainis. 
Vadinasi, pakanka įrodyti, kad atkarpos EF ir HG vienodo ilgio ir 
lygiagrečios. 

„Vektorių kalba“ tai reiškia, kad reikia įrodyti, jog vektoriai EF ir 
HG lygūs. Turime: 


TE.-FD lm 


EF = EB «BF - ABS 18-1(48-8) 146, о 
8 -14р-1рС-1 ыг 
siamo. ise Цусаа 


Vadinasi, ЕР-НО. Taigi keturkampis EFGH  yra lygiagretainis. 


4 pavyzdys. Sakykime, AD —trikampio ABC pusiaukraštinė, išvesta 
iš viršūnės A į kraštinę BC. Išreikšime vektorių AD vektoriais AB 
ir Ac. B 

Sprendimas. 1 būdas. Trikampi 
ABC  papildome iki lygiagretainio 
ABEC (25 pav.). Remdamiesi vektorių 


E 


sudėties lygiagretainio taisykle, gauna- A C 


me vektoriu lygybe AB & AC - AE. 25 pav. 


Kadangi 4D - 7 AE, tai 4-3 4B + AC). 


2 būdas. Remdamiesi vektory ын sudėties trikampio taisykle, gauname 


dvi vektorinės lygybes AD= ЯВ» BD ir AD= AC * CD. Kadangi D- 


-l(u + 20), 


atkarpos BC vidurys, tai CD=-BD. Vadinasi, 


24D- AB+BD+ AC+CD= AB+ AC, ty. 


Atsakymas. ар = Цав» 4) 
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5 pavyzdys. Atkarpa AB yra pratęsta ir jos tęsinyje pažymėtas taškas 
C taip, кай AB: BC =5:3. Vektorių OC išreikšime vektoriais ОА іг 


OB , kai taškas O — bet kuris plokštumos taškas. 


Sprendimas. Vektoriai АВ ir 
BC yra kolinearüs (26 pav.). Vadi- 


— e B 
nasi, BC = k AB. Bet к=з. todėl 4 C 
86-318. 
Iš trikampių ОВС ir ОАВ 
randame, kad OC = ОВ + ВС ir o 
k E 26 pav. 


AB = OB - OA. 


Į pirmąją lygybę įrašę anksčiau užrašytą vektoriaus BC išraišką, 
gauname, kad 


ОС - OB « 348 - OB « 3oB -04]- $08 - 304 
oC - 0B «348 - 08 + (06 01)- 305 504- 
Atsakymas. OC = <0В- 04 : 


6 pavyzdys. Taškas P yra rombo ABCD krastinéje АВ, o taškas 
M -kraštinėje AD, АР:РВ-4:1 ir AM:MB=2:9. vektorius MP. 
MC ir BD išreikšime vektoriais х= АВ, В 
y= AD (27 pav.). Р 

Duota: Pe AB, M e AD, X- АВ, 
y-AD, AP:PB-4:, AM:MD-2:9. M 

Išreikšti: MP, MC ir BD 
vektoriais x= AB, y= AD. 27 pav. 
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Sprendimas. Kadangi AP: РВ = 4:1, tai atkarpą AD sudaro 5 dalys 


ir АР= АВ, о PB- LAB. 


Kadangi AM MD = 2:9, tai atkarpą AD sudaro ll dalių ir 


AM = 24D, o MD = 3 AD. 


Išreikšdami vektorius naudosimés sudėties ir atimties taisyklėmis. 
Iš duotų sąlygų gauname, kad 


„=“ E. 9- mpå- 21 
AM = ту, MD= ту, A =<х, PB-zx. 
MP = МА+ AP = -i + 8 = $i -25 (trikampio taisyklė). 


BD - AD- AB - y- X (atimties taisyklé). 
MC - MÀ AC = MÀ AB ab)- 2.58 9-325 


( AC randamas pagal lygiagretainio taisykle). 


112: 
7 pavyzdys. Remdamiesi 28 paveikslo duomenimis: g£ 
a) išreikšime vektorių AE vektoriais a ir b; 
b) išreikšime vektorių DE vekto- 
riais а ir b, taškas D yra atkarpos АС 3a 
vidurio taškas. A 
Sprendimas. a) Vektorių AE gau- a 
name sudéje vektorius, t.y. B b G 
AE = AB+ BC +CE (29 pav.). 28 pav. 


— 


Salygoje duota, kad BA=ū, o AB yra priešingas vektoriui 


BA „vadinasi, 


AB =-ВА= -à. E 
Vektorius CB =b yra priešingas 
vektoriui BC , todėl 


BC--CB--b. 4 


Įstatę vektorius, gauname: 4 
AE - -à- b 43à-2à-b. а 
b) Vektorių рЕ gauname sudéje du b is 
vektorius DC ir СЕ „ty. 29 pav. 


— — — 


DE=DC+CE. 
Rasime vektorių DC. DC - LAC, nes D-atkarpos AC vidurio 
taškas, o ЯС-АВ-ВС--4-5. 


Vadinasi, 2С = (2-6) 2+6), 8 čia 


5 , 
Эры A E AR A Sšs_ 12 
DE = 30-65) 38- 2473 +3а= а >b. 
Atsakymas. a) AE =2а-6, b) DÉ-3à-lb. 


3.1.2. Vektoriaus koordinatés 


Kai per plokštumos tašką išvestos dvi 
viena kitai statmenos tiesės, kiekvienoje jų 
pasirinkta kryptis (ji žymima rodykle) ir 
pasirinktas atkarpų matavimo vienetas, tai 
sakoma, kad plokštumoje turime stačiakampę 
koordinačių sistemą. Tiesės Ox ir Oy, 
kuriose pasirinktos kryptys, vadinamos 
koordinačių ašimis, Ox — abscisių ašimi, 
Oy — ordinačių ašimi (30 pav.). 


Taškas О - koordinačių ašių bendras taškas, vadinamas koordinačių 
pradžia. Koordinačių sistema plokštumoje žymima Oxy. Plokštuma, 
einanti per koordinačių ašis Ox їг Oy vadinama koordinačių 
plokštuma. 


Stačiakampėje koordinačių sistemoje kiekvieną plokštumos tašką A 
atitinka du skaičiai x ir y. Jie vadinami to taško koordinatėmis 
(koordinatė x vadinama abscise, o koordinatė y vadinama ordinate); 
žymima A(x; y) (30 pav.). 


e Vektoriaus reiškimas vienetiniais vektoriais 


Kiekvienas plokštumos vektorius 04-4 vieninteliu būdu 
išreiškiamas vienetiniais vektoriais: 
ū=xi+yj; 
čia x, y – vektoriaus a koordinatės 
stačiakampėje koordinačių sistemoje, 
o i(1;0) ir j(0;1) — vienetiniai vek- 
toriai, t.y. BEES (31 pav.). 


Vektoriaus koordinates nurodysime taip: 
а(х; y). 31 pav. 


1 pavyzdys. Parašysime šių vektorių koordinates: a=7i-4j, 
b--2j, €=05i. 

Atsakymas. ū(7;-4), b(0;-2), €(0,5;0). 

2 pavyzdys. Užrašysime 32 paveiksle pavaizduotų vektorių 
koordinates. 


Sprendimas. Vektoriaus ОА pradžia yra taške O, kurio koordinatės 
(0;0), o galas taške A, kurio koordinatės (4;2). Vadinasi, į dešinę nuo 
taško O teigiama x ašies kryptimi yra 4 vienetiniai vektoriai (4i), oi 
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viršų teigiama y ašies kryptimi yra 2 vienetiniai vektoriai (27), todėl 
vektoriaus O4 koordinatės уга (4; 2). 

Vektoriaus BC pradžia yra taške B(-2;-3), о galas taške 
C(-3;2). Nuo taško B yra 1 vienetinis vektorius priešinga x ašies 
kryptimi (C17), o į viršų teigiama y ašies kryptimi yra 5 vienetiniai 
vektoriai 67). todėl vektoriaus BC koordinatės yra (-1; 5). 


һа M Sa аһа 


32 рау. 33 рау. 
Analogiškai randamos ir kitų vektorių koordinatės: 
DE(-2;-3), FG(4;0). 

Atsakymas. О4(4:2), ВС(-1:5), РЕ(-2:-3), FG(4;0). 
€ Vektorių sumos, skirtumo, vektoriaus ir skaičiaus sandaugos 
koordinatės 

Žinant vektorių koordinates, galima rasti vektorių sumos, skirtumo, 
vektoriaus ir skaičiaus sandaugos koordinates. 

1. Jei а(х, SA ir b(x, гээ) — turimi vektoriai, tai vektoriaus 2+5 
koordinatės yra (xiv x). ty. kiekviena dvieju ar daugiau 


vektorių sumos koordinatė lygi tų vektorių atitinkamų koordinačių sumai. 
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2. Jei alx; y) ir b (x, Е PA — turimi vektoriai, tai vektoriaus à—5 
koordinatės yra (x, -X,1*7 y). t. y. kiekviena dviejų vektorių skirtumo 
koordinatė lygi tų vektorių atitinkamų koordinačių skirtumui. 

3.Jei а(х; y) – turimas vektorius, k- turimas skaičius, tai ka 
koordinatės уга (kx; К y), t.y. vektoriaus ir skaičiaus sandaugos kiekviena 


koordinatė lygi vektoriaus atitinkamos koordinatės ir to skaičiaus 
sandaugai. 


3 pavyzdys. Rasime vektorių a, b, C koordinatės, kai a-3g-e, 
Б=27+#, ë =2-17+48 ir 2(-4;3), 7010;-2), g(;-3). 
Sprendimas. Taikome vektorių koordinačių radimo taisykles. 


1. Rasime vektoriaus а koordinates, kai a-3g-e. Kadangi 
3g(3;-9) ir e(-4;3), tai a(3-(-4);-9-3)=a(7;-12). 


2. Rasime vektoriaus 5 koordinates, kai Б-2/-8. Kadangi 
2/(20;-4) ir g(1;-3), tai 5(20+1;-4+(-3)) = (21; - 7). 

3. Rasime vektoriaus c koordinates, kai 2=2-17 +48. Kadangi 
1/6:-). 48(4;-12) ir 2(-4;3), tai 
2(-4-5-4:3-1(-1)-(-12) = c(- 5; - 8). 

Atsakymas. a(7; -12), 5(21:-7), 2(-5:-8). 


@ Dviejų nenulinių vektorių kolinearumo požymis 
Du vektoriai à ir b yra kolinearüs, jei egzistuoja toks realusis 
skaičius k # 0, su kuriuo būtų teisinga lygybė à = kb. 


Jei du plokštumos vektoriai а(х; ») ir b(x, Я ») ута kolinearüs, tai 
jų atitinkamos koordinatės yra proporcingos, t.y. 


Atvirkščiai, jei dviejų plokštumos vektorių 8(х:») їг Б(х,; »,) 


atitinkamos koordinatés уга proporcingos, t.y. ын 2. tai tie vektoriai 
kolinearüs. шин 

Vadinasi, jeigu yra toks skaičius k,kad vektorių а(х, ; ») ir 
b(x, š y,) 6 ES 0) koordinatės tenkina lygybes x, =kx,; у= ку, tai 
vektoriai à, b yra kolinearūs. Jeigu tokio skaičiaus nėra, tai vektoriai 


a ir b yra nekolinearūs. 


4 pavyzdys. Kurie iš vektorių m, k, n yra kolinearūs, kai 
m=3i-4j, k=3i+4j ir n=-6i +8j. 
Sprendimas. Jei vektoriai kolinearūs, tai jų atitinkamos koordinatės 
proporcingos. 
Jei m - 3i - 4j , tai vektoriaus m koordinatės уга (3; 4), 
Jei k=3i+4į, tai vektoriaus К koordinatės yra (3;4), 
Jei A=-6i +8, tai vektoriaus л koordinatės уга (-6; 8). 
Tikriname, аг kolinearūs vektoriai т ir k. 
Kadangi m(3;-4), о k(3;4), tai gauname ier 
Vadinasi, vektoriai m ir k nekolinearüs. 


Tikriname, ar kolinearüs vektoriai m ir n. 


Kadangi ”(3:-4), o n(-6;8), tai gauname lygybę 
3 -4 1 


Vadinasi, vektoriai m ir n kolinearūs. 


Analogiškai įrodome, kad vektoriai k ir ñ nėra kolinearūs. 


Atsakymas. Vektoriai m ir n kolinearūs. 


5 pavyzdys. Su kuria kintamojo x reikšme vektoriai a ir b yra 
kolinearūs, kai 2(х:-15) їг 5(10;5)? 


Sprendimas. Vektoriai a(x; y) ir b(x, : ») yra kolinearüs, kai 


X2 =k, 
х M 
Vadinasi, = = =É. I$ šios lygybés randame, kad x - -30. 


Atsakymas. х= – 30. 


6 pavyzdys. Duoti trys vektoriai 2(3; 1), 5(1;-2) їг с(-1:7). 
Išreikškite vektorių р-246-2 vektoriais а ir b. 

Sprendimas. Apskaičiuojame vektoriaus p koordinates: р(3:4). 
Šis vektorius turi turėti pavidalą p xa yb. Kadangi a(3;-1) ir 
b(1;-2), tai p(3x+ y; x - 2y). Galime sudaryti lygčių sistemą: 


3x+y=3, 
-х-2у-4. 


Ją išsprendę randame, Кай x -2 ir у= —3. Vadinasi, p-2á-3b. 
Atsakymas. p=2ū-3b. 

e Vektoriaus ilgis 
Tegul vektoriaus a (34 pav.) koordinatės yra (х; у). Vadinasi, 


ū=xi+ yj. Pasinaudoję Pitagoro teorema, galima apskaičiuoti 
vektoriaus a ilgį: 
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ОА? = ОА} +04}, 
ОА? = x! + y", iš čia, 


la|- x! +y. 


7 pavyzdys. Rasime vektoriaus c koordinates ir ilgį, kai c = 2a -3b 
ir 2(0;3), b(-2;3). 

Sprendimas. Kadangi 4(0:3), tai 2a(0;6), o b(-2;3), tai 
3b(-6;9). 

Randame vektoriaus 


4(х:0) X 
34 pav. 


koordinates с(0-(-6):6-9)-с(6:-3). 
Randame vektoriaus c ilgi: 

12-46 - C3) -436:9-415-345. 
Atsakymas. c(6;—3); Je| 2345. 


e 
с 


8 pavyzdys. Pagal 35 paveikslo duomenis rasime vektoriu а, b ir 
4-5 ilgius. 

Sprendimas. 1. Užrašome vektoriaus 
a koordinates: 2(5;2). Apskaičiuojame 


pagal formulę |ū|= үх? +y jo ilgį: 
|š|=V57 «2 = 429. 
2. Užrašome vektoriaus b koordina- 
tes: b(-1;4). Apskaičiuojame vekto- 
riaus b ilgi: 


[5| - JC»! «4! 247. 


3. Randame vektorių 2 + b koordinates: 
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(5-(-1):244), iš čia, a+6(4; 6). 
Randame vektorių sumos ilgį: 


|ū+6|= Va? +6 = 452 22413. 
Atsakymas. |a|- V29; l| - 47; la «b|- 2413. 


e Atstumas tarp dviejų taškų 

Jeigu vektoriaus a= AB pradžios taško 4 koordinatės yra (к; у). 
o galo taško В koordinatés (х, ; y,). tai vektoriaus а koordinatės yra 
(x, =% -») „t.y. galime rašyti АВ(х, зэх гу, -») 


Jau žinome, kad vektoriaus а = xi +y ilgis apskaičiuojamas pagal 
formulę 


14-46». 
Tegul a yra bet koks vektorius, Ах: ») ir віх, ; ») уга јо 
pradžios ir galo taškai, t.y. а= АВ. Randame vektoriaus à koordinates: 
аб, =% -). 


Taigi vektoriaus a ilgis apskaičiuojamas taip: 


|š|-|48|- Js, - x «6. -» )? tia А(х,; у,) їг В(х,; у,). 


9 pavyzdys. Rasime vektorių ЯВ, ВС, АС koordinates ir ilgius, 
kai duotos taškų А, B ir C koordinatės: 4(1;7), 807,15) ir 
C(-2;3). 

Duota: 4(1; 7), B(7;15), C(-2;3). 

Rasti: [aB], [sc]. Jac], 


Sprendimas. 1. Randame vektoriaus AB koordinates ir ilgį: 


AB(7-1;15-7)= 48(6;8); |48|- Je +8? - J36* 64 -10. 
2. Randame vektoriaus BC koordinates ir ilgi: 

ВС(-2-1:3-15)- ВС(-9:-12), 

8С|-49) x (C12)! = J81«144 = 4225 - 15. 
3. Randame vektoriaus AC koordinates ir ilgį: 

АС(-2-1:3-1)- АС(-3;-4), 

|ac|-Ac3? «c? 29416425 55. 


Atsakymas. |48|-16, [вС|=15, | С|-5. 


10 pavyzdys. Atstumas tarp taškų A(-1;x) ir B(2x;3) lygus 7. 
Rasime x. 


Duota: A(-1; x), B(2x;3), [48|-7. 
Rasti: x. 
Sprendimas. Randame vektoriaus AB koordinates ir ilgi. Kadangi 
A(-1;x), B(2x;3), tai 
АВ(2х-(-1):3-х)-(2х41:3-х) ir 


|48|= /@х+1* -0-х) = 
= ү4х +4х+1+9-6х+х? = {5х2 -2х+10. 


Remiantis uZdavinio salyga |а8| = 7, todėl galime sudaryti lygtį 


5x! -2x410 =7. 
Abi gautosios lygties puses pakėlę kvadratu ir išsprendę lygtį 
557-2х410-49, randame, kad x, =3 ir x, =—26. 
Atsakymas. 3 arba -2,6. 


11 pavyzdys. Rasime ordinačių ašies taško C, vienodai nutolusio nuo 
taškų А(-3:5) ir B(6;4), koordinates. 

Sprendimas. Kadangi ieškomasis 
taškas C(x; y) yra ordinačių ašyje, tai jo 
abscisė lygi 0, ty. x=0 (36 pav.). 
Vadinasi, reikia rasti taško С(0; y) 
ordinatę y. Pagal sąlygą atstumai AC ir 
BC turi būti lygūs, t.y. 


[1-8 


Kadangi vektoriaus AC koordinatés yra ACQ; y - 5); tai vektoriaus 
AC ilgis: 
|4C|- o «6-57 - 9s y! -10y425 = Jy? -10y &34. 


Kadangi vektoriaus ВС koordinatės уга BC(-6; y-4), tai 


vektoriaus BC ilgis: 
|ac|- 36+ 0-4; -4364 y! -8y+16 = 4» -8у-52. 
Kadangi |4c|- [sc]. tai gauname lygti 


52 -10у+34 = Jy! -8y «52. 
Abi šios lygties puses pakéle kvadratu gauname lygtį: 
у? -10у+34= y! -8y+52, 
kurią išsprendę randame, kad y=-9. Vadinasi, С(0:-09). 
Atsakymas. (0:-9). 


12 pavyzdys. Įrodysime, kad keturkampis ABCD yra stačiakampis ir 
apskaičiuosime jo plotą, kai 4(-3:-1),  B(l;-I),  C(l;-3), 
D(-3;-3) (37 pav.). 


Sprendimas. Jei keturkampis yra stačiakampis, tai jo priešingos 
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kraštinės ir įstrižainės turi būti lygios. Randame kraštinių ilgius. 
4В0-1-3):-1-(-1)- AB(4:0), y 
|ав|= Va? +0? aš, 
CD(-3-1;-3-(-3) - CD(-4:0), 
lcp|- J -4у «0 -4, |cp|--4. 
_ 4DC3-C3);-3- C)» 4D(0:-2), 37 pav. 
|4p|- 0! «(-2) -2. 


BC(-1;-3- (-1) = BC(0; -2), |sc|- 0! «(-2)! -2 
Randame įstrižainių ilgius: 
АС(-1-3):-3-(-1)- 4C(4; -2), 
|46|- Ja? +(-2) = 020 2245, |ЯС|-245: 
BD(-3-1;-3-(-1)- BD(-4;-2), 
| Вр|-4(-4) «(-2) = 20 - 245, [вБ|= 245. 


Keturkampio ABCD priešingos kraštinės lygios, ty. AB=CD ir 
AD=BC, taip pat lygios ir įstrižainės AC = BD, todėl keturkampis 
ABCD - stačiakampis. Randame stačiakampio plotą S: 

S-AB.BC, ty. $-4.2-8. 


Atsakymas. 8. 
Ф Atkarpos vidurio taško koordinatės 87 В(хь: yz) 
Kiekviena atkarpos vidurio taško koor- 
dinaté lygi jos galų atitinkamų koordinačių C(x; y) 
sumos pusei. 
Alx; y) 


Jei plokštumos taško А koordinatės yra 
(s Н у), o taško B koordinatės — (s, 3 y). 38 pav 


728 


tai atkarpos АВ vidurio taško C (38 pav.) koordinates (x ; y) randame 
remdamiesi formulėmis: 

x tx, Nt 
9р Фу 


qu M 


х= 


2 c 2 

13 pavyzdys. Tegu K -atkarpos MN vidurio taškas (39 pav.). 
Rasime: М 

a)taško K koordinates, kai 
М(-2,3) ir N(6;7), K 

b)taško M ir vektoriaus MN M. 
koordinates, kai N(8;-2) ir К(4:-6), 39 pav. 

c)taškų M ir K koordinates, kai N(6;-8) ir MN(-2;4). 

Sprendimas. a) Kadangi taškas K yra atkarpos MN vidurio taškas ir 
M(-2;3), N(6;7), tai galime rasti taško K koordinates: 


-2+6.3+7 | 
Х 21 j. ty. K(2;5). 


b) Taško M koordinates pažymime x ir y, ty. M(x; y). Kadangi 
K(4;-6) yra atkarpos MN vidurio taškas, о М(х; y) ir N(8;-2), tai 
galima sudaryti lygtis: 


x+8 _ y+(-2) 6 
глеам 2 

x+8-8 у-2--12 

х-0 yz-10 


Vadinasi, taško M koordinatės yra M (0; –10). 
Randame vektoriaus MN koordinates: 
ММ(8-0:-2-1-10)- MN(8; 8). 


с) Pažymime М(х; у). Kadangi N(6;-8), tai vektoriaus MN 
koordinatės yra ММ(6-х:-8- y) Galime sulyginti vektoriaus MN 
koordinates: MN(6- x ; -8- y)» MN(-2; 4). 


6-x--2, -8-y=4, 
-x--8, -y-12, 
xe. у=-12. 


Vadinasi, М(8:-12) ir K(7; -10). 
Atsakymas. а) (2; 5), b) (0:-10), (8;8), c) (8:-12), (7;-10). 


14 pavyzdys. Trikampio ABC viršūnių koordinatės: — 4(0;1), 
B(l;-4), C(5;2). Rasime trikampio pusiaukraštinės AM ilgį (40 pav.). 
Duota: ААВС, А(0:1), B(l;-4), C(5;2). 
Rasti: АМ. 
Sprendimas. Kadangi АМ уга 
trikampio pusiaukampinė, tai atkarpos 
BC vidurio taško M koordinatės yra 
1-5 -4«2 I 
(13.52). ty. MG; l). 
Randame vektoriaus AM koordinates ir ilgi: 
AM (3-0;-1-1)2 AM(3;-2), 
|“М|-4» +02) = 9*4 = VB. 


Atsakymas. 43. 


15 pavyzdys. Rasime rombo KLMN plotą, kai K(-2;1), L(1;5), 
М (4;1) (41 pav.). 

Duota: KLMN - rombas. К(-2:1), L(1;5), М(4:1). 

Rasti: 5, 


KLMN ` 


Sprendimas. Rombo plota galima 
apskaičiuoti remiantis formule: 
KM -LN 
ах 

Randame taško M koordinates. Jas 
galima rasti dviem būdais. 

1 būdas. Taškas O — atkarpos KM 
vidurio taškas, todėl jo koordinatės 


-2+4 1+1 Р 
o 4 lr O: D. 


Pazymime taško N koordinates N(x; y). 
Kadangi O yra ir atkarpos LN vidurio taškas, tai jo koordinatės 


oU. 32»). 


$= 


41 pav. 


2 2 
Taškas O yra tas pats taškas, todél galima sudaryti lygtis: 
1+х _ S+y _ 
> == lir mM L: 


Jas išsprendę randame, kad x=1 ir y=-3. Vadinasi, №(1; –3). 


2 būdas. Randame vektorių LK ir MN koordinates: 
1К(-3:-4) ir MN (x -4; y-1). 

Kadangi vektoriai LK ir MN yra lygüs LK - MN, tai jie turi 
lygias atitinkamas koordinates, ty. x-4--3 ir у-1=-4. Iš šių 
lygybių randame, kad x=1 ir y=-3. Vadinasi, N(1;-3). 

Randame rombo įstrižainių ilgius: 

KM(6;0), |KM|= Je o -6 ir 


LN (0; -8), DIE 0 «(-8) -8. 


6.8. 


Vadinasi, Spruw == 24. 


Atsakymas. 24. 
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3.1.3. Vektorių skaliarinė daugyba 


Vektorių daugyba skiriasi nuo kitų veiksmų su vektoriais tuo, kad jos 
rezultatas yra ne vektorius, bet skaičius. Todėl šį vektorių veiksmą 
vadinsime skaliarinė daugyba, o jos rezultatą — skaliarine sandauga. 


e Kampas tarp vektorių 
Kampu tarp dviejų nenulinių vektorių 


Bi 


a ir b, atidėtų iš to paties taško, vadi- 
name Катра tarp iš to paties taško 
išeinančių spindulių, kuriuose yra šie b 

vektoriai (42 pav.). 42 pav. 


Kampo tarp dviejų nenulinių vektorių 


а ir b didumą žymėsime (2.5). 4 
Kampu tarp bet kuriu dvieju nenuliniu 

vektorių а ir b (43 pav.) vadiname 43 pav. 

kampą tarp šiems vektoriams atitinkamai 

lygių vektorių, atidėtų iš vieno taško. 


44 paveiksle pavaizduotas kampas tarp 
vektorių OA (4 - 4) ir o. (ов = 5) 
Kampo didumą žymėsime (4 5 ОБ). 


44 рау. 


Kampas tarp dvieju vektoriu gali büti smailus, status, bukas, taip pat 
nulinis ir istiestinis. 


a 
— —ÀM a 
n ЕР 4 b 


45 pav. 46 pav. 47 pav. 


Al 


Kampas tarp dviejų vektorių yra nulinis, kai vektoriai yra 
vienakrypčiai (45 pav.), t.y. (a, 5)- 09. 
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Kampas tarp dviejų vektorių yra ištiestinis (lygus 180? ), kai vektoriai 
ба» 
yra priešpriešiai (46 pav.), t.y. G К b)- 180°. 


Jei kampas tarp dviejų nenulinių vektorių а ir b yra status, t.y. 
(z.5)- 90, tai vektorius vadinsime statmenais ir žymėsime à 1 Б 
(47 pav.). 

Bet kuriems nenuliniams vektoriams a ir Б teisinga nelygybė 
0» «(8,8 180 


€ Vektorių skaliarinė sandauga 


Dviejų nenulinių vektorių skaliarinę sandauga vadinamas skaičius, 
lygus tų vektorių ilgių ir kampo tarp jų kosinuso sandaugai. Vektorių а іг 
b skaliarinė sandauga žymima 2-5. Taigi, kai vektoriai 2 ir Б yra 
nenuliniai, tai šių vektorių skaliarinė sandauga yra: 


2-8-181|8 | cos(a. 2). 


Kampo tarp nenulinių vektorių а ir b 
(48 pav.) kosinusa galima apskaičiuoti tai- 
kant formulę: 


cosa , b)= 28) 


1 pavyzdys. Apskaičiuosime vektorių a ir b skaliarinę sandaugą, kai 
141-8. |P|-10. (a, 5)- 45". 

Duota: |a|- 8, |6]=10, (a, 5)- 45°. 

Rasti: 4-5. 


Sprendimas. Randame vektorių a ir b skaliarinę sandaugą 


md ~ e Vektorių skaliarinés sandaugos savybės 
2-8-18| | cos 2) - 8 -10c0s45* = 80-22. = 40/7. 1 SUME 


1. Vektoriaus skaliarinis kvadratas lygus jo ilgio kvadratui, t.y. 
Atsakymas. 4042 . i Lade : L ЭР үгэ o 
a'=a-a=|a| . Kai vektorius yra nulinis, tai ir jo skaliarinis kvadratas 
"M CENE w | lygus nuliui. 
2 pavyzdys. Apskaičiuosim : vektorių a ir b skaliarinę sandaugą, kai 


2(3;4), 151-16, 6.5) в 2. рерна рео désuis, 
3. (8-5 -c=a-€+b-c —skirstymo dėsnis. 


Duota: 2(3;4), |P|-16. (5)- во. 


Rasti: 4-8. 
Sprendimas. 1. Randame vektoriaus à ilgi: 4 pavyzdys. Kampas tarp vektorių a ir b lygus 120°. Rasime 
14-04, lal- VFF =s. @+25)-0а-В), kai Ja -3 ir |P|-2. 


Sprendimas. 


2. Randame vektoriu a ir b skaliarinę sandaugą: (28) ба i) ИЕС. 
. - = -ал = = ар- . 


8-8-18| | гвб,5)-5-16со5609-80-4--40. d og QD Ке 
2 Randame vektorių а ir b skaliarinę sandaugą a-b: 


Atsakymas. 40. = = Ф 

ш à-b -|a|-|P |cos(a. 5). ty. 
3 pavyzdys. Rasime kampą tarp vektorių 2 іг б, Каі 1а1=2, à - b - 3-2c0s120? = 6cos(90? + 30°) = – 65іп30° = -3. 

| |-4, a.b - 42. Kadangi 2° -|a[ ir 52 -|5[ , tai 
ны - =2 2 =i RÀ 2 

Düòta lal-7. 1-4, abed. а? 23 =9 ir Б? 2 2! - 4. Tada 

Nc (8-25) 04-5)-2:9-9-2-4-18-8-9-1, 
Rasti: (8.5). Atsakymas: 1 


Sprendimas. Randame kampa tarp vektoriu a ir b: 
coska) b 2.2. iš Čia, : 2 
11-15 Ын | |-2. Rasime vektoriaus 23-b ilgį. 


B B °. Sprendimas. (24-8| -402-8| = Qa -5) 02-5)- 
Atsakymas. 45?. = J4a! -2a-b -2b-a«b? = {402 -4a-b b? . 


5 pavyzdys. Kampas tarp vektorių à ir b lygus 609, be to, [а|=3, 
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Sutraukdami panaSiuosius narius pošaknyje, rémémés vektorių 


skaliarinės sandaugos savybe: a-b =b-a. 
Prisiminkime, kad 
а -Jap, 5 -Ї ir a- -181 8 cos. 5). Vadinasi, 
|2а-8|= аа? -4a-5 «5? = Jaja} -а|а|-|Б|-соз@,5)+|Б| = 


ajal? -4|8| |Б| cos60°+ 


8E. 
Uždavinio sąlygoje duoti vektorių a ir b ilgiai 14|-3, |6]= 2, todėl 


|2a-8|- [4-9-4-3-2-1-+4 = 86-1254 = 28 = JET - 2451. 


Atsakymas. 247. 


€ Skaliarinės sandaugos reiškimas koordinatémis 
Dviejų vektorių ūlx, 3 ») ir b(x, : у,) skaliariné sandauga lygi tu 
vektorių atitinkamų koordinačių sandaugų sumai, t.y. 
8-5 -x, "X V D. 
Kampo tarp vektorių а(х, Я ») їг b(x, 3 у,) kosinusui apskaičiuoti 
taikoma formulé: 
^ X, °X; +у y; 


| {й+у Ja 


Du nenuliniai vektoriai a(x, 2 ir b(x, ;у,) ута statmeni, tik tada, 


cos(a, 5)- EB 


kai jų skaliarinė sandauga lygi nuliui, Бу. a L Б, Каг2-5-0 arba 
X `X, +у у, = 0. 


5 pavyzdys. Rasime vektoriu a(-5;2) ir b(2;-6) skaliarinę 
sandaugą. 


Sprendimas. Kadangi a(-5;2) ir 5(2:-6), tai šių vektorių 
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skaliarinė sandauga lygi 
a-b=-5-2+2-(-6)=-10-12=-22. 
Atsakymas. —22. 


6 pavyzdys. 49 paveiksle pavaizduoti 
vektoriai а ir b.  Apskaičiuosime 
jų skaliarinę sandaugą. 

Sprendimas. Randame vektorių a ir 

b koordinates: 
à(-3;-4) ir b(3;-5). 

Randame skaliarinę sandaugą: 

8-5 -х,:х, +y y, =-3-3+(-4)-(-5)=11. 

Atsakymas. 11. 


7 pavyzdys. Su kuria x reikšme vektoriai 2(4; 5) ir b(x;-6) yra 
statmeni? 


Sprendimas. Jei vektoriai statmeni a 16 , tai jų skaliarinė sandauga 
lygi 0, ty. a-b=0. Randame vektorių a ir b skaliarinę sandaugą: 
a-b=4-x+5-(-6)=4x-30. 
Vadinasi, 4x-30=0, 4x=30, x-75. 
Atsakymas. 7,5. 


8 pavyzdys. Rasime vektoriaus c koordinates, jei a(5; 2), b(7;-3) 
ir a-c-38, b.c -30. 
Sprendimas. Sakykime, vektoriaus c koordinatés yra (x;y), ty. 
C(x;y). Randame skaliarines sandaugas 
а:С=5х+2у іг 5-2-7х-3у. 
Sudarome lygčių sistema: 


5x*2y 238, 
7x-3y 230. 


Išsprendę šią lygčių sistemą, randame, kad: x=6 ir у= 4. 
Vadinasi, vektoriaus c koordinatės yra (6; 4). 
Atsakymas. c(6;4). 


9 pavyzdys. Vektorius 2(4; – 7) statmenas vektoriui b(x;2). Rasime 
vektoriaus 5 ilgį. 

Sprendimas. Vektoriai a ir b yra statmeni, todėl a.b =0. 
Randame x: 4х-2-(-7)-0, iš čia, x=3,5. Vadinasi, vektoriaus b 
koordinatės yra: b(3,5;2). 


Randame vektoriaus 5 ilgį: 
|š|- г + у - Bas m - aS. 


Atsakymas. 2 , 


10 pavyzdys. Rasime trikampio ABC kampų kosinusus, jei 24(1; 3), 
B(4;6) ir C(3;1) (50 pav.). Apskaičiuosime jo plotą. 


Sprendimas. 1. Randame kampo A 
kosinusą: 


AB- AC 

ERES 
4BQ;3), |48|- 2 e» -418-341. 
AC(2;-2), |4c|- J2*+(-2 Fang. 


2. Randame vektorių AB ir АС skaliarinę sandaugą: 


cos 4 = 


50 рау. 


AB- 4C =3-2+3-(-2)=6-6=0. 


Kadangi AB-AC=0, tai ABl AC ir cos4-0. Vadinasi, 
&А=90°. 


3. Trikampis ABC yra statusis, todėl jo plotą galime apskaičiuoti 
taikydami formulę 


S=+4B: AC. Taigi S2 1342.22 -6. 

4. Randame kampo B kosinusa: 

BA- BC 

E 

Kadangi ВА(-3:-3), [вл] = (е3) «C3 -342 іг 
BC(-1;-5), |ac|- [17 465) - 426, be to, 


BA-BC=-3-(-1)+(-3)-(-5)=3+15=18, tai 
6 3413 


cos B = ———— =—— 


MIN 
342.426 243 B` 
5. Randame kampo C kosinusa: 
СА-СВ 
ши 
Kadangi СА(-2:2), [СА|= cay +2 22242 ir CB(5), 


[СВ|= JP +5 -426, beto, CA-CB--2.142-5-8, tai 


cosB = 


cosC - 


8 2 2413 
со$С=———=—=—=—===———. 
242-42-13 43 B 
Atsakymas. cos 4-0, cs B= 293, cosc 222, 5-6 
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11 pavyzdys. Koordinačių plokštumoje stačioji trapecija ОАВС 


nubraižyta taip, kaip parodyta 51 paveiksle. Kraštinės АВ = BC =6, 
ZBCO-60?, K іг L atitinkamų kraštinių АВ ir BC vidurio taškai 
Rasime: 


a) taško B koordinates, 
b) vektorių OK ir OL koordinates 


) kampo tarp vektorių OK ir OL kosinusa 


Sprendimas. а) 15 ABDC (52 pav.) 
randame BD: 


51 pav. 
BD = BCsinC = 6sin60*=6-22--345. 
Kadangi AB=6, o BD=343, 


B(6;3+3). 


b) 1) Randame OK koordinates. Kadan- 
gi taško А koordinatės 40:343), nes 
OA -343 „o B(6:343), beto, K yra atkar- 
pos АВ vidurio taškas, tai K koordinatės 

[245 | SS. ty. к(:343), 52 рау. 


Vadinasi, vektoriaus OK koordinatés OK 6:343 ) nes O(0; 0) 


2) Randame OL koordinates. 15 ABDC randame DC 
DC = BCcosC = 6cos60? = 6. — 


Vadinasi, taško C koordinatės C(9;0). Kadangi L yra atkarpos 
BC vidurio taškas, tai L. koordinatės 


6+9 3V3+0 à 1115. 343 
Сү ээрээ Эс "ЭГ 


2.2 
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tai taško B koordinatės yra 


2 
c) Randame kampo kosinusą tarp vektorių OK ir OL 
1) Pirmiausia randame skaliarinę sandaugą 


OK -0L-3 5,345.28 


Vadinasi, vektoriaus OL koordinates: ОЧ. 23! 


=36, nes 


OK(5;343), o 04132) 


2) Randame vektoriu OK ir OL ilgius 


[oK |= JP + 645) =49+27 -6. 


РАН (8) (B) ©. 


3) Randame kampo kosinusa: 


27-р ОК-ОГ 
cos [OK , 01)- log] Беа" = X 


Atsakymas. a) B(6; 343); b) OK (3:343); 


3.1.4. Apskritimo lygtis 

Jei apskritimo centras Ox А ») ne- 
sutampa su koordinačių pradžia O, tai 
apskritimo lygtis yra 


(-5J (== Ri 
čia x, y — bet kurio apskritimo taško 
koordinatės; x), y, — apskritimo centro O, 
koordinatės, R - apskritimo spindulys 
(53 pav.). 


Jei apskritimo centras sutampa su 
koordinačių pradžia O, tai apskritimo 
lygtis yra 

x? +y =R; 

čia x, у — bet kurio apskritimo taš- 
ko koordinatės, R — apskritimo spindulys 
(54 pav.). 


1 pavyzdys. Apskritimo lygtis yra (x + 5) +(y-1} =16. Kokia taškų 
A(-2;4), B(-5;-3) ir C(-7;-2) padėtis apskritimo atžvilgiu? 
Sprendimas. (55 pav.). Apskritimo cen- 
tro koordinatės O(-5;1), spindulys R=4, 
nes Лб =4. Randame atstumą |04]. Ріг- 
miausia randame vektoriaus 04 koordinates: 
OA(-2-(-5);4-1)=0A(3;3). Tada 
|04|- J* «3! =342 «42. 
Kadangi К< OA, tai taškas А yra šalia apskritimo. 


Randame atstumą los]. Pirmiausia apskaičiuojame vektoriaus OB 
koordinates: 
OB(-5-(-5);-3-1)- OB(0; —4). Tada 
loz|- o «Cay -a. 
Kadangi R-OB, tai taškas B yra apskritimo taškas. Randame 


atstumą loc]. Apskaičiuojame vektoriaus OC koordinates: 


ОС(-7-1-5):-2-1)-ОС(-2:-3). Tada 


|сс|- JED + CF --13 436. 


Kadangi R> OC,tai taškas C yra skritulio, kurį riboja apskritimas, 
vidaus taškas. 

Atsakymas. A yra šalia apskritimo, B yra apskritimo taškas, C yra 
skritulio, kurį riboja apskritimas vidaus taškas. 


2 pavyzdys. Apskritimo lygtis yra (x-3) «(y-5) 225. Rasime 
visus apskritimo taškus, kurių abscisė lygi 3. 

Sprendimas. Sakykime, ieškomojo taško koordinatės yra (3; y). Jei 
šis taškas yra apskritimo taškas, tai jo koordinatės x=3 ir y turi tenkinti 
duotąją apskritimo lygtį: 

(3-3) «(y-5y -25, 
y!-10y «25-25, 


y -10)-0, 
у 70 arba y, =10. 
y! -10y-0, 
Vadinasi, уга du taškai, kurių abscisés lygios 3, ty. A(3;0) ir 
B(3;10). 
Atsakymas. (3,0) ir (3;10). 


3 pavyzdys. Duoti taškai А(-3:5) ir B(7;-3). Parašysime lygtį 
apskritimo, kurio skersmuo yra atkarpa АВ. 

Sprendimas. (56 pav.). Norint parašyti 
apskritimo lygtį, reikia rasti jo centro B 
koordinates ir spindulį. 


Apskritimo centras O yra skersmens 
AB vidurio taškas, todėl jo koordinatės yra 
-347. 5-3 š 
( 273 ) ty. O(2;1). 
Spindulys А = OA, nes A yra apskritimo taškas. Rasime apskritimo 


spindulį R (8-104) 


56 рау. 


Pirmiausia apskaičiuosime vektoriaus OA koordinates: 
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OA(-3-2;5-1)- OA(-5;4). Tada 
|o4|- Acs* +4? 2425416 -441, ty. R- Jal. 
Kadangi apskritimo centro O koordinatės yra (2;1), o spindulys 
R=VAI, tai šio apskritimo lygtis yra: 
(x-2y «(y-1y =41. 
Atsakymas. (x – 2). + (у-1) = 41. 


4 pavyzdys. Apskritimas eina per tašką A(1;3), jo centras yra 
abscisių ašyje, o spindulys lygus 5. Parašysime apskritimo lygtį. 
Sprendimas. Kadangi apskritimo centras O yra abscisių ašyje, tai jo 
koordinatės yra (x ; 0). Apskaičiuojame vektoriaus OA koordinates. 
Apskritimo spindulys R= |04| i 
ОА(-х:3-0)-040-х:3). 


Randame vektoriaus ОА ilgi: 


oa|- Ja-xy +3? = (1-х) +9 =10-2х+х? . 


Kadangi А = Joa] =5, tai galime sudaryti lygtį 
10-2x+x7 =5, 
kurią išsprendę randame, kad x, = 5 ir х, =-3. 


Pagal duotojo uždavinio sąlygą galima nubrėžti du apskritimus, kurių 
centrų O ir O, koordinatės atitinkamai yra (5,0) ir (-3;0). 


Vadinasi, apskritimų lygtys yra: 
(x-5} +y? =25 ir (х+3) «y! -25. 


Atsakymas. (х-5) + y! 225, (x 43) + y? -25. 
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3.2. ERDVĖS VEKTORIAI 
3.2.1. Erdvés vektoriai ir ju veiksmai 

Erdvés atkarpa, kurioje nurodyta kryptis, vadiname vektoriumi. 

57 paveiksle pavaizduotas erdvés 
vektorius а= АВ, kurio pradžia yra 
taškas 4, o pabaiga - taškas B. 

Spindulio 48 kryptis vadinama 
vektoriaus AB kryptimi, o atkarpos 


AB ilgis - vektoriaus AB ilgiu. x 57 pav. 
Vektoriaus АВ =а ilgis žymimas taip: ШЫР 
Vektoriai, esantys vienoje tiesėje arba lygiagrečiose tiesése, vadinami 


kolineariaisiais. Kolinearieji vektoriai gali būti nukreipti į vieną pusę 
(vienakrypčiai) (58 pav.) arba į priešingas puses (priešpriešiai) (59 pav.). 


а 5 — 
ар 222222 
58 рау. 59 рау. 


Vienakrypčiai vektoriai žymimi taip: a ЇЇ Б, o priešpriešiai žymimi 
taip: 214 d. Vienakrypčiai vektoriai, kurių ilgiai lygūs, vadinami lygiais. 


Du vektoriai, kurių ilgiai lygūs, o kryptys priešingos, vadinami 
priešingaisiais vektoriais. 


Pavyzdžiui, vektoriai AB ir BA yra priešingi vektoriai, t.y 
AB = ВА Dviejų priešingų vektorių suma yra lygi nuliniam vektoriui, 


ty. AB+ BA=0. 


Komplanariaisiais vadinami  nenuliniai vektoriai, kurie уга 
lygiagretūs vienai ir tai pačiai plokštumai arba yra vienoje plokštumoje. 


Bet kurie du nenuliniai vektoriai 
visada komplanarüs. Bet kurie trys 
vektoriai gali būti komplanarūs arba 
nekomplanarūs. 60 paveiksle pavaizduota 
trikampė prizmė ABCA B,C, . 


Vektoriai ЯС: AB ir GB, kompla- 
P ` — — Á А 
narüs, о vektoriai АС, АВ ir АА, 90 pav: 


nekomplanarūs. 


Trijų vektorių kompanarumo požymis. Jei vektorių c galima 
išreikšti nekolineariais vektoriais à ir b „Фу; 
С=ха+ yb z (1) 
(x ir y — kurie nors skaičiai), tai vektoriai 8, Б ir С komplanarüs. 


Teisingas ir atvirkščias teiginys: jei vektoriai а, b ir c 
komplanarüs, o vektoriai d, b nekolinearüs, tai vektorių c galima 
išreikšti vektoriais a ir b (ty. (1) formule), išraiškos (1) koeficientai 
(t.y. skaičiai x ir y ) nusakomi vienareikšmiškai. 


Vektoriaus reiškimas trimis nekompianariais vektoriais. 
Kiekvieną vektorių p vieninteliu būdu galima išreikšti trimis 
nekomplanariais vektoriais a, Бид „Ly. 
р=ха+ УБ ас, 
čia x, y ir z —tam tikri skaičiai, vadinami išraiškos koeficientais, 
išraiškos koeficientai nusakomi vienareikšmiškai. 


e Vektorių veiksmai 


Su erdvės vektoriais galima atlikti tuos pačius veiksmus, kaip ir su 
plokštumos vektoriais. Tegu duoti du erdvės vektoriai a ir b (61 pav.). 


Jei vektoriaus a galo taškas sutampa su vektoriaus b pradžios tašku, 
juos galima sudėti pagal trikampio taisyklę (62 pav.). Kai vektoriai 2 ir 
b atidėti iš vieno taško, juos galima sudėti pagal lygiagretainio 
taisyklę (63 pav.). 
а 


— 3 


61 pav. 


Jeigu trys vektoriai 2, b ir c 
nekomplanarüs (64 pav.), tai ju suma 
galima rasti pagal gretasienio taisykle: 

vektorius 2+6 + vaizduojamas 
istriZaine gretasienio, kurio matmenys 
(ilgis, plotis ir aukštis) yra minėti 
vektoriai, turintys bendrą pradžią: 


— — — — 


BD, = ВА+ BB, + ВС, ty. 64 pav. 


4-а-5-6, čia BD, =d, ВА-48, BB, =b, Pe = ë. 

I5 vieno erdvés vektoriaus galime atimti kita. Vektoriu atimtis yra prie- 
Singas veiksmas vektorių sudėčiai. tegu duoti du erdvės vektoriai a ir b 
(65 pav.). Norint i$ vektoriaus а atimti vektoriu b „ galima prie а 
pridėti -5 (66 pav), ty. 2-8-241-5). 

Dar paprasčiau atimti vektorius, atidėtus iš vieno taško. Jeigu du 


vektoriai a ir b yra atidėti iš vieno taško, tai vektorius, jungiantis 
antrojo vektoriaus galo tašką su pirmojo galo tašku, lygus pirmojo ir 
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antrojo vektorių skirtumui (67 pav.). 


Ai 
©! 


b 
65 pav. 66 pav. 67 pav. 


Nenulinio vektoriaus а ir skaičiaus m (т = 0) sandauga vadiname 
vektorių, kurio ilgis lygus |m|-|a|, o kryptis sutampa su vektoriaus а 
kryptimi, kai m>0 (68 рау.) ir priešinga vektoriaus а krypčiai, kai 
т<0 (69 pav.). 


| А > 1 
29 = 94 
P > <. 

2a -2a 
—-— ———————- 
68 pav. 69 pav. 


Nulinio vektoriaus ir bet kurio skaičiaus sandauga yra nulinis 
vektorius. Nulio ir bet kokio vektoriaus sandauga taip pat yra nulinis 
vektorius. 


Vektoriai à ir b 6 + 0) yra kolinearüs tik tada, kai yra toks 
skaičius m, kad à = mb. 
Erdvės vektorių veiksmai turi tas pačias plokštumos vektorių 
savybes: 
1) aà«b-b«à — sudėties perstatymo dėsnis; 
2) @ + 5)» с=а+ ( + 2) - sudėties jungimo dėsnis; 
3) (mn)a = m(na) - daugybos jungimo dėsnis; 
4) (m+ n)a = ma +na 


2 š — daugybos skirstymo dėsniai. 
5) mla +b)= ma+mb 
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1 pavyzdys. K —tetraedro ABCD 
briaunos BC vidurys. Vektoriu DK iš- 
reikšime vektoriais à- DA, b= AB ir 
ë= AC (70 pav.). 

Sprendimas. Kadangi taškas К- 
atkarpos BC vidurys (70 pav.), tai 

1 


DK = 18 + nc). 


— — — — | зээр — 


Tačiau DB- DA- AB-à*b, DC=DA+AC=4+ë. 
Vadinasi, DK - 3G beasz)- as 


Atsakymas. DK=ū+ jb * 36 E 


2 pavyzdys. Piramidės SABC visos sienos — taisyklingieji trikampiai; 
taškas M — trikampio ABC centras, o taškas Р dalija briauną SC 
pusiau. Vektorių MP išreikšime vektoriais АВ, АС іг AS (71 pav.). 


— — — 


Sprendimas. PC = MC- MP, todėl 
MP - MC - PC (71 pav.). Šioje lygybėje 
— i= į = 
РС=-5С= цас -48) 
Vadinasi, 
à = 
MP = MC -lác- 45). 


Rasime MC. Kadangi atkarpa 
CN yra trikampio АВС pusiaukraš- 
tinė, išvesta iš viršūnės С, tai B 


S 


7] pav. 
MC- СМ. 


E — — — 


Tada MC- INC. Bet NC- AC- AN , ty. NC- AC - AB, 
үз рот e lcs 
todėl uC-Ž(A ЖУТ) 2AC -T4B. 
2-2 175.1 — 


AG-LaB-lac4 las- 


3 3 2 2 


Atsakymas. MP - 1с = Тав + LAS ç 


Taigi MP = 2 Iig- Labs AS. 


3.2.2. Erdvės vektorių koordinatės 


@ Stačiakampė koordinačių sistema 


Kai per erdvės tašką išvestos trys 
viena kitai statmenos tiesės, kiekvienoje 
jų pasirinkta kryptis ir pasirinktas 
atkarpų matavimo vienetas, sakoma, 
kad erdvėje turime stačiakampę 
koordinačių sistemą (72 pav.). 

Minėtos tiesės, kuriose pasirinktos 
kryptys, vadinamos koordinačių aši- 
mis, o jų bendras taškas — koordinačių 
pradžia. 


Dažniausiai jis žymimas raide O . Koordinačių ašys žymimos šitaip: 
Ox, Oy, Oz. Jos vadinamos atitinkamai abscisių ašimi, ordinačių 
ašimi ir aplikačių ašimi. 


72 pav. 


Visa koordinačių sistema žymima Oxyz. Trys plokštumos, einančios 
per koordinačių ašis Ox ir Oy, Oy ir Oz, Ox ir Oz, vadinamos 
koordinačių plokštumomis ir žymimos Oxy, Oyz ir Ozx. 


Stačiakampėje koordinačių sistemoje kiekvieną erdvės tašką A 
atitinka trys skaičiai x, y ir z. Jie vadinami to taško koordinatėmis: 


A(x;y;z). Taško A pirmoji koordinatė x vadinama abscise, antroji 
koordinatė y — ordinate, trečioji koordinatė z — aplikate. 


€ Vektoriaus koordinatės 

Kiekviename teigiamajame pusašyje nuo koordinačių pradžios 
atidėkime vienetinį vektorių – vektorių, kurio ilgis lygus vienetui. 
Abscisių ašies vienetinį vektorių pažymėkime i, ordinačių ašies — Ja 
aplikačių ašies — k (73 pav.). Vektorius i. j, k vadinsime koordina- 
tiniais vektoriais. z 

Akivaizdu, kad šie vektoriai 1 
nekomplanarüs, todél kiekviena vekto- шин 


riu à vieninteliu būdu galima išreikšti lw m 
pavidalu: "ds 
ū=xi+yj+zk, 
išraiškos koeficientai x, y, Z 
vadinami vektoriaus а koordinatėmis 
нан л koordinačių sistemoje; x 


, J, k — koordinatiniai vektoriai: 73 pav. 
еш — abscisių ašies (Ox) vienetinis vektorius (F= 1) 
J (0; 1; 0) - ordinačių ašies (Oy) vienetinis vektorius (Л = 1), 
k(0;0; 1)— aplikačių ašies (Oz) vienetinis vektorius 10 | = 1). 
Vektoriaus а koordinatės žymimos taip: a(x; y;z). 


ө Vektorių sumos, skirtumo, vektoriaus ir skaičiaus sandaugos 
koordinatės 


Žinant vektorių koordinates, galima rasti vektorių sumos, skirtumo, 
vektoriaus ir skaičiaus sandaugos koordinates. 

1. Jei а(х; у 4) ir b(x, ; »z) — turimi vektoriai, tai vektoriaus 
4-5 koordinatės yra 


Grint tz). 
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ty. kiekviena dviejų ar daugiau vektorių sumos koordinatė lygi tų 
vektorių atitinkamų koordinačių sumai. 
2. Jei а(х; у T3 ir b(x, 3 yz) — turimi vektoriai, tai vektoriaus 
4-5 koordinatės yra 
(IN 7 2;). 
ty. kiekviena dviejų vektorių skirtumo koordinatė lygi tų vektorių 
atitinkamų koordinačių skirtumui. 


3.Jei a(x;y;z)- turimas vektorius, k- turimas skaičius, tai 
vektoriaus ka koordinatės yra 
(кх; ky; kz), 
ty. vektoriaus ir skaičiaus sandaugos kiekviena koordinatė lygi 
vektoriaus atitinkamos koordinatės ir to skaičiaus sandaugai. 


1 pavyzdys. Омой vektoriai 4(-2:3,1), b(-4; -5:6). Rasime 
vektoriaus ë = 2á—b koordinates. 
Sprendimas. Randame vektoriaus 23 koordinates: 
(-(-2): 2-3; 2-1)=(-4;6;2). 
Taigi vektoriaus 2a koordinatės yra (-4;6; 2). 
Randame vektoriaus € koordinates: 
€(-4-(-4); 6-(-5);2-6)- c(0;11; - 4). 
Atsakymas. c(0;11;-4). 


e Kolineariųjų vektorių savybė 


Du erdvės vektoriai à ir b yra kolinearūs, jei egzistuoja toks 
realusis skaičius m + 0, su kuriuo būtų teisinga lygybė b=ma. 
Jei du erdvės vektoriai a(x y, :2) ir blx,:9,:2,) yra kolinearūs, 


tai jų atitinkamos koordinatės yra proporcingos, t.y. 
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x ж A4 
Vadinasi, jeigu yra toks skaičius m, kad vektorių а(х; у;а) ir 
Б(х, 1 yz) 6 * 0) koordinatés tenkina lygybes 


x -mx,, y,-my,, 2рэтг,, tai vektoriai уга kolinearūs. 


2 pavyzdys. Ar kolinearūs vektoriai 4(3:6:8) ir 5(6:12:16)7 
Sprendimas. Vektoriaus 4(3,6:8) koordinatės proporcingos vekto- 
riaus b(6; 12;16) koordinatéms: 
m xk. к 
6 13 e m 
Vadinasi, à = kb. Taigi vektoriai а ir b yra kolincarüs. 


Atsakymas. Vektoriai а ir b yra kolinearüs. 


3 pavyzdys. Rasime tokius skaičius m ir л, su kuriais vektoriai 
à(4;m;n) ir b(n; 2; m?) būtų kolinearūs. 

Sprendimas. Sakykime, kad vektoriai a(4;m;n) ir b(n;2; m) 
kolinearūs. Tada jų atitinkamos koordinatės yra proporcingos, t.y. galioja 
lygybė 


Amen 
n 2 Е т? 
Remdamiesi lygybe, sudarome lygčių sistema 
i.m 
H. 2^ 
ho zB 
2 m! š 
15 pirmosios sistemos lygties randame m =š. Sia m reikšme irašç | 


antraja sistemos lygti, gauname lygybe 


e Vektoriaus ilgis 


8 
ээ z =, arba п* = 256. Vektoriaus а(х; у; z) ilgį galima apskaičiuoti taikant formule: 
8 
(3) | | “үх” + у +2? . 
Iš šios lygties randame, kad п= 4 arba п= –4. : аж ЭРЭЭН” 
5 pavyzdys. Duoti vektoriai а--21-3/-К ir b(-7;-1;4). 


"MT 4 m эй 
Tada, remdamiesi lygybe —= >, randame m: Rasime vektoriaus c= a + Б ilgį. 


TTT? Sprendinias: Vektoriaus a koordinatės yra (-2;3;-1). Randame 
4 2 vektoriaus € koordinates: 
2 225, du Wed, с(-2+ (-7);3+(-1);-1+4)= 6(-9;2;3). 
2 . 27:82: 
Randame vektoriaus c ilgi: 


Vadinasi, vektoriai а їг b kolinearūs, kai п=4, т=2 arba [|= [coy +22 +32 = J94 


n=-4, m=-2. 
Atsakymas. 494 . 
Atsakymas. n=4, m=2 aban=-4, m=-2. 


6 pavyzdys. Su kuriomis x reikšmėmis vektoriai m(2x;3;4) ir 


4 pavyzdys. Ar komplanarūs vektoriai d(1;-1;2), 2(-2;0;1) ir n(-8;-3; x) yra vienodo ilgio? 
/(5;-1;0)? Sprendimas. Išreiškiame vektoriaus m ilgį: 
Sprendimas. Vektoriai d ir & nekolincarūs, nes vieno vektoriaus |m|= Јох)? +32 +42 = (4х2 «25. 


koordinatės пергорогсіпроѕ kito vektoriaus koordinatėms. Reikia Išreiškiame vektoriaus ñ ilgį: 


atikrinti, ar vektori f galima išreikšti vektoriais d ir e, ty. ar Xx 
pati iu f gali e, ty In|- C8 +C3 «x = xà +73. 


egzistuoja skaičiai x ir y, su kuriais f = ха + ye. Šią lygybę užrašę Кайаша pagi ile salya [8e [8], tai sudarome Бай 
koordinatémis gauname: 1 


5-х-2у, Мах +25 = (х +73. 
Ją išsprendę randame, kad x, = –4 ir х, —4. 


с Atsakymas. —4 ir 4. 
Ši sistema turi sprendinį: x-1, y=-2. Vadinasi, vektorių / 


galima išreikšti vektoriais d ir ë ( -d - 22). taigi vektoriai d, Z ir e Atstumas tarp dviejų taškų 
ГА komplanarüs. Jei žinomos vektoriaus а= AB pradžios А (s iX z) ir galo 
Atsakymas. Vektoriai 4, ë ir f yra komplanarūs. B(x, сул: z) taškų koordinatės, tai vektoriaus a koordinatės yra: 
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a- ABlx, 255 “ушу -a). 
Jei vektoriaus à = AB pradžios taško А koordinatės yra (s, S ;zj). 


o galo taško B — (s, Н 31i). tai vektoriaus a ilgis 


la|-|48]- Х,-Х, 


7 pavyzdys. Rasime vektoriaus АВ ilgį, kai А(-1:0:2) ir 
B(1; -2;3). 
Sprendimas. Randame vektoriaus AB koordinates: 
AB(1- C); -2-0;3-2), ty. АВ(2:-2:1). 
Tada vektoriaus AB ilgis lygus 
а JP «Cay ev - 48-3. 


Atsakymas. 3. 


8 pavyzdys. Ar taškai А, В ir C yra vienoje tiesėje, kai 
4(3;-7;8), B(-5;4;1), C(27;-40;29)? 
Sprendimas. Jei vektoriai AB ir АС kolinearüs, tai taškai 4, В ir 
C yra vienoje tiesėje, o jei šie vektoriai nekolinearüs, tai taškai A, B ir 
C nėra vienoje tiesėje. Randame vektorių AB ir AC koordinates: 
AB(-5-3;4-(-7):1-8), ty. AB(-8:11;-7), 
ЯС(27-3:-40-(-7):29-8), ty. ACQ4;-33;21). 
Taigi 4В(-8:11:-7) ir AC(24;-33;21). 
Akivaizdu, kad AC - -34B, todėl vektoriai AB ir АС kolinearüs. 
Vadinasi,taSkai 4, B ir C yra vienoje tieséje. 
Atsakymas. Taškai A, B ir C yra vienoje tiesėje. 
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€ Atkarpos vidurio taško koordinatės 


Kiekviena atkarpos vidurio taško koordinatė lygi jos galų atitinkamų 
koordinačių sumos pusei. 


Jei erdvės taško A koordinatės yra 


(kiyiz), о taško В koordinatės – ” B 
(5 i»iz,). tai atkarpos АВ (74 pav.) 
vidurio taško C koordinatės yra: 74 pav. 


Ё *Xy у+У 2 a 
27 2“ 2 ` 
9 pavyzdys. Омой taškai: M(-4;7;0) ir №(0; –1; 2). Rasime atstu- 
mą nuo koordinačių pradžios taško O iki atkarpos MN vidurio taško 4. 
Sprendimas. Koordinačių pradžios taško О koordinatės уга 
(0:0:0), o atkarpos MN vidurio taško А koordinatės уга: 


-4+0 7-1 042 
2 * 2 "92 


Taigi 4(-2;3;1). Randame vektoriaus ОА koordinates: 
OA(- 2 -0;3-0;1-0)- O4(- 2;3;1). 

Tada vektoriaus ОА ilgis 
lo4| -4(-2) «3 «r = 4i. 

Tai ir уга ieškomasis atstumas. 


Atsakymas. 44. 


10 pavyzdys. Duotos atkarpos AB galo taško А ir vidurio taško C 
koordinatės. Rasime taško В koordinates, kai 4(-6:7:-3) ir 
C(0;-4;-1). 

Sprendimas. Tegul taško B koordinatės уга B(x;y;z). Kadangi 
C -atkarpos AB vidurio taškas, tai jo koordinatės yra: 


—6+х 7T4y —3+z 
с 2 "9 * 2 | 
Sulyginame gautas išraiškas su taško C koordinatėmis С(0:-4:-1). 
Gauname: 


1 cas AES 
2 =0; Do 4 2. > 

Išsprendę lygtis, randame: x 26, y --15, 2-1. 
Taigi, В(6,-15:1). 

Atsakymas. В(6,-15:1). 


3.2.3. Vektorių skaliarinė daugyba 
Erdvės vektorių skaliarinė sandauga apibrėžiama taip pat, kaip 

plokštumos vektorių. 
e Kampu tarp vektorių a ir b (75 pav.) vadinamas kampas tarp 
spinduliu OA ir OB (76рау.). Катра tarp vektorių а ir b 
žymėsime 8.5) 

E B A 

a - 

= b b 
O 
75 pav. 76 pav. 


К) 


Kai vektoriai à іг Б yra vienakrypčiai arba bent vienas nulinis, 
laikysime, kad kampas tarp tokių vektorių lygus 0“. 


Kai vektoriai 2 ir Б yra priešpriešiai, tai kampas tarp jų 180°. 

Jeigu (@,5)=90°, tai vektorius vadinsime statmenais ir žymė- 
sime 215. 
e Vektorių skaliarinė sandauga 


Dviejų nenulinių vektorių skaliarine sandauga vadinamas skaičius, 
lygus tų vektorių ilgių ir kampo tarp jų kosinuso sandaugai, t.y. 


2-5-18 | |cos(s. 2). 


Sandaugą а-а žymėsime a“ ir vadinsime vektoriaus a skaliariniu 
kvadratu. Vektoriaus skaliarinis kvadratas lygus jo ilgio kvadratui, t.y. 
à-à - a? = |а|.|2|соѕ0° = |a]? 
Jeigu žinome nenulinių vektorių a 
ir b ilgius bei jų skaliarinę sandaugą 


4-5, tai galima rasti kampo tarp 


vektorių kosinusą (77 pav.): 


^s д. 77 рау. 
cos(a,5)- = b : P 
ШЇ] 
Erdvės vektorių skaliarinei daugybai teisingi tie patys plokštumos 
dėsniai: 


1) а:Б =b ·а – perstatymo dėsnis; 
2) ( 4 5) Z=ū-6+b-C -skirstymo dėsnis; 


3) (ka)-b = kla- - jungimo dėsnis. 


1 pavyzdys. Vektoriai а ir b sudaro 60° kampą, |a|24, le] = 
Apskaičiuosime skaliarinę sandaugą (4 +6)Ga - b). 
Sprendimas. Randame skaliarinę sandaugą: 
(23+6)Ga-6)=6a7 - 2a 5 «3a-b - b! 26a! «a-b-b?. 
Kadangi 
à' -|ap -4' -16 ir b? =|} =2-4, 
о skaliariné sandauga 
2-5- IE | cos. 5)- 4-2cos60? = 4, vadinasi, 
eap -2-5-18 -6-16«4-4-96. 
Atsakymas. 96. 
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2 pavyzdys. Zinoma, kad 6.5) ( „260°, Tal -1, |5| =|с|=2. 
Apskaičiuosime @ + b). e. 
Sprendimas. Randame vektorių a + b ir С skaliarinę sandaugą: 
(8-5) ё-а-246-2. 
Kadangi 


à-€ - a|-|c|cos(a. c) 21: 2c0560* 2 2L -1 ir 


8-8-1 |-leleoslo .)- 2-2cos60* - 4-1 -2, tai 


4-245-2-142-3. 


Atsakymas. 3. 


€ Vektorių skaliarinés sandaugos reiškimas ju koordinatémis 


Dvieju vektoriu а(х, Эре z) ir b (x, Буу z,)skaliarinė sandauga lygi 
tų vektorių atitinkamų koordinačių sandaugos sumai, t.y. 


a-b = x,x, + y,y; +212. 


3 pavyzdys. Rasime vektoriu a(-1;2;3) ir Б(4:-3:2) skaliarinç 
sandauga. 
Sprendimas. Vektorių skaliarinė sandauga lygi: 
ū-b=-1-44+2-(-3)+3-2=-4. 
Atsakymas. —4. 


4 pavyzdys. Duoti vektoriai m(-1;2;3) ir n(5;x;—1). Su kuria x 
reikšme teisinga lygybė m-n = –1? 
Sprendimas. Randame vektorių skaliarinę sandaugą: 
m-n=-1-5+2-x+3-(-1)=2x-8. 
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Kadangi 

m-n=-l, tai 2x-8--1. 
Išsprendę šią lygtį, randame, kad x = 3,5. 
Atsakymas. 3,5. 


5 pavyzdys. Duoti vektoriai a(3;-1;5) ir 5(1:2:-3). Rasime 
vektoriaus c koordinates, jei šis vektorius yra Oxy plokštumoje ir 
tenkina sąlygas: а :с = 9, Б-с=-4. 

Sprendimas. Kadangi vektorius с уга Оху plokštumoje, tai jo 
koordinatės уга (х; у; 0). Iš sąlygos 4-6 =9 gauname lygtį: 3x-y=9, 
o 15 sąlygos 5-2--4 lygtį x+2y=-4. Sudarome lygčių sistema: 

3x-y=9, 
x+2y=-4. 

Išsprendę šią lygčių sistemą, randame, kad x=2 ir y--3. 
Vadinasi, vektoriaus c koordinatės уга (2; – 3; 0). 


Atsakymas. c(2; -3;0). 


e Dunenuliniai vektoriai а(х, 3i», :4) ir b(x, 2955 z,) yra statmeni tik 
tada, kai jų skaliarinė sandauga lygi nuliui, t.y. а 1 b , kai 


а-Б=0 arba хх, + у, +z z, =0. 


6 pavyzdys. Su kuria x reikšme vektoriai а ir AB yra vienas kitam 
statmeni, Каі а(х; -3; x) ir 4(5:0:-4), B(0;8;-7)? 
Sprendimas. 1. Randame vektoriaus AB koordinates: 
AB(0-5;8-0;-7-(-4)), iš čia, АВ(-5:8:-3). 
Vektoriai a ir AB turi büti statmeni, ty. а LAB, todéi 


à-AB -0. 


2. Randame skaliarine sandauga: ^ хх, + уу, AZ, 
cos @ , b) = 


Kadangi 2(х:-3:5), o АВ(-5:8:-3), tai dex +! Sty 


а.АВ=-5х-24-3х=-8х-24. 


Vektoriai ë ir r даш kai ван ЭРЭЭ . 8 pavyzdys. Apskaičiuosime kampą tarp vektorių a(2;-2;0) ir 
Atsakymas. -3. 58;0;—3). _ 
Sprendimas. Randame vektorių a ir b skaliarinę sandaugą: 
7 pavyzdys. Įrodysime, kad trikampis, kurio viršūnės yra A(6;-4; 2), 8-5-2-34 (-2)-0+0-(-3)=6. 
B(3;2;3) ir C3; 5; — 1), statusis. Randame vektorių à ir b ilgius: 
Įrodymas. Trikampio kraštinės уга AB, BC ir AC. Nagrinėsime lal- 2 «C2y «o -247. 
vektorius АВ Я BC ir AC. Randame Siu vektoriu koordinates: | - D «c3! -342. 
АВ(-6: 2-(-4);3-2)= AB(-3; 6;1), Randame Катра tarp vektorių а ir Б: 
ВС(3-3:-5-2:-1-3)-8С(0:-7:-4), —1:1 De M 
АСӨ-6:-5-(-4)-1-2)- AC(-3; -1; -3). |š|-|6] 242-342 2 
Apskaičiuojame šių vektorių skaliarines sandaugas: Atsakymas. 60°. 


AB.BC=-3-0+6-(-7)+1-(-4)=-42-4=-46, 

BC -AC=0-(-3)+(-7)-(-1)+(-4)-(-3)=7+12=19, 

AB-AC=(-3)-(-3)+6-(-1)+1-(-3)=9-6-3=0, 
Taigi AB- AC =0, o tai reiškia, kad AB АС. 


9 pavyzdys. Duoti taškai 4(2;2;-2), B(1;4;-4), C(-6;3;0), 
D(0;6;—6). Rasime Коѕіпиѕа kampo tarp vektorių AB ir CD. 
Sprendimas. 1. Randame vektorių AB ir CD koordinates: 
МОНГ с AB(-2;4-2;-4-(-2)= 48(-1;2;-2), 
Vadinasi, trikampio kraštinės АВ іг AC yra statmenos viena kitai. = = 
Todėl trikampis АВС уга statusis, o kraštinės АВ ir AC - jo statiniai. CD(0-(-6),6-3; -6-0)- CD(6;3;-6). 


€ Kampo tarp erdvės vektorių skaičiavimas 2. Apskaičiuojame vektorių АВ ir CD ilgius: 
^A 4-5 [48|- 4 -1} «2! «(-2y = J9 -3, 
| formule cos( .5)- — 
14-6 |cD|- Je «* «C9? = Ji =9. 


išraiškas, gauname kampo tarp nenulinių vektorių kosinuso formule: 


įrašę a-b, |а| ir | koordinatines 
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3. Apskaičiuojame vektorių AB ir CD skaliarinę sandaugą: 2. Randame vektorių AC, ir ВА, skaliarinę sandaugą: 
р.р a = — ERN 2 2 2 
АВ-СО-(-1)-6-2-34(-2)-(-6)-12. AC, - BA, -- areae? =55—. 

4. Randame kampą tarp vektorių АВ ir CD. 


et p pem ipe 3. Randame vektoriu АС, ir ВА, ilgius: 
Kadangi 48-СБ=|АВ|.|СБ]гов (В, СР), todél 


[ас |- É Br ae eod = за! =a+3, 
AB-CD cD)-d 12 __ 
со (48, CD CD)- Гав [za] [co] Л ty. cos (AB. c CD 3-9 lii] 
Atsakymas. i : 4. Randame kampą tarp tiesių АС, іг А,В (vektoriai AC, ir BA, 
yra tiesių АС, ir А,В krypties vektoriai): 
10 pavyzdys. Duota taisyklingoji trikampė prizmė АВСАВС,, АС. ВА, 3 а? l 
kurios АА = /2 АВ. Rasime kampą tarp tiesių AC, ir АВ. 2281 mi WT ЭЭН MS 


Sprendimas. Sakykime, kad AB=a, 
tada АА =/2a. Stačiakampę koordinačių 
sistemą pasirinkime taip, kaip parodyta 
78 paveiksle. Viršūnių А, B, A, ir C, 
koordinatės tokios: 


av3 a. o 
(58-84) B(0;a;0), 


а 2), С,(0:0:442). 


Atsakymas. 60°. 


2.2 


1. Randame vektorių АС, їг ВА, koordinates: 


ac[- 55 -5; 22). 


3 1 9 
mez -: a43}. 


746 


1 PRIEDAS. GRAIKU KALBOS ABÉCÉLÉ 


Аа alfa It jota Pp ro 

Bp beta Кк kapa Xo sigma 
Гү gama AX lambda Тт tau 

Аё delta My mi Yv ipsilon 
Eg epsilon Nv ni Фф fi 

Z% dzeta БЕ ksi Xx chi 
нп eta Oo отікгоп Vy psi 
өө teta Пл pi Qo Omega 


2 PRIEDAS. METRINÉ MATU SISTEMA 
Ilgio matavimo vienetai 
1 kilometras (km) = 1000 metrų (m), 
1 metras (m) = 10 decimetrų (dm) = 100 centimetrų (ст), 
1 decimetras (dm) = 10 centimetrų (cm), 
1 centimetras (cm) = 10 milimetrų (mm). 


Ploto matavimo vienetai 


1 kvadratinis kilometras (km?) = 1000000 kvadratinių metrų (m?) , 


1 kvadratinis metras (m?) = 100 kvadratinių decimetrų 
(dm?) = 10000 kvadratinių centimetrų (cm?) , 

1 hektaras (ha) = 100 arų (a) = 10000 kvadratinių metrų (т>), 

1 aras (a) = 100 kvadratinių metrų (m?) . 


Tūrio matavimo vienetai 


1 kubinis metras (m?) = 1000 kubinių decimetrų (dm?) = 1000000 


kubinių centimetrų (cm?) ^ 
1 kubinis decimetras (dm?) = 1000 kubinių centimetrų (ст?) , 
1 litras (l) = 1 kubiniam decimetrui (dm) , 
1 hektolitras (h£) = 100 litrų (2). 


Masés matavimo vienetai 
1 tona (/) = 1000 kilogramų (kg), 
I centneris (cnt) = 100 kilogramų (kg), 
1 kilogramas (kg) = 1000 gramų (g), 
1 gramas (g) = 1000 miligramų (mg). 
Laiko matavimo vienetai 


1 sekundė (s) = -Lmin fi 


1 
60 X 3600 


1 minutė (min) = s^ 5 


=L 
1 valanda (h) = 24 paros, 
1 рага = 24 h, 
1 metai = 365 (366) paros (dienos), 
1 amžius = 100 metų 


3 PRIEDAS. NATŪRALIŲJŲ SKAIČIŲ NUO 10 IKI 99 
KVADRATŲ LENTEL 


Vienetai 


EREREREREREREREBEREN 
Fu [s [er [e [we [25 [c [2 [9 [| 
| 400 | 441 | 484 | 529 | 576 | 625 784 ва | 
ЕЛ 
| 1600 | 


Der [re s [5 [as [e [e wer per 
Der [vr us [n [s [e [20 [1 [no 
2s [o [s s [su [se |зя 


[ию [өг [er [ss [ss [s [e [se [те [m 


eple 22 


747 


4 PRIEDAS. GRETINIU SKAICIUS A 


E ed 
[2520 | 5040 | 5040 | | J | 
[6720 | 20160 | 40320 | 4020 ||| | 
[15120 [ 60480 11814401 362880 | 362880 Ган 


6 PRIEDAS. SKAIČIŲ 2 IR 3 LAIPSNIAI 


ESEREN 
EXERESENIEEE RE TE ET 
s [sors [26 os pner [ ssec (зөв | зов | 


748 


7 PRIEDAS. KAI KURIU SKAICIU FAKTORIALAI 


21-2 

31-6 
-24 

51-120 


= 720 
= 5040 
8! = 40320 


— 362880 


= 3628800 


11! = 39916800 
12! = 479001600 
13! = 6227020800 


8 PRIEDAS. KAI KURIE PASTOVŪS DYDŽIAI 


V2 «1,4142 
43 «47321 
45 = 2,2361 
46 = 2,4495 
47 = 2,6458 
410 = 3,1623 
п = 3,1416 

2л = 6,2832 
«1,5708 


= 
2 
x 
K 1,0472 


= 0,7854 


2 9,8696 

п? = 31,0063 
z“ «97,4091 
Ул «1,7725 


T 
180 ^ 90175 


Esi = 0,0003 
In2 = 0,06931 


In3= 1,0986 


In4 «1,3863 
In 5 = 1,6094 
116 = 1,7918 
In7 = 1,9459 
In8 = 2,0794 
In9 = 2,1972 
e=2,7183 

е? =7,3891 

lge = 0,4343 


Je «1,6487 
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